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5. gyakorlat. Fleiner Tamds feladatsora alapjan 6sszedllitotta: Héger Tamds (heger@cs.bme . hu)

Tudnivalék

Definicié: A hdlozat egy (G,s,t,c) négyes, ahol G = (V,E) egy iranyitott graf, ¢ : E — R kapacitésfiiggvény és
s,t € V a G kiilonboz6 csicsai, Un. termindljai (s a termeld, t a fogyaszto). A fenti hdlézaton f: E — R egy folyam,
ha 0 < f(e) < c¢(e) minden e € E élre (ez a kapacitdsfeltétel), és Y ,,,cr f(uv) = ¥ ucg f(vu) tetsz8leges v € V' \ {s,1}
csucsra (ez a folyammegmaraddsi avagy Kirchhoff-szabdly, esetleg csomoponti torvény). Az f folyam nagysdga (el-
avult sz6haszndlattal az f folyam értéke) az s-bol kifoly6 nett6 folyammennyiség: Y q,cr f(su) — Yscr f(us).
Definicié: (st)-vdgds: a fenti hdl6zatban olyan X C V cstcshalmaz, melyre s € X Zr. Az X vdgas kapacitdsa c(X) :=
Yuex vev\x ¢(uv), magyardn az X-bol V' \ X-be futé (azaz X-bdl kilépd) €lek dsszkapacitdsa.

Allitas: Ha (G,s,t,c) egy halézat, f egy folyam és s € X C V \ {r} egy st-vagas, akkor ms = YuveE(G)uex vex f(uv) —
YuweE(G)ugx vex | (uv), azaz a folyamnagysig megegyezik a vdgdson &tfoly6 netté folyammennyiséggel. Az utébbi
mindig legfeljebb ¢(X), és pontosan akkor egyenld ¢(X)-szel, ha f(uv) = c¢(uv) minden X-bél kiléps uv élen, és
f(uv) = 0 minden X-be beléps uv élen. Kov.: Ha f folyam és X st-vagast indukal, akkor my < ¢(X).

Allitas: Ha a (G, s,t,c) hdl6zatban egy f st-folyam és egy s € X # ¢ vagis esetén m = c(X) teljesiil, akkor f maximalis
nagysagu st-folyam, tovdbbd X minimalis kapacitdsu sz-vdgdst indukal.

Ford-Fulkerson tétel: Tetsz6leges halézatban maxm; = minc(X), azaz a maximalis folyamnagysig megegyezik a
minimdlis vidgiskapacitdssal.

Definicié: Ha (G, s,t,c) egy hdlézat, f pedig egy folyam, akkor a Gy = (V(G),Ey) az f-hez tartoz6 segédgrdf, melyre
uv € Efhauv € E(G) és f(uv) < c(uv) (eldreél) vagy havu € E(G) és f(vu) > 0 (visszaél). Az f folyamhoz egy javito
it a Gy segédgraf egy s-bdl t-be vezetd irdnyitott ttja.

Novelés javito uttal: Ha taldlunk egy f folyamhoz tartozé G segédgrifban st utat (javité utat), akkor f novelhetd:
a javité it mentén (ami G-ben nem feltétlen irdnyitott Gt) az el6reéleken €-nal ndvelve (maximum a kapacitasig), a
visszaéleken e-nal csokkentve (legfeljebb 0-ig) a folyamot, a folyam nagysaga €-nal né.

Javit6 utas algoritmus: Kiindulunk egy f folyambdl (példdul f = 0), és addig noveliink az aktudlis f-hez tartozo
segédgraf javité dtja mentén, amig ez lehetséges. Ha nincs javité ut, akkor a folyam maximalis. Ezt igazolja, hogy a
segédgrifban az s-bdl elérhetd csicsok X halmaza ekkor minimalis sz-vagast indukdl.

Gyakorlatok

1. a) Mutassunk a fenti, bal oldali dbrédn lithat6 (G, s,t,c) hdlézatban egy maximalis sz-folyamot (és igazoljuk is a
maximalitsat). b) Taldljunk a fenti, k6zéps6 abran lathat6 hdl6zatban minimalis kapacitdsu sz-vagast, és bizonyitsuk
be, hogy nincs a megtalaltnél kisebb kapacitdsud st-vagas.

2. A sithek Sotét Testvérisége a fenti, jobb oldalon lathaté graf s csicsdbol késziil csapast mérni a Jedi Tandcs ¢
tdmaszpontjdra oly médon, hogy a sithek a graf élei mentén szeretnének z-be eljutni. (Egy sith sosem halad visszafelé
egy élen.) Az élekre irt szdmok azt jelzik, hany jedi 6rszemet kell az adott Gtvonalra telepiteni ahhoz, hogy az ott
prébalkozé sitheket megallitsak. Hatdrozzuk meg, legalabb hany 6rszem sziikséges a tdimaszpont biztositdsdhoz, azaz
ahhoz, hogy egyetlen sith se tudjon s-bdl #-be jutni.

3. Igaz-e, hogy az aldbbi, bal dbrdhoz tartoz6 (G,s,t,c) hdlézatban a maximélis folyamnagysdg pontosan 17? (Az
élekre irt szamok a megfelel$ kapacitasokat jelolik.)




4. Hatarozzuk meg az el6z6 abran, a kozépsd haldzatban az ef €l p kapacitdsanak Osszes olyan értékét, amire a
maximadlis st-folyamnagysag pontosan 42.

5. Baj van: atszakadt a hegytetdn a zagytarozé gétja. Szerencsére az iszap nem veszé€lyes, slaggal lemoshaté. Az el6z6
oldal aljan a jobb oldali 4brdn 7 jelzi a tdrozot, s pedig a szerencsétlen helyen fekvd védrost, amit meg kell védeni. A
nyilak arra vezetnek, amerre az adott mélyedésben folyik a zagy. (Furcsa itt a gravitacié: megtorténhet, hogy végig
lejt egy kiindulépontjaba visszatér6 ttvonal.) A nyil mellett 4ll6 szamok azt mutatjak, hogy a katasztréfavédelemnek
hany percig tart elzdrni az adott nyil mentén lezidul6 folyadék utjat. Cél: a lehet6 leggyorsabban zarjunk le minden
lehetséges s-be vezetd utat az arra dramlé melléktermék el6l. Mivel csak egy munkagép miikodik, ezért a kivalasztott
utvonalakat csak egymds utdn zdrhatjuk le. Segitsiink a katasztréfavédelemnek: hatdrozzuk meg, mennyi a sziikséges
legrovidebb id6, ami alatt a munka elvégezhetd. Bizonyitsuk be azt is, hogy kevesebb idé nem elég minderre.

6. Adott a D irdnyitott graf valamint élein egy c kapacitasfiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy ha s,¢ €s w a D olyan cstcsai,
hogy létezik D-ben m nagysagu st-folyam és m nagysagu tw-folyam is, akkor D-ben 1étezik m nagysagu sw-folyam.

7. Igaz-e, hogy tetszbleges hdl6zatban van olyan €1, aminek a kapacitdsat alkalmas pozitiv €-nal csokkentve a maxima-
lis folyamnagysag is pontosan £-nal csokken? Igaz-e, hogy tetszdleges hdl6zatban van olyan €él, aminek a kapacitasat
alkalmas &€-nal novelve, a maximaélis folyamnagysag is £-nal névekszik? Ha a fenti allitdsok valamelyike nem mindig
igaz, akkor hogyan tudjuk egy adott hdlézat esetén eldonteni, hogy 1étezik-e a kivant tulajdonsagu é1?

8. Rajzoljunk egy hél6zatot, amiben valamelyik €l kapacitdsa egy p paraméter. Hatdrozzuk meg ebben a hél6zatban p
fiiggvényében a maximalis folyamnagysdgot.

9%, Legyen s és r egy kocka két atellenes csucsat, és irdnyitsuk a kocka éleit s-t6l ¢ felé. Hogyan osszunk adjunk 4
élnek 1, 4 élnek 2 és 4 élnek 3 kapacitast Ugy, hogy a kapott hil6zatban a maximadlis st-folyam nagysaga a lehetd
legnagyobb legyen?

10. Tanultuk, hogy ha egy hal6zatban minden él kapacitdsa egész szam, akkor van olyan maximadlis nagysdgu folyam,
amely minden élen egész értéket vesz f0l (mds szoval egész(értékii )folyam). Igaz-e az is, hogy egész kapacitdsok esetén
minden maximdlis folyam egészfolyam?

//////

csucs foka r és r > 0, akkor G-ben van teljes parositas.

12**. Igazoljuk, hogy ha a (G, s,t,c) hdlézatban a ¢ kapacitdsok egészek és f egy folyam, akkor van olyan f’ egészfo-
lyam is, amire | f(e)| < f'(e) < [f(e)] teljesiil minden e élre.

13**. Az el6z6 feladat eredményének segitségével mutassuk meg, hogy ha G péros graf, akkor ¥'(G) = A(G).

14*. Egy (G,s,t,c) hdlézatban minden €l piros, fehér, vagy z6ld. Ha csak a piros és fehér, vagy csak a piros és zold,

vagy csak a fehér és zold éleket tekintjiik, akkor a kapott hdlézatokban a maximalis nagysdgu sz-folyam nagysédga 10.
Bizonyitsuk be, hogy a teljes hdlézatban a maximalis nagysagu st-folyam nagysaga legaldbb 15.



