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Tudnival6k

Konvencié: Tetsz. f: H — R fiiggvény és A C H esetén f(A) = Y{f(a):a c A}.

Definicié: Adott G = (V,E) grif és w: E — R silyfiiggvény esetén a P (teljes) parositds maximdlis sulyi, ha w(P) >
Ww(P') teljesiil a G tetszSleges P’ (teljes) parositdsdra. (Itt két kiilon koncepcidt néziink: P vagy barmilyen pérositds
lehet, vagy csak teljes parositdsokra szoritkozunk.)

Megfigyelés: A maximalis stlyd parositds w = 1 esetén maximalis méret(i parositast jelent.

Definicié: Adott G = (V,E) graf és w: E — R, silyfiiggvény esetén c: V — R siilyozott lefogds, ha tetszSleges
e=uv € E élre w(e) < c(u) +c(v) teljesiil. Az e él akkor pontos, ha egyenlGség teljesiil.

Allitas: Ha ¢ : V — R, stlyozott lefogds a w silyfiiggvényhez, akkor tetszSleges P parositisra w(M) = Y {w(uv) :
uv € P} <Y {c(u)+c(v):uve P} <&V) teljesiil. (Megjegyzés: ha P teljes pérositds, akkor a silyfiiggvény nemne-
gativitdsdra nincs sziikség, és az utolsé becslésben mindig egyenldség 4ll fenn.)

Kovetkezmény: (1) Ha w(P) = ¢(V) teljesiil valamely P teljes pdrositdsra és ¢ silyozott lefogdsra, akkor P maximalis
sulyu teljes pdrositds és ¢ minimaélis 6sszsulyd silyozott lefogas.

(2) Ha a P teljes pérositds pontos élekbdl all, akkor w(P) = ¢(V).

Megjegyzés: Ha G élsiilyozott (paros) grafban keresiink maximalis sdlyu parositast, akkor megtehetjiik a kdvetkezdt:
toroljiik ki G-bdl a negativ sulyu éleket (ha vannak; dgysem keriilnének bele egy max sulyd pérositdsba), egészitsiik
ki 1) csicsokkal és 0 silyt élekkel tgy, hogy teljes (paros) grafot kapjunk, melyben van teljes parositds. A kapott
G’ grafban a max sulyu teljes pdrositdsok lényegében ugyanazok, mint az eredeti G graf max sulyu pérositdsai, azaz
visszavezettiik az eredeti problémat nemnegativ élsulyu, teljes (paros) grafok max sulyu teljes parositasaira.
Egervary-algoritmus (magyar médszer) teljes paros grafban max sulyu teljes parositas keresésére.

Input: n X n tablazat (sorok ill. oszlopok a szinosztalyok, a mezdkbe irt szimok az élstlyok).

Output: sulyozott lefogés és teljes pérositds pontos élekbdl.

A sorokhoz 0 stlyt rendeliink, az oszlopokhoz pedig az adott oszlopban 4ll6 maximumot. A pontos éleken keresiink
maximélis méretl parositist alterndlé utakkal (ha fedetlen oszlopbdl fedetlen sorba ériink, az it mentén cserélve no-
veljiikk a pdrositast, ahdnyszor lehet). Ha ez teljes parositds, kész vagyunk. Ha nem, akkor megkeressiik a fedetlen
oszlopokbdl alterndl uton elérhetd sorokat és oszlopokat. Elbbieken noveljiik, utébbiakon csokkentjiik a stlyozott
lefogdst a legnagyobb olyan € értékkel, amivel még tovabbra is stlyozott lefogdst kapunk. Ezdltal a ¢(V') csokken, és
tobb oszlop lesz alterndlé tton elérhetd a fedetlen oszlopok halmazabdl. Innen ismételjiik a folyamatot, azaz vagy na-
gyobb méretl parositast taldlunk pontos élekbdl, vagy tovdbb csokkentjiik a silyozott lefogds dsszsulyét. E16bb-utébb
meglesz a pontos élekbdl 4ll6 teljes parositas.

Definicio: A hdlozat egy (G,s,t,c) négyes, ahol G = (V,E) egy irdnyitott graf, ¢ : E — R, kapacitasfiiggvény és
s,t € V a G kiillonboz6 csicsai, Un. termindljai (s a termeld, t a fogyaszto). A fenti hdlézaton f: E — R, egy (st-
)folyam, ha 0 < f(e) < c(e) minden e € E élre (ez a kapacitdsfeltétel), és ¥ cp f(uv) = Y, ucp f(vu) tetszdleges
v € V\ {s,t} csdcsra (ez a folyammegmaraddsi avagy Kirchhoff-szabdly, esetleg csomdponti torvény). Az f folyam
nagysdga (elavult sz6hasznalattal az f folyam értéke) az s-bdl kifoly6 nett6 folyammennyiség: my = Y g, f(su) —
ZuseE f(us).

Definicié: A fenti hdlézat egy (st-)vdgdsa olyan X C V halmaz, melyre s € X #t. Az X vagés kapacitdsa c(X) :=
Yuex vev\x ¢(uv), magyardn az X-b6l V' \ X-be futé (azaz X-bdl kilépd) €lek dsszkapacitdsa.

Allitas: tetszSleges f st-folyamra és tetszSleges X st-vdgdsra m r <c(X).

Gyakorlatok

1. A G teljes pdros graf két szinosztdlyai legyenek {a1,as,a3,a4} ill. {b1,b2,b3,b4}, az a;b; €l silya pedig az egyik
jobb oldali métrix i-edik sordnak j-edik eleme. 9 11 5 6 8 3 5 4 25 6 3
Taldljunk a magyar mddszerrel maximalis su- 5 6 2 4 71 6 2 0 2 5 1
Lyt teljes parositdst mindhdrom matrix esetén (és a) 5 8 55 b) 9 3 4 1 ©) 57 9 6
mutassuk meg réluk, hogy maximélisak). 4 8 1 3 4 275 12 41

Megoldds: Nézziik példaul az a) -t. Az Egervary-algoritmust alkalmazzuk: kiindulunk az oszlopmaximumokhoz, ill.
a sorokon 0 sidlyhoz tartozé silyozott lefogdsbél, és a pontos éleken keresiink maximadlis parositdst. A kiinduldsi su-
lyozott lefogdsban az oszlopmaximumok, azaz 9,11,5,6, és a sorokon 0 szerepel, a pontos éleket vastag betiik jelzik.
Az egymast kovetd dbrakon az algoritmust kovetve kapott stlyozott lefogasok, bekeretezve pedig egy pontos élekbol
all6 pérositas elemei lathatok. Ha van javité 1t, aldhtizdssokkal jeloljiik, és amentén noveljiik a parositdst. Ha nincs, a
nyilak a fedetlen (szabad) oszlopokbdl alterndlé titon elérhetd oszlopokat és sorokat jelolik (a fedetlen oszlop barmely



pontos élébdl indulhatunk, és azok a sorok/oszlopok szdmitanak elértnek, amelyben levs pontos élre rd tudtunk 1épni).
El6bbieken csokkentjiik, utébbiakon noveljiik a lefogds sulyat.

I | 2 I
9 11 5 6|0 <« 9 11 5 6|1 <« 9 11 5 62 9 11 5 6|2 <«
S 6 2 440 5 6 2 440 5 6 2 440 5 6 2 [Md|o
5 8 510 5 8 510 <« 5 8 51 5 8 51
4 8 1 3]0 4 8 1 3|0 4 8 1 3]0 4 8 1 3]0
9 11 5 6] 18 10 5 5] 79 4 4 7 9 4 4|

A kapott péarositds pontos €lekbdl 4ll, tehét a tanultak
9 11 5 63 9 11 5 63 alapjan maximalis silyd. Ha ez nem volna elég: a pa-
5 6 2 Mo 5 6 2 MdJo rositds Osszsulya 26, a stlyozott lefogdsunké szintén.
5 8 51 5 8 511 A tanultak szerint minden (teljes) pdrositds Osszsilya
4 8 1 3|0 4 1 370 legfeljebb annyi, mint egy tetszbleges stlyozott lefogas
6 8 4 4 H ’ 6 8 4 4 H Osszstlya, ezért nincs nagyobb Osszsulyu teljes parosi-

tds, sem kisebb 0Osszsulyu silyozott lefogés.

Nézziik meg a b) -t is, itt minden 1épést kiilon kiirva:
R

8 3 5 40 8 5 4410 8 5 4410 8 5 4|0
7 1 6 2|0 7 1 6 2|0 7 1 6 20 7 1 6 2|0
9 3 4 1|0 O 3 4 1|0 9 3 4 10 O 3 4 1|0
4 2 7 5|0 4 2 50 4 2 5110 <« 4 2 5] 1
9 3 7 5] 19 3 7 5] 19 3 7 5] 19 3 6 4]

Az utolsé 1épésben javité utat taldltunk (fedetlen osz-
8 5 40 8 5 410 lopbél fedetlen sorba jutottunk alternalva, harom mez6t
7 1 6 2|0 7 1 6 2|0 bejarva), e mentén cseréltiink, igy kaptuk a teljes pa-
O 3 4 10 9 3 4 10 rositast. Ez pontos €lekbdl 4ll, tehét a tanultak alapjan
4 2 51 4 2 17 1 maximalis sdlyd. A sdlya amigy 9+3+6+5 =23, és

’ 9 3 6 4 H ’ 9 3 6 4 H a sulyozott lefogasunk Osszsilyais 9+3+6+4+0+

0+ 0+ 1 = 23, ami szintén igazolja a parositds maxi-

malitdsét és a silyozott lefogds minimalitdsat.

2. A jobb oldali métrix a G paros graf élsilyozdsit mutatja: a szinosztalyoknak
a sorok, ill. az oszlopok felelnek meg, az (i, j) poziciéban 4ll6 elem az adott
él sulyat mutatja. (Ha nincs él, akkor X all a matrixban.) Keressiink G-ben

maximadlis sdlyud parositast (és igazoljuk is a maximalitasat).

3 3 X
5 3 5
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5 5 6

7
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9
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Megoldds: A tanult visszavezetést alkalmazzuk: egészitsiik ki a matrixok egy csupa O sorral, és az X-eket is cseréljiik
0-ra. Ekkor az 4j maétrixban kereshetiink maximadlis sdilyd pdrositdst pl. a magyar mddszerrel, és ennek az eredeti
matrixban értelmezhetd elemei maximalis silyd parositdst adnak.

3. A Gteljes pdros graf szinosztélyai legyenek A = {ay,as,a3,a4} ill. B= {b1,by,b3,b4}, az a;b; €l siilya pedig legyen
i — j?|. Adjunk meg G-ben egy maximdlis 6sszsilyt teljes pdrositdst (és igazoljuk is, hogy maximalis).

4. Tekintsiik az dbran lathat6 (G, s,t,c) hdlézatot, ahol a ¢
kapacitasfiiggvény értékeit az élekre irva latjuk.

a) Mennyi az X = {s,a,b,e, f} st-vigds kapacitdsa?

b) Vajon van-e kisebb kapacitdsu st-vigds a hilézatban?

(ZH09.)

Otlet: A folyamnagysdg = my < c(X) = vagdskapacitds egyenlStlenség alapjdn b) egy megfelels nagysdgi folyam

prezentdldsdval megvalaszolhaté negativan.



5*. Legyen G = (A,B,E) egy pdros graf, A={ay,...,a,}, B={b1,...,b;}. Készitsiink egy G’ hdlézatot: vegyiink fel
G-hez egy 1j s és egy 1j t csucsot, hiizzuk be az sa; €s a b;t (irdnyitott) éleket minden a; € A, illetve b; € B csticsokra, és
irdnyitsuk G éleit A-bol B felé. Minden él kapacitdsa legyen 1. Igazoljuk, hogy a G’ hélézatban a legkisebb kapacitdsd
st-vagas kapacitdsa megegyezik G-ben a legkisebb lefogé ponthalmaz méretével.

6. A jobbra ldthat6 tdblazat azt mutatja, hogy ha az A, B,C, ill. a D dolgozé végzi ’ H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
el az 1,2,3,4 munkét, akkor varhatéan mennyi azon cég haszna. Sajnos a 4-es All212111 -4
munka egy garancidlis javitds, csak veszteség van rajta, de muszdj elvégezni. Bl4l52]-1
Adjunk meg egy optimadlis hozz4rendelést (mely maximalizdlja a cég profitjat), cll1i2T11 =4
és igazoljuk is az optimalitast. DI 44133

Megoldds: A magyar médszert csak nemnegativ élsilyokra tanultuk, de itt vannak negativ élsilyok. Viszont ha az utol-
s6 oszlop minden elemét 4-gyel noveljiik, akkor minden teljes parositds 6sszstlya pontosan 4-gyel n6 (mivel pontosan
egy elemet tartalmaz az utolsé oszlopbdl), tehat a maximadlis silyu teljes parositdsok ugyanazok az eredeti probléma-
ra, mint a modositottra. Elég tehat a médositott problémara taldlni egy optimalis hozzarendelést (amit megtehetiink a
magyar médszerrel), az az eredetire is optimélis lesz. (Azt is megtehetjiik, hogy a matrix minden elemét megnéoveljiik
néggyel; persze ekkor is nemnegativ matrixot kapunk, €s itt minden teljes parositas sulya 16-tal nd, tehat ugyancsak
nem valtozik, hogy mely teljes parositdsok maximdlis stlydak.)

7. Béarmilyen kemény munka is a locsolkodds, a kijardsi korldtozas miatt mindenki csak egy helyen végezheti ezt.
Harom (fid)testvér (A, B és C) probal minél tobb piros tojast gydjteni a jeles ’ H A ‘ B ‘ C ‘
alkalommal. Ot lehetséges helyre mehetnek (1, 2, 3, 4 és 5) és az alabbbi tibla-

1 11
zatba gytjtotték, hogy mennyi tojasra szamitanak az egyes locsoldk, ha az adott 0 /
o . . . L . 2013|1110
helyen ontoznek. Hatdrozzuk meg, hogy legfeljebb hany tojést tudnak ilyen fel-
) R e . b ) . 31012 9
tételek mellett 6sszegytijteni. Adjunk ehhez egy locsoldsi tervet, és mutassuk is
. Py e iy . . 414120 |16
meg, hogy az igy megszerezhet6nél nem gyijthet6 tobb tojds a fenti feltételek ST 1
mellett. (Figyelem: hdrom fid csak harom helyen locsolhat!) (ZH’20) 0j]10] 8

8. A Bergengdc Szabad Egyetem Matematika Tanszékén harom professzor (1, 2 és 3) hirdetett meg kutatdsi témakat,
melyek irant négy didk érdeklddik (A, B, C és D). A mellékelt tablazat mutatja, hogy ha az adott didk a megfeleld
oktatéval miikodik egyiitt, akkor a varhat6 kutatdsi eredményeket milyen impakt faktord lapban tervezik publikélni.

Minden témavezetdnek legfeljebb két didkja lehet. Az egyetemi és nemzetkozi [ TA[B][C[D]
rangsoroldsi szempontokat figyelembe véve a tanszék érdeke az, hogy a meg- 1T 61381615
jelend publikacidk oOsszesitett impakt faktora minél magasabb legyen. Adjunk 21 6151 43
olyan hozzdrendelést, mely optimélis ebben a tekintetben. 31 71815 4

9. Az udvaron négyféle munkat kell elvégezni (1,2,3,4), melyre négy, kivalo referencidkkal rendelkezd, helyi

vallalkoz6tdl kértiink arajanlatot (A, B, C és D). A jobbra lathat6 tdbldzatban ’ H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
foglaltuk 6ssze az drajdnlatokat (szdzezer forintban értve). Természetesen szeret- A2 2613
nénk a koltségeket leszoritani (el6zetes mindségi aggalyok nem meriilnek fol). B9 T51903
Melyik munkara melyik véllalkozéval szerzédjiink le, ha a miel&bbi befejezés clsT>T713
érdekében a munkdkat parhuzamosan szeretnénk végeztetni? (Egy vallalkoz6-

L . D|73]9]|5
nak csak egy munkat adhatunk emiatt.)



