Kombinatorikus optimalizalas 2025. II. félév

4. gyakorlat. Fleiner Tamds feladatsora alapjin 6sszedllitotta: Héger Tamds (heger@cs.bme . hu)

Tudnival6k

Konvenci6: Tetsz. f: H — R fiiggvény és A C H esetén f(A) = Y.{f(a):a € A}.

Definicié: Adott G = (V,E) graf és w: E — R silyfiiggvény esetén a P (teljes) parositds maximdlis sulyii, ha w(P) >
w(P') teljesiil a G tetszSleges P’ (teljes) pdrositdsdra. (Itt két kiilon koncepciét néziink: P vagy barmilyen pdrosités
lehet, vagy csak teljes parositasokra szoritkozunk.)

Megfigyelés: A maximadlis sulyd parositds w = 1 esetén maximadlis méret(i parositast jelent.

Definicié: Adott G = (V,E) graf és w: E — R, sidlyfiiggvény esetén c: V — R siilyozott lefogds, ha tetszSleges
e=uv € E élre w(e) < c(u) +c(v) teljesiil. Az e €l akkor pontos, ha egyenlGség teljesiil.

Allitas: Ha ¢ : V — R, siilyozott lefogds a w silyfiiggvényhez, akkor tetszleges P pérositasra w(M) = Y. {w(uv) :
uv € P} <Y{c(u)+c(v):uv e P} <&V) teljesiil. (Megjegyzés: ha P teljes péarositas, akkor a sulyfiiggvény nemne-
gativitdsdra nincs sziikség, és az utols6 becslésben mindig egyenldség all fenn.)

Kovetkezmény: (1) Ha w(P) = &(V) teljesiil valamely P teljes pdrositdsra €s ¢ stlyozott lefogéasra, akkor P maximadlis
sulyu teljes péarositds és ¢ minimaélis 6sszstlyd silyozott lefogds.

(2) Ha a P teljes parositds pontos élekbdl all, akkor w(P) = &(V).

Megjegyzés: Ha G élstlyozott (paros) grafban kerestink maximalis stlyu pérositast, akkor megtehetjiik a kovetkezot:
toroljiik ki G-bdl a negativ stlyu éleket (ha vannak; igysem keriilnének bele egy max sulyd parositasba), egészitsiik
ki dj csdcsokkal és 0O silyd élekkel dgy, hogy teljes (paros) gréfot kapjunk, melyben van teljes parositds. A kapott
G’ grafban a max silyu teljes parositasok lényegében ugyanazok, mint az eredeti G graf max silyd parositasai, azaz
visszavezettiik az eredeti problémdt nemnegativ élsulyu, teljes (paros) grafok max sulyu teljes parositdsaira.
Egervary-algoritmus (magyar médszer) teljes paros grafban max sulyu teljes parositas keresésére.

Input: n X n tablazat (sorok ill. oszlopok a szinosztalyok, a mezokbe irt szamok az €lsilyok).

Output: sulyozott lefogés és teljes parositds pontos élekbdl.

A sorokhoz 0 stlyt rendeliink, az oszlopokhoz pedig az adott oszlopban 4ll6 maximumot. A pontos éleken keresiink
maximaélis méreti parositast alterndlé utakkal (ha fedetlen oszlopbdl fedetlen sorba ériink, az it mentén cserélve no-
veljiik a parositast, ahdnyszor lehet). Ha ez teljes parositas, kész vagyunk. Ha nem, akkor megkeressiik a fedetlen
oszlopokbdl alternélé dton elérhetd sorokat és oszlopokat. ElSbbieken noveljiik, utébbiakon csokkentjiik a silyozott
lefogast a legnagyobb olyan € értékkel, amivel még tovébbra is stlyozott lefogast kapunk. Ezéltal a ¢(V') csokken, és
tobb oszlop lesz alterndlé dton elérhetd a fedetlen oszlopok halmazdbdl. Innen ismételjiik a folyamatot, azaz vagy na-
gyobb méretii parositast taldlunk pontos élekbdl, vagy tovabb csokkentjiik a silyozott lefogas dsszsulyat. E16bb-utébb
meglesz a pontos €lekbdl all6 teljes parositas.

Definicié: A hdlozat egy (G,s,t,c) négyes, ahol G = (V,E) egy iranyitott graf, ¢ : E — R kapacitdsfiiggvény és
s,t €'V a G kiillonbodz6 csicsai, Un. termindljai (s a termeld, t a fogyasztd). A fenti hdlézaton f: E — R, egy (st-
)folyam, ha 0 < f(e) < c(e) minden e € E élre (ez a kapacitdsfeltétel), és Y ,.cp f(uv) = Yuck f(vu) tetszbleges
v € V\{s,t} csicsra (ez a folyammegmaraddsi avagy Kirchhoff-szabdly, esetleg csomdponti torvény). Az f folyam
nagysdga (elavult széhasznalattal az f folyam értéke) az s-bdl kifoly6 nettd folyammennyiség: my = Y q,cp f(su) —
ZusEE f(MS).

Definici6: A fenti hdlézat egy (st-)vdgdsa olyan X C V halmaz, melyre s € X #t. Az X vagés kapacitdsa c¢(X) :=
Yuex vev\x ¢(uv), magyardn az X-b6l V \ X-be futé (azaz X-bdl kilépd) €lek dsszkapacitdsa.

Allitas: tetszGleges f st-folyamra és tetsz6leges X st-vagasra my < c¢(X).

Gyakorlatok

1. A G teljes paros graf két szinosztdlyai legyenek {a1,a,a3,a4} ill. {b1,b2,b3,b4}, az a;b €l silya pedig az egyik
jobb oldali métrix i-edik sordnak j-edik eleme. 9 11 5 6 8 3 5 4 25 6 3
Taldljunk a magyar mddszerrel maximalis su- 5 6 2 4 71 6 2 0 2 51
Iyt teljes parositast mindhdrom matrix esetén (€s a) 5 8 55 b) 9 3 4 1 ©) 57 9 6
mutassuk meg réluk, hogy maximalisak). 4 8 13 4 275 12 4 1
2. A jobb oldali métrix a G péros graf élstilyozasat mutatja: a szinosztalyoknak 3 3 X 75

a sorok, ill. az oszlopok felelnek meg, az (i, j) poziciéban 4ll6 elem az adott 53 5 76
€l sdlyat mutatja. (Ha nincs €l, akkor X all a matrixban.) Keressiink G-ben ; )5( 2 g )9(

maximédlis stilyd parositast (és igazoljuk is a maximalitdsat).

3. A G teljes pdros graf szinosztélyai legyenek A = {ay,as,a3,a4} ill. B={b1,b»,b3,b4}, az a;b; €l siilya pedig legyen
i — j?|. Adjunk meg G-ben egy maximdlis 6sszstlyt teljes parositdst (s igazoljuk is, hogy maximalis). (ZH09.)



4. Tekintsiik az dbrén lathat6 (G, s,t,c) hdlézatot, ahol a ¢
kapacitasfiiggvény értékeit az élekre irva latjuk.

a) Mennyi az X = {s,a,b,e, f} st-vagds kapacitdsa?

b) Vajon van-e kisebb kapacitdsu sz-vagds a halézatban?

5*. Legyen G = (A,B,E) egy paros graf, A = {ay,...,a,},
B={by,...,b;}. Készitsiink egy G’ hdl6zatot: vegyiink fel
G-hez egy Uj s €s egy Uj t csticsot, hizzuk be az sa; és a bt
(irdnyitott) éleket minden a; € A, illetve b; € B cstcsokra,
és irdnyitsuk G éleit A-bol B felé. Minden él kapacitésa le-
gyen 1. Igazoljuk, hogy a G’ hélézatban a legkisebb kapa-
citisu st-vdgds kapacitdsa megegyezik G-ben a legkisebb
lefogd ponthalmaz méretével.

6. A jobbra ldthat6 tdblazat azt mutatja, hogy ha az A, B,C, ill. a D dolgozé végzi ’ H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
el az 1,2,3,4 munkét, akkor varhatéan mennyi azon cég haszna. Sajnos a 4-es All2T2T171 4
munka egy garancidlis javitds, csak veszteség van rajta, de muszdj elvégezni. Bl4l52]-1
Adjunk meg egy optimdlis hozzdrendelést (mely maximalizdlja a cég profitjat), cllii 21114
és igazoljuk is az optimalitast. DI 44133

7. Barmilyen kemény munka is a locsolkodas, a kijarasi korlatozas miatt mindenki csak egy helyen végezheti ezt.
Harom (fid)testvér (A, B és C) probal minél tobb piros tojast gydjteni a jeles ’ H A ‘ B ‘ C ‘
alkalommal. Ot lehetséges helyre mehetnek (1, 2, 3, 4 és 5) és az alabbbi tabla-

zatba gy(jtotték, hogy mennyi tojdsra szdmitanak az egyes locsoldk, ha az adott L R
e . . . L . 2113|1110
helyen 6ntoznek. Hatdrozzuk meg, hogy legfeljebb hany tojast tudnak ilyen fel-
) . P . ‘o ) . 310112 9
tételek mellett Osszegy(jteni. Adjunk ehhez egy locsoldsi tervet, és mutassuk is
. Py o . . ‘ 4114|120 |16
meg, hogy az igy megszerezhet6nél nem gyijthet6 tobb tojas a fenti feltételek 7 ;
mellett. (Figyelem: hdrom fid csak hdrom helyen locsolhat!) (ZH’20) 5 0j10] 8

8. A Bergengdc Szabad Egyetem Matematika Tanszékén harom professzor (1, 2 és 3) hirdetett meg kutatasi témakat,
melyek irant négy didk érdeklddik (A, B, C és D). A mellékelt tdbldzat mutatja, hogy ha az adott didk a megfelel6
oktatéval miikddik egyiitt, akkor a varhat6 kutatdsi eredményeket milyen impakt faktord lapban tervezik publikélni.

Minden témavezetdnek legfeljebb két didkja lehet. Az egyetemi és nemzetkozi [ TATB[C[D]
rangsoroldsi szempontokat figyelembe véve a tanszék érdeke az, hogy a meg- 1T 6181615
jelend publikicidk osszesitett impakt faktora minél magasabb legyen. Adjunk 21 6151 4] 3
olyan hozzarendelést, mely optimélis ebben a tekintetben. 31 7181 5] 4

9. Az udvaron négyféle munkat kell elvégezni (1,2,3,4), melyre négy, kivalé referencidkkal rendelkezd, helyi
véllalkoz6tdl kértiink arajanlatot (A, B, C és D). A jobbra lathaté tabldzatban ’ H 1 ‘ P ‘
foglaltuk Ossze az drajanlatokat (szdzezer forintban értve). Természetesen szeret-
nénk a koltségeket leszoritani (el6zetes mindségi aggalyok nem mertilnek fol).
Melyik munkdra melyik véllalkozéval szerzddjiink le, ha a miel6bbi befejezés
érdekében a munkdkat parhuzamosan szeretnénk végeztetni? (Egy véllalkozo-
nak csak egy munkat adhatunk emiatt.)
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