Kombinatorikus optimalizalas 2025. II. félév

3. gyakorlat. Fleiner Tamds feladatsora alapjan 6sszedllitotta: Héger Tamds (heger@cs.bme . hu)

Tudnival6k

Javito utas algoritmus paros grafokban. Tetsz. A és B szinosztilyokkal rendelkez$ péaros graf maximalis méretd
pérositasdat megkaphatjuk a javit6 utas algoritmus segitségével. Input: G = (A,B;E) ps graf és egy P C E parosités.
Output: egy maximadlis pérositds. Kiindulunk az P (akdr iires) parositdsbdl, és javité utat keresiink. Ezt megtehetjitk
pl tgy, hogy P éleit B-bdl A-ba, G tobbi é1ét pedig A-bdl B-be irdnyitjuk, majd valahogyan (pl BFS-sel) ellendrizziik,
hogy van-e irdnyitott (egyszersmind alternald) it egy A-beli fedetlen pontbdl egy B-beli fedetlenbe. 1) Ha van ilyen
ut, akkor az egy javito ut, segitségével mddositjuk (noveljiik) a P parositast, majd tjra keresiink javité utat. 2) Ha méar
nincs javito ut, akkor az aktudlis P parositds maximadlis, azaz a mérete v(G).

Def.: Ha G = (V,E) és X CV akkor N(X) :={v €V :3u € X,vu € E} az X ponthalmaz G-beli szomszédsdga.
Megfigyelés: Egy X C A csticshalmazbeli csticsok pérjai minden parositdsnal N (X )-ben vannak. Tehatha [N (X)| < |X],
akkor nincs olyan pérositds, ami X minden cstcsat fedi (és igy A csucsait sem tudja maradéktalanul fedni). S6t: ha
IN(X)| = |X|—d (ahol d > 0), akkor barmely parositas legaldbb d cstcsot nem fed le X-bél, emiatt v(G) < |A| —d.
Def.: egy G = (A, B;E) paros grafban egy X C A csticshalmaz deficite def(X) = |X| —|N(X)|, ha |[N(X)| < |X]|, kiilon-
ben meg legyen 0.

All (konstruktiv bizonyitékok P optimalitasara): Tfth a G = (A, B;E) paros grafban nincs javito it egy P parositdsra
nézve, |P| = |A| —d. Legyen X C A, ill. Y C B az A-beli fedetlen csticsokbdl alternélé tton elérhets A-beli, ill. B-beli
csicsok halmaza (X-be beleértjitk az A-beli fedetlen csticsokat is). Ekkor N(X) =Y, def(X) =d, és (A\X)UY egy
|P| méretti lefogé csicshalmaz G-ben. Az el6z6 észrevételek miatt |P| < v(G) < |A| —def(X) = |A| —d = |P|, ill.
|P| <Vv(G) <1(G) < |(A\X)UY| = |A|—|X|+|N(X)| = |A| —d = |P|, tehét kétféle konstruktiv bizonyitékunk is van
arra, hogy P legnagyobb parosités.

Kov. (Kdnig tétele): Ha G paros grif, akkor v(G) = 7(G).

Kov. (deficites Hall-tétel): Tetsz. G = (A, B;E) pdros grafban v(G) = |A| — d pontosan akkor igaz, ha a legnagyobb
deficitti X C A halmaz deficite éppen d.

Kov. (Hall tétele): Tetsz. G = (A, B;E) péros grafban pontosan akkor 1étezik A-t fedd parositdsa, ha barmely X C A
csticshalmazra |N(X)| > |X| teljesiil. (Ez az el6z6 specidlis esete d = 0-ra.)

Megjegyzés.

(1) Péros graf reprezentdlhaté nemnegativ egészekbdl allé6 matrixszal, ahol a sorok az egyik, az oszlopok a madsik
szinosztalynak felelnek meg, és a matrix elemei az adott sornak ill. oszlopnak megfelel csicsok kozott futd élek
szama (egyszer(i graf esetén O vagy 1). A graf pérositdsa olyan pozitiv értékeket tartalmazé mezdk kivélasztdsdnak
felel meg, amelyek bastyaelhelyezést alkotnak, azaz minden sorban €s minden oszlopban legfeljebb egy kivalasztott
mez46 van.

(2) Az alterndl6 utas algoritmussal tetsz6leges 0/1 métrixban tudunk maximalis szamu, bastyaelhelyezésben 4116 1-est
taldlni. Minden 1épésben vagy eggyel tobb egyest taldlunk, vagy megéllapitjuk, hogy elértiik a maximumot. Ehhez
fedetlen (azaz 1-est nem tartalmazd) oszlopbdl fedetlen sorba kell eljutni felvaltva vizszintesen és fiigg6legesen 1-
esrdl 1-esre 1épve tgy, hogy a kivalasztott és ki nem valasztott 1-esek felvaltva kovetkeznek. Ha ez sikeriil, akkor a
Iépcsdzetes Ut mentén cseréliink, és tobb bastyaelhelyezésben allo 1-est kapunk. Ha nem sikeriil, akkor megkapjuk az
oszlopok egy X halmazat, amire az X-beli 1-esek |X| — k sort toltenek ki, ahol k a fedetlen oszlopok szama. Ezért tetsz.
bastyaelhelyezés esetén legaldbb k oszlopban nem all 1-es. Mi épp ilyet taldltunk, vagyis megvan a maximum.
Konvenci6: Tetsz. f: H — R fiiggvény és A C H esetén f(A) = Y{f(a):a € A}.

Definicié: Adott G = (V,E) grif és w: E — R silyfiiggvény esetén a P (teljes) parositas maximdlis silyi, ha w(P) >
w(P') teljesiil a G tetszSleges P’ (teljes) parositasara. (Itt két kiilon koncepciét néziink: P vagy barmilyen pdrositds
lehet, vagy csak teljes parositdsokra szoritkozunk.)

Megfigyelés: A maximadlis sulyd parositis w = 1 esetén maximalis méretl parositast jelent.

Definicié: Adott G = (V,E) graf és w: E — R, silyfiiggvény esetén c: V — R siilyozott lefogds, ha tetszGleges
e=uv € E élre w(e) < c(u) +c(v) teljesiil. Az e él akkor pontos, ha egyenlGség teljesiil.

Gyakorlatok

1. Futtassuk az alterndlé utas algoritmust paros grafokon ill. 0/1-maétrixokon, utébbi
esetben a bastyaelrendezésben 4116 maximalis szamu 1-es keresésére. A taldlt megol-
désrol igazoljuk, hogy optimdlis. Hogyan lehet a paros grafunk egy e élérdl eldonteni,
kaphatnank-e a megtaldlt parositdsndl nagyobbat akkor, ha e dupldn szdmitana min-
den e-t tartalmazé pérositasban? Példa jobbraill. V = {a,b,c,d,e, f,1,2,3,4,5,6} és
E ={al,a2,a3,a4, b4,c4,c5,d2,d3,d4,d5,d6,ed,e5, f5}.
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2. Tekintsiik a jobbra lathat6 grafban a vastag élek 4ltal al-
kotott parositast. Keressiink az alterndlé utas médszerrel
egy legnagyobb pdrositast, majd alkalmas deficitli halmaz,
tovabbd megfelel6 méretii lefogd ponthalmaz megadasaval
is igazoljuk, hogy valéban nincs nagyobb pérositds. (Sza-
bad matrixreprezentacidban is dolgozni.)

3. Mutassuk meg, hogy ha G = (V,E) élsdlyozott graf a w: E — R sidlyfiiggvénnyel és c: V — RT egy sdlyozott
lefogas, akkor tetszSleges P pérositasra w(P) < ¢(V'), azaz a pérositds Osszsiilya nem lehet nagyobb a stilyozott lefogés
Osszsilyanal.

4. Legyenek a G teljes paros graf szinosztilyai A = {a;,az,a3,a4,as} és B = 33 4 6 7
{b1,b2,b3,b4,bs}, az a;b; él silya pedig legyen a jobb oldali matrix i-edik sora- 4 4 5 7 7
nak j-edik eleme. 4 6 7 7 8
a) Silyozott lefogéds-e a c(a;) =i, c(b;)) =i+ 1 (1 <i<5)? 577 9 10

7 7 8 10 10

b) Ha igen, igaz-e, hogy ez minimalis 6sszsulyu sulyozott lefogas?
5. A G péros gréf élei az {A,B,C,D} ill. {1,2,3,4} ponthalmazok kozott futnak. A mellékelt tdblazat az élek

sulyét adja meg. Van-e olyan minimélis silyu silyozott lefogds, amely az A, B,C ’ H 1 ‘ ) ‘ 3 ‘ 4 H
ill. D pontokhoz a jobb oldali oszlopban taldlhaté szdmokat rendeli? (Ha van

ilyen, akkor azt adjuk meg, és bizonyitsuk réla, hogy minimalis, ha nincs, akkor g ; i ; 12 ?
adjunk meg egy olyan silyozott lefogdst, amely kisebb 6sszstlyd, mint barmely

A . . ) , C|5]7|3| 7|3
olyan, ami a jobb oldali oszlopb6l megkaphat6.) (pZH ’20) D552l 312

6. Egy 600 km?-es szigeten 6 torzs és 6 teknGsfaj él. Az egyes torzsek vaddszteriilete és a tekndsok élshelye egyardnt
100-100 km?. A vadaszteriiletek nem fedik egymadst, és a teknésok él6helyei sem, de a teknsok él6helyei és a vaddsz-
terliletek kozott nincs 0sszefliggés. Mutasd meg, hogy a torzsek tudnak maguknak egy-egy egymastdl kiillénbozd, a
sajat vadaszteriiletiikon el6forduld tekndst valasztani totemallatnak!

7. Egy kiranduldson a résztvevd n hazaspar kozott akarunk szétosztani 2n kiilonbozé csokoladét igy, hogy mindenki
egyet kapjon. Tudjuk, hogy mindenki legaldbb n fajtat szeret a csokolddék koéziil, és hogy minden csokolddét minden
hazasparnak legalabb az egyik tagja szereti. Bizonyitsuk be, hogy a csokolddék kioszthatdk gy, hogy mindenki olyat
kapjon, amilyet szeret!

8. Legyen G(A,B;E) egy olyan pdros graf, amire |A| = |B|, tovabbd minden X C A, @ # X # A részhalmazra [N (X)| >
|X| 4 1. Mutassuk meg, hogy ekkor G tetszGleges e éléhez van olyan teljes (minden csucsot fed8) parositds, amiben e
szerepel.

9. A G = (A,B;E) paros, egyszerd grafban |A| = |B| = n, és |E| > 10n+ 1. Mutassuk meg, hogy G-ben taldlhat6 11
fliggetlen él.

10*. Egy t6 partjan nyolcan horgasznak. A téban 12 fajta hal él. Eddig minden fajtabol legalabb harom horgdsznak
sikeriilt kifognia halakat, és minden horgdsz legfeljebb hatféle halat fogott. Mutassuk meg, hogy el6fordulhat az, hogy
a kovetkezd pillanatban minden horgasz fog egy-egy halat, csupa kiilonbozét (tehdt nyolcan egyiitt nyolcfélét), melyet
6 még nem fogott.

11*. Egy laktanya tiz pontjara egy-egy kéttagui Grséget akar szervezni az 6rvezetd. Elotte minden katonatdl megkérdezi,
melyik 6rhelyekre menne szivesen. Keressiink jo (azaz pontos) feltételt arra, hogy mikor oszthatéak be tigy a katondk
az Grségre, hogy mindenki neki szimpatikus helyre menjen.



