Kombinatorikus optimalizalas 2025. II. félév

2. gyakorlat. Fleiner Tamds feladatsora alapjan 6sszedllitotta: Héger Tamds (heger@cs.bme . hu)

Tudnival6k

Def.: A G gréf pdros vagy kétosztdlyi graf, ha V (G) feloszthatd két részre, A-ra és B-re tigy, hogy A is és B is fiiggetlen
csicshalmaz, azaz nincs olyan él, melynek mindkét végpontja A-ban van, vagy mindkét végpontja B-ben van. Azaz: G
akkor péros graf, ha x(G) < 2. Megjegyzés: Ha a felosztast is szeretnénk rogziteni, akkor hasznalhatjuk a G = (A, B; E)
vagy a G = (AUB, E) jeloléseket is.

Tétel: G pontosan akkor paros graf, ha G-ben nincs pératlan kor. (Megjegyzés: ez indokolja a paros graf elnevezést,
ami a ,,paros koriiljardsd graf” rovidiilése.)

Def.: A G grif jo élszinezése az élek megszinezése oly mdédon, hogy az egy cstcsbdl induld élek szine kiilonbozzon.
A G gréf élkromatikus szdma x'(G) = k, ha G élei k szinnel kiszinezhetSk jol, de k — 1 szinnel nem.

AlL: Ha G véges graf, akkor A(G) < x'(G).
Vizing-tétel: Ha G egyszerti és véges, akkor ¥'(G) <
Shannon tétele: Tetsz. véges G grifra x'(G) < 3A(G
Kénig tétele: Ha G paros graf, akkor x'(G) = A(G).
Def.: Pdrositds vagy fiiggetlen élhalmaz: k6z6s végpont nélkiili élek halmaza. v(G) a G-beli fiiggetlen élek maximélis
szdma. A P pdrositds teljes, ha G minden csicsdnak van parja P-nél.

Megfigyelés: Egy j6 élszinezés szinosztilyai fiiggetlenek (parositisok). Egy parositds minden éle két-két csiicsot
haszndl, igy v(G) < 1|V(G)|.

Def.: A G graf egy U ponthalmaza lefogd tulajdonsdagud, ha G minden élére illeszkedik legaldbb egy U-beli csics. T(G)
a G graf lefogo6 ponthalmazai koziil a legkisebb mérete.

AlL: Minden G grifban v(G) < 7(G).

Def.: Ha P C E(G) egy pdrositds G-ben, egy ut alterndlé P-re nézve, ha élei felvéltva P-beliek és P-n kiviiliek.
Egy ut javito iit (P-re nézve), ha alterndld, és végpontjait nem fedi P. (Egy F élhalmaz akkor fed egy v cstcsot / X
cstucshalmazt, ha v-bdl / minden X -beli csticsbdl indul F-beli €l.)

Megfigyelés: ha van javité ut P-re nézve, akkor az Ut P-beli €leit kidobva P-bél, a P-n kiviilieket pedig bevéve P-be
egy Ujabb pdrositast kapunk, ami a kordbbindl eggyel tobb élt tartalmaz.

Tétel: Legyen P egy parositds G-ben. Ekkor |P| < v(G) pontosan akkor teljesiil, ha van G-ben javité it P-re nézve.

A(G) +1.
).

Gyakorlatok

1. Mennyi az n cstcsu kor (Cy,) élkromatikus szdma?

Megoldds: Péros n-re 2, pératlanra 3 (konnyfi).

2. Tegyiik fel, hogy a 99 csiicsu, egyszer(i G graf minden fokszdma 42. Igazoljuk, hogy x'(G) = 43.

Megoldds: Mivel A(G) =42, x'(G) > 42, és mivel G egyszert, Vizing tétele szerint ' (G) <A(G)+1=43. Ha x'(G)
épp 42 volna, akkor minden csticsb6l minden szinti é1b6l pontosan egy kellene induljon, node akkor pl a piros élek parba
allitandk a graf csdcsait (teljes pdrositdst alkotndnak), ami 99 csticsd grafon nem lehetséges. Ezért x'(G) # 42, tehat
43.

3. Legyen a G graf V csicshalmaza azon (x,y) racspontok (egész koordindtdji pontok) halmaza a sikon, melyekre
0<x<46és0<y<1is teljesiil, és pontosan akkor legyen €l G-ben valamely (x,y) és (x’,y) V-beli csicsok kozétt,
ha |x —x'| < 1. Mennyi x'(G)?

Tipp: 5

4. Orarendet kell késziteni az 4ltalanos iskolaban. Minden osztilynak legfeljebb 25, minden tandrnak pedig legfeljebb
22 6raja van egy héten. Igaz-e, hogy biztosan készithetd olyan 6rarend, hogy minden hétkdznap csak az elsé 5 6rdban
legyen tanitds? (Lukas 6rdja a tandroknak és az osztilyoknak is lehet.)

Megoldds: Osztaly-tandr paros grafot készitiink (ezek a csicsok), a megtartani sziikséges 6rak az élek (tobbszoros élek
lehetnek pl az éraszamnak megfelel6en, vagy multidiszciplindris taner$ esetén). Itt A < 25, ezért az élek 25 szinnel
szinezhetSk Kénig tétele miatt. Az egyes szinek lesznek az egyes idépontok. Igy a szinezés segitségével megadhaté a
kivant tulajdonsdgui érarend.

5. Legyen A = {ap,a»,as,ds,...,a16}, B={b_4,b_3,b_,...,bs}, E = {{a;,b;}: a; € A,b; € B, j* > i}. Mekkora
a legnagyobb pérositds mérete G = (A, B;E)-ben? Igazoljuk a taldlt parositds maximalitdsat ugy, hogy keresiink egy
ugyanakkora lefogé ponthalmazt.



Tipp: 7

6. a) A jobbra l4thaté tdblazatban 4ll6 X-ek koziil legfeljebb hdnyat lehet ki-

X X
valasztani igy, hogy a kivélasztott X-ek bastyaelhelyezést alkossanak? (Azaz X X
minden sorbdl és oszlopbdl legfoljebb egy X-et vdlaszthatunk.) b) Tobb kiilon-
bozd bastyaelhelyezést kell késziteniink gy, hogy minden X pontosan egy darab X < <
bastyaelhelyezésben szerepeljen. Taldlhat6-e 2, 3, illetve 4 megfeleld bastyael- X X
helyezés? ¢) Mi koze ennek paros grafokhoz, parositdsokhoz? <

Megoldds: A matrixbdl készithetiink paros grafot tigy, hogy az egyik szinosztaly csicsai az oszlopoknak, a masiké a
soroknak felelnek meg, é€s akkor hizzunk élt egy oszlopcstics €s egy sorcsics kozé, ha a metszetiikben van X. Ekkor egy
bastyaelhelyezés a matrixban éppen egy pdrositds lesz a paros grafban. (Ez persze forditva is miikodik, paros grafot
reprezentdlhatunk matrixszal ilymoédon.) Az X-ek fedése bastyaelhelyezésekkel j6 élszinezésnek felel meg (minden
bastyaelhelyezés egy-egy szinosztily).

a) A maximum meghatarozasit megkisérelhetjiik 6tletszertien, vagy a tanult alterndlé utas mddszerrel is. Nézziik meg
most az eldbbit: ranézésre keresiink minél tobb X-et béastyaelhelyezésben, példaul taldlunk 4-et az (5,2), (4,3), (3,4),
(2,5) mezSkon (a jelolés: (sor,oszlop)). A maximalitds igazoldsdhoz nem elég megtaldlni a maximélis szdmud X-et: be
is kell bizonyitani, hogy tobb nem taldlhat6. Ha taldlunk néhdny sort és oszlopot (6sszesen mondjuk k& darabot), me-
lyek lefedik az dsszes X-et a tdbldzatban, akkor vildgos, hogy nem lehet k-nél tobb béstyét kivédlasztani. (A métrixhoz
tartozo paros grafban ez egy k csicsbdl allé lefogé ponthalmaz.) Jelen esetben a 2., 4. és 5. oszlopok a 4. sorral lefedik
az 0sszes X-et, és négyen vannak; ez igazolja, hogy a bastyaelhelyezésiink valéban a lehetd legnagyobb.

b) Mivel van olyan oszlop, melyben hdrom X 4ll, és ezek mas-mas bastyaelhelyezésbe kell keriiljenek, ezért 2 bas-
tyaelhelyezés biztosan nem elegendd. Harom elég, példaul {(4,1),(5,2),(3,4),(2,5),}, {(2,2),(4,3),(1,4),(5,5)},
{(1,2),(6,4),(3,5),(4,6)}. Négy is konnyd, pl az egyik bastyaclhelyezést kettébontjuk. Megjegyzés: A péros gréifos
modellben K&nig élszinezési tétele alapjan tudjuk, hogy x'(G) = A(G); egy cstcs fokszdma a megfelels sorban / osz-
lopban talalhaté X-ek szdma, igy A(G) = 3. Ez azt jelenti, hogy 3 bastyaelhelyezéssel megoldhaté a feladat, kevesebbel
nem.

7. a) Egy G grafban mohén kerestiink egy tovdbb nem bdvithetd P pdrositdst, azaz addig vesziink be éleket P-be
otletszertien (csak arra figyelve, hogy fiiggetlenek legyenek), amig csak tudunk. Igazoljuk, hogy |P| > v(G)/2, azaz
a moho eljards nem is annyira rossz, legalibb az optimum felét biztosan eléri. b) Allithatunk-e hasonlét, ha mohén
keresiink fiiggetlen ponthalmazt?

Megoldds: A mohd eljards pontosan akkor akad el, ha az eddig bevett |P| darab él 2|P| darab végpontja lefogd
ponthalmazt alkot (ha nem igy volna, akkor egy nem lefogott élt hozzdvehetnénk a pérositishoz). Ekkor viszont
v(G) < 1(G) < 2|P|, ami dtosztva igazolja az allitast. Fiiggetlen ponthalmazzal akdrmilyen rosszul jarhatunk: vegyiink
azt az n csdcsu G gréafot, melyben egy cstcs az dsszes tobbivel szomszédos, és nincs mas éle. Ekkor a(G) =n— 1, de
ha az n — 1 fokd csucsot valasztjuk els6ként, akkor a moho eljards rogton elakad.

8. A Bergengdc Biztonsagi Szolgalat feltérképezte, hogy a Bergengécidval bardtsagtalan Operencia fontos 4llamtitka-
it ismerd prominens Operent dllampolgérok koziil kik dllnak egymadssal kapcsolatban. A BBSZ tigynokei be akarnak
szervezni néhdnyat a prominens éperentek koziil annak érdekében, hogy minden bizalmas beszélgetés tartalmardl je-
lentést kaphassanak. Persze a beszervezés nehéz, veszélyes és koltséges feladat, igy koriiltekintéen kell eljarni. Hogyan
lehetne megéllapitani, hogy legkevesebb hany beszervezést kell végrehajtani?

Megoldds: A BBSZ munkdja nyoman rendelkezésre all a prominens éperentek mint csicsok és a kapcsolatban allé
parok mint élek altal alkotott G beszervezési graf. A potencidlis beszélgetések a graf éleinek felelnek meg, a beszer-
vezendd személyek halmaza pedig lefogd csicshalmazt kell alkosson a beszervezési grafban. A kérdéses mennyiség
tehdt éppen 7(G).

9. Egy ismerkedési esten a szervez6 pdros beszélgetéseket szervez az egymdst még nem ismer$ résztvevok kozt.
Hosszas munkdval készitett egy beosztast, ahol néhany embernek ugyan nem jutott par, de szdmukra addig kotet-
len tedzdast ajanl fel. Ekkor megjelenik a segédje, és azt 4llitja, hogy lehetséges olyan beosztést is késziteni, ahol tobb
paros beszélget, és mutat is egy példat. A szervez$ viszont makacsul ragaszkodik ahhoz, hogy akit mar beosztott
beszélgetésre, azt nem kiildjék tedzni, abba viszont hajlandé belemenni, hogy néhidny beszélgetésre beosztott ember
beszélgetSpartnerét lecseréljék masvalakire. Mutassuk meg, hogy eme feltétel mellett is lehet tobb beszélgetds part
0sszehozni.

10. Tegyiik fel, hogy egy n x n méreti tablazat mezdin gy helyeztiink el kavicsokat, hogy egyetlen sorban és egyetlen
oszlopban sincs 42-nél tobb kavics. Bizonyitsuk be, hogy a mez6kon elhelyezett kavicsok beoszthatok legfeljebb 42



csoportba gy, hogy a kavicsok minden csoportban béstyaelhelyezést alkossanak.

11. a) Mik azok a véges, egyszerli G grafok, melyekre ¥ (G) =3és y(G—e) <3 Ve € E?
b) Milyen n-csiicsu, egyszerii G grafra teljesiil, hogy x(G) =3,és x(G—v) <3VYveV?

12. Tegyiik fol, hogy az egyszerd, véges G grafban minden csucs foka 13, és van olyan e él, melyet elhagyva né az
OsszefiiggGségi komponensek szdma. Mennyi x'(G)?

Tipp: 14

13*. Tegyiik fel, hogy G minden csticsa Ggy van kiszinezve a piros és zold szinek valamelyikére, hogy G-nek nincs
olyan pdratlan hosszisagu kore, amelynek csicsai egyszinliek. Igazoljuk, hogy G kromatikus szamara x(G) < 4
teljesiil.

14. Egy Nemzeti Bajnoksdgon minden szezon végén a szervezdbizottsag (a szervezési szabalyzatnak megfelel6en, a
véget ért szezon eredményeit is figyelembe véve) elkésziti a kovetkez8 szezon beosztisit. Eldszor meghatarozzak,
hogy mely csapatoknak kell egymadssal meccset jatszaniuk; igy kapjak a G grafot. Ezutdn a meccsek id6beosztasa
kovetkezik. Minden csapat hetente legfeljebb egy meccset jatszhat, minden meccset este 18 6rakor kezdenek a hét va-
lamely (barmely) napjan. Ha elkeriilhetetlen, tobb mérk6zés is lehet egy napon, de a bizottsag torekszik a parhuzamos
meccsek szamat minimalizalni. Hasznaljuk a G graf kiilonféle paramétereit az alabbi kérdések megvalaszolasara.

a) Hany hét alatt lehet lebonyolitani a szezont?

b) A Sportiijsig minden meccsre szeretne egy tuddsitét kikiildeni. Hany tuddsitéra lesz sziikség? Tudunk el6zetes
becslést adni a tuddsitok sziikséges szdmdra, ha a G graf mar ismert, de a meccsek konkrét idébeosztdsa még nem?
(Egy tudésité barhany, akar heti hét meccsre is kiildhetd.)

¢) A szezon végén az Ujsig szeretne a csapatkapitdnyokkal interjit késziteni, de sajnos nincs elegend6 forrds arra, hogy
minden interjut lek6zoljenek. A minimdlcél az, hogy minden meccsre reflektaljon legaldbb egy csapatkapitdny. Hany
interjuira van ehhez sziikség?

15*. a) Ki akarom szinezni egy graf csicsait a lehet legkevesebb szinnel. Az az 6tletem, hogy keresek egy maximalis
fliggetlen csucshalmazt, kiszinezem pirosra, a szintelen csicsok kozt megint keresek egy max fiiggetlen csicshalmazt,
kiszinezem kékre stb. Mutassuk meg, hogy ez nem annyira szuper 6tlet: elfordulhat, hogy egy G grafnal igy tobb mint
% (G) szint haszndlunk. SGt: van olyan G graf, amelyet igy mindenképpen tobb mint y(G) szinnel fogunk kiszinezni.
b) Mi a helyzet akkor, ha az éleket akarom hasonlé médon szinezni, mindig egy legnagyobb fiiggetlen élhalmazt
keresve?

16*. Bizonyitsuk be, hogy barhogyan is szediink szét egy 52-lapos franciakartya-csomagot! 13 db 4 lapos csomagra,
ki lehet valasztani mind a 13 csomagbdl egy-egy kartyat igy, hogy csupa kiilonboz6 értéki lapot valasszunk. (Egy lap
értéke 13-féle lehet, mégpedig 2-t8l dszig.)

Tipp: Ugyes grafmodell.

17*. Mennyi a K, teljes graf élkromatikus szdma? Mi koze ennek kormérkézések szervezéséhez?

Tipp: Fiigg n paritdsatol, paratlan n-re konnyebb. Koncentraljunk a szinosztdlyokra.

18*. Tegyiik fel, hogy (hurokmentes) G grafnak m éle van, és m = tk. Mutassuk meg, hogy G élei pontosan akkor
szinezhetSk ki jOl k szinnel dgy, hogy minden szinosztély ¢ élt tartalmaz, ha y'(G) < k.

19%. A 101 cstcsu teljes graf, Kio; élei gy vannak megszinezve néhany szinnel, hogy barhogyan valasztva ki harom
csucsot, a koztilk mend harom €l vagy egyszind, vagy csupa kiilonb6zé szinli. Mutassuk meg, hogy a szinezésben
hasznalt szinek szdma vagy 1, vagy legaldbb 12.

H{8,9,0,8) x{2,...,10,J,0,K,A}



