Kombinatorikus optimalizalas 2025. II. félév

1. gyakorlat. Fleiner Tamas feladatsora alapjan osszeallitotta: Héger Tamds (heger@cs.bme . hu)

Tudnivaldk Def.:A G hurokmentes egyszer(i graf csicsainak egy j6 k-szinezésén az 1,2, ...,k szamoknak (= szinek-
nek) a csticsokhoz val6 olyan hozzarendelését értjiik, melyben szomszédos csicsok kiillonbozd szint kapnak. (Formélisan,
egy olyan ¢: V(G) — {1,2,...,k} figgvény, amire uv € E = c(u) # c(v).) Egy (k-)szinezésben az azonos szint kap6
csucsok halmazat szinosztdlynak nevezziik. (Szinosztalyon beliil G-nek nem futhat éle.) A G graf kromatikus szdma
X(G) = k, ha G kiszinezhet§ k szinnel, de (k — 1)-gyel nem.

Megfigyelés:Ha G k-szinezhets, akkor G-ben nincs hurokél. A parhuzamos élek nem zavarnak. Gréafok csdcsainak
szinezésekor feltehetd, hogy a graf egyszerd.

Def.:A G gréf klikkje a G egy teljes részgrafja. A G legnagyobb klikkjének méretét @(G) jeloli. (Azaz w(G) =k, ha
G-ben van k cstics, melyek kozt az dsszes €l be van hizvam, de k+ 1 ilyen cstics mar nincs.)

Def.:A G graf csucsainak U részhalmaza fiiggetlen ponthalmaz, ha U nem feszit élt, azaz U-nak semelyik két csticsa sem
szomszédos egymadssal. A legnagyobb fiiggetlen ponthalmaz méretét o (G) jeloli.

Mohé szinezés: G csticsait egy rogzitett sorrendben kiszinezziik igy, hogy a soron kovetkezd v cstcs az elsd olyan szint
kapja, amely nem fordul el v mar megszinezett szomszédaindl.

Megfigyelés:Ha v foka d(v), akkor a moh¢ szinezésnél v szine az {1,2,...,d(v) + 1} halmazbdl keriil ki (hiszen v-nél
legfeljebb d(v) szin lehet tilos).

All:Ha G véges, egyszerii, akkor ©(G) < x(G) < A(G) + 1 (A(G) jelsli a G-ben eléfordulé legnagyobb fokszdmot).

Gyakorlatok

1. Mennyi az dbran lathat6 két graf kromatikus szdma?

Megoldds: Els6 graf: az 6ran tanultak miatt y(G) > @(G), azaz a kromatikus

szamra alsé becslés a maximalis klikkméret. A G graf ,kozéps6” négy csu-
csa egy 4-pontii klikket alkot, ezért 4 < 0(G) < x(G), tehat a legaldbb 4 szin
sziikséges G szinezéséhez. Négy szinnel ki lehet szinezni a grafot (ha igyek-

sziink, menni fog), azaz x (G) < 4. Ezt az el6z5 becsléssel Osszevetve x (G) =4
adodik a kromatikus szamra. g

Misodik graf: 1athatéan van Ky részgraf, igy @(G) > 4. Prébaljuk meg kiszinezni négy szinnel. Az éramutaté jardsanak
megfelel6en nézziik meg az 6t darab csticspart, melyeket a ,,belsé 6tszog” és a , kiils6 6tszog” megfeleld csicsai alkotnak
(minden ilyen par két éllel 6sszekotott csticsbol all). Az els6 par két csticsa legyen mondjuk piros és kék (mindegy, milyen
leosztasban). A kovetkezd par két csuicsa az el6z6 parral egy Ky-et alkot, tehat ezeknek kell két 1j szin, mondjuk zold €s
sarga. Ha csak ezt a négy szint akarjuk haszndlni, akkor a kovetkez6 par ugyanilyen érveléssel ismét p, k szin lesz, a
kovetkezd z, s stb, mds lehetdség nincs. Viszont igy sem lehet az dsszes cstcsot megszinezni, tehdt x (G) > 5. Ot szin
viszont elég, pl szinezziik korbe a belsd 6tszog cstiscait 1, ... 5 szinekkel, és a kiils6 6tszogét is, csak az utébbindl kettdvel
odabbi csticsbdl indulva.

2. Allapftsuk meg, hany szin kell a bal oldali dbran lathaté G graf a,b,c,d, e, f, g, h sorrendben torténd mohd szinezésé-
hez. Milyen szint kap ekkor a & cstics?

Megoldds: Az 6ran tanult moho szinez€s soran a soron kovetkezd cstics mindig az els6 olyan szint kapja, ami kiillonbozik
a mdr kordbban kiszinezett szomszédai szinétdl, igy a kapott szinezés:

csucs: ‘ a b
szin: ‘ 1 2
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3. a) Bizonyitsuk be, hogy tetszleges G graf csicsait alkalmas sorrendben mohén szinezve pontosan x (G) szint haszna-

lunk fel. b) Mutassunk példét olyan 2n cstcsd G grifra, melyre x(G) = 2, de a cstcsok peches sorrendje esetén a mohé
szinezés n szint haszndl.

Megoldds: a) Szinezziik ki G csucsait az 1,2,...,x(G) szinekkel, és a kapott szinek novekvd sorrendjében szinezziik
mohon G csucsait. Ezdltal tetsz. csics szine legfeljebb a kiindulasi szinezés szerinti szine lesz (gondoljuk meg!), tehat
nem haszndlunk (y(G) + 1)-dik szint.

b) Jeloljiik a cstcsokat ay,...,ay, bi,...,b,-nel, és hiizzunk a; és b; kozé élt, ha i # j (tehdt minden csics szom-
szédos a madsik kupac az Gsszes csucsaval, a ,,szemben” 1év6 csics kivételével), és a moho eljarast alkalmazzuk az
ai,by,ax, by, ... a,,b, sorrendben. Minden i = 1,2, ... ,n-re az a; és a b; szine éppen i lesz, tehit n szin fog kelleni.

4. Bergengécidban néhany radidcsatorna szeretne frekvencidkat kapni miisorainak sugarzdsdhoz. A Bergengéc Kommu-
nikédciés Hatésdg (BKH) feliigyeli a frekvencidk kiosztdsit. Hogy ne zavarjdk egymdst, két miisorszoré dllomés csak ak-
kor haszndlhatja ugyanazon frekvenciat, ha legaldabb 200 km-re vannak egymastdl. A BKH szeretné a lehet6 legkevesebb



frekvencidt hasznalni. Adjunk grafelméleti modellt a minimdlisan sziikséges frekvencidk szamanak meghatdrozasahoz.

Megoldds: Készitsiink grafot. A csicsok legyenek a sugdrozandé csatornak a megfeleld miisorszérd dlloméshoz rendelve
(tehat ha egyazon csatorna tobb allomdsrdl is kivanja szérni miisorét, akkor a csatorna minden kiszemelt dllomasnak
megfelel6en kap egy-egy csticsot a grafban), és akkor legyen él két csiics kozott, ha a megfeleld miisorszord dllomasok
tavolsiaga kevesebb, mint 200 km. A kapott graf j6 szinezése engedélyezhetd frekvenciakiosztiasnak felel meg (a szinek a
frekvencidk), tehat a kromatikus szdma éppen a minimalisan sziikséges frekvencidk szama.

5. A G gréf csucsait a sakktabla mezdi, éleit pedig a huszar (bastya, futd, kiraly) lehetséges 1épései alkotjadk. Mennyi a G
graf x(G) kromatikus szdma?

Megoldds: A huszar vilagos és sotét mezd kozott 1€p, ezért y < 2, de nyilvdn nem 1. A béstya grafjdban minden oszlop
és sor Kg-at alkot, tehdt x(G) > w(G) > 8. Az elsd oszlopot szinezziik fontrdl lefelé az 1,2,...,8 szinekkel, a masikat
ugyanigy, csak egy mezdvel lejjebbrdl indulva, és a 8-as szin a legfols6 mezdre keriil (tehdt eggyel lejjebb toljuk a
szinezést, ciklikusan), a kovetkez$ oszlopndl még eggyel eltolva szineziink igy stb, tehdt 8 szin elég is, igy x(G) =8. A
fut6 grafjanak két izomorf (,,egyforma’) komponense van, mindegyik a bastyagraf egy részgrafja. Tehat 8 szin elég (és az
atlok miatt kell is). A kirdly gréfjdban @ > 4 (egy 2 x 2-es kis négyzet), de 4 szin elég, soronként 2-t haszndlva, felvaltva.

6. Van-e olyan graf, amiben nincs K3 klikk, de G nem szinezhetd ki 2 szinnel? Hat olyan, melyben nincs Ky klikk, de
mégsem szinezhet ki 3 szinnel?

Megoldds: Persze, pl egy Cs, illetve egy Cs plusz egy mindenkivel szomszédos Uj cstics.

7. Legyen V(G) = {1,2,3,...,100}, és legyen ij € E(G), ha |i — j| <7. Mennyi az igy meghatdrozott G graf x(G)
kromatikus szdma?

Megoldds: G-ben van Kg (barmely 8 egymadst kovets szdm), széval ¥ > 8. De 8 szin elég is, ciklikusan (avagy mohon,
novekvs sorrend szerint).

8. A G graf két komponensbdl éll, ezek K és H. Legyen G’ az a gréf, amit G-bdl gy kapunk, hogy K minden pontjat
osszekotjik H minden pontjaval. Bizonyitsuk be, hogy a) x(G) = max{x(K),x(H)}; b) x(G') = x(H) + x(K).
Megoldds: Trividlis a definiciobdl, a masodikhoz meg a H-n és a K-n kiilonb6z6 szineket kell hasznalni.

9. Igazoljuk, hogy ha G egyszert graf, akkor |E(G)| > (X(ZG)).

Megoldds: Tegyiik fel, hogy a G graf x(G) szinnel van kiszinezve. Ekkor barmely két szinosztily kozott kell élnek
vezetnie, ugyanis ha két szinosztaly csucsai kozott nem vezetne €1, akkor e két szinosztaly csucsait k6zos szinnel szinezve
a kromatikus szdmanal eggyel kevesebb szinnel tudndnk G-t kiszinezni, ami lehetetlen. Ez azt jelenti, hogy a x(G)
szinosztaly koziil barmely kettSt kivalasztva latunk egy-egy élt G-ben, tehat G-nek legaldbb (7‘ (ZG)) éle kell legyen.

10. Maximum mennyi lehet egy legfeljebb 100-éll egyszerti graf kromatikus szdma?
11. Legfeljebb hény éle lehet annak az n csticst G grafnak, amire y(G) < 2? Es ha x(G) <3?

12. Tegyiik fel, hogy a G egyszerli grafba barhogyan is hizunk be egy e élt az egyszerliség megtartdsaval, ¥ (G) <
x(G + e) teljesiil a kapott graf kromatikus szdméra. Bizonyitsuk be, hogy a mohé szinezés G szinezéséhez minden
esetben y (G) szint haszndl.

13. Legyen G egy n ponti egyszerl graf, melynek maximalis klikkmérete @(G) = 2 és kromatikus szdma x(G) = k.
Képezziik a G’ gréifot tigy, hogy lerajzoljuk a G graf k diszjunkt példanyit, és felvesziink még n* tovabbi pontot pontot.
Minden ilyen pontnak G minden egyes példanyabdl 1 — 1 szomszédja lesz, mégpedig tigy, hogy ne legyen két ilyen
pontnak azonos a szomszédsaga. Mutassuk meg, hogy @(G’) = 2, valamint, hogy x(G') = x(G) + 1 = k+ 1 teljesiil.

14. Igazoljuk Mycielski tételét, miszerint tetszéleges k > 2 egészre 1étezik olyan Gy graf, melyre x(Gy) =k és w(Gy) = 2.

15*. Bizonyitsuk be, hogy ha G egyértelmiien szinezhetd 3-szinnel (azaz G barmely 3-szinezésébdl barmely masik 3-
szinezése megkaphaté a szinek cseréjével), akkor |E(G)| > 2|V(G)| — 3.



