Kombinatorikus optimalizalas (VISZMAOQ9)

1. ZH javitékulcs (2024.04.08.)

Az Gtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszdmok tdjékoztaté jelleggel lettek megédllapitva az értékelés egysé-
gesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetd gondolatme-
net megfeleld részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez ut6bbi kideriil, am a kérdéses 4llitds,
tétel, definicid nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszdm legaldbb részben jér.

Természetesen az ismertetettektdl eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszdmok, részmegolddsokért pedig az
utmutatobeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak. Szamoldasi hibaért alta-

ldban 1 pontot vonunk le.

1. Egy tiz f6s cég munkatarsai csapatépités céljabol szabadul6szobazni mennek. Az
ismeretségek elmélyitése érdekében azok a munkatarak, akiknek mar volt k6zos pro-
jektjiik, nem mehetnek ugyanabba a szobdba. A jobbra lathato graf csicsai reprezen-
taljak a cég dolgozait, és két cstics kozt akkor van él, ha a megfeleld személyeknek
mar volt kozos projektje. A négy szabaduldszobat tizemeltets vallalkozé valamilyen
sorrendben haladva, egymads utdn osztja be a résztvevdket: az éppen aktudlis delik-
venst bekiildi az elsé olyan szobaba, ahol még nincs olyan kolléga, akivel volt kzos
projektje. El6fordulhat-e az, hogy a véllalkozé. . .

a) ...csak az els6 harom szobdba kiildi a tiz résztvev6t? (3 pont)
b) ... mind a négy szobdba kiild valakit? (3 pont)

¢) ...bajba keriil, mert sziiksége volna egy 6todik szobdra a beosztdshoz? (6 pont)

(Javaslat: fogalmazzunk meg egy matematikai modellt, és abban vélaszoljuk meg a hdrom kérdést.)

Megoldds: A feladat valdjaban azt kérdezi, hogy a kapott graf csticsait valamilyen sorrendben mohén szinezve (a ta-
nult eljarés szerint) hdny szint fogunk hasznélni, ahol a szobdk a szineknek felelnek meg.

a)

Igen. A csicsokat ABC-sorrendben szinezve hdrom szint fogunk hasznélni, ahogy az aldbbi tdbl4zat is mutatja:

csics |la b ¢ d e f g h i |
sz |1 2 1 2 1 2 1 2 3 3 (3 pont)
b) Igen, példaul az aldbbi tdbldzatban l4tott sorrend szerint haladva 4 szint fogunk hasznalni:
csics | b ¢ d e f g h i a |
sz |1 2 1 2 1 2 1 2 3 4 (3 pont)
¢) Nem. A grifban az a,b,...,i csucsok egy kort alkotnak. A csicsok tetszbleges sorrendje esetén van néhany (esetleg
egy sem) cstcs a korrdl, aztan j, aztdn a maradék cstcsok a korr6l (esetleg egy sem). (0 pont)
Ha a v csticsot a j el6tt szinezziik ki, akkor a v szinezésekor v-nek legfeljebb két szines szomszédja lehet, tehat az 1,2,3
szinek valamelyikét biztosan megkaphatja. (2 pont)
Emiatt a j-nek a mar megszinezett szomszédai 6sszesen csak hadromféle szint hasznélhatnak, igy j-nek biztosan va-
laszthatunk szint az 1,2, 3,4 szinek koziil. (2 pont)
A hatralev§ csicsoknak pedig a fokszdma legfeljebb harom, tehat legfeljebb harom szin lehet tiltva ndluk a szinezé-
stikkor, igy szintén biztosan szinezheték az 1,2,3,4 szinekbdl. (2 pont)
Ot szinre teh4t sosem lesz sziikség. (0 pont)

Megjegyzés: a kérdések a moho szinezésre vald dtfogalmazas nélkiil is megoldhatdk, helyes vélasz és indoklds esetén
természetesen ekkor is jar a megfeleld pontszam. Aki helyesen atfogalmazza a feladatot mohé szinezésre, az erre 2
pontot kaphat a részfeladatok megolddsa nélkiil is (de természetesen dsszesen maximum 12 pontot).

2. Az édbran egy hdldzat 1athatd; az élekre irt a/b alakd kifejezésben
az els6 szam (a) egy st-folyam értéke az adott élen, a masodik szdm
(b) pedig az él kapacitdsa.

a) Dontsiik el, hogy a megadott folyam maximalis st-folyam-e. Ha
igen, mutassunk erre bizonyitékot; ha nem, akkor médositsuk a folya-
mot gy, hogy maximalis st-folyamot kapjunk (és persze a médositott
folyam maximalitasat se feledjiik el igazolni). (7 pont)
b) Egyetlen él iranyitisdnak megforditdsdra van lehetdségiink. Ugy

szeretnénk ezt megtenni, hogy a kapott hdl6zatban a maximalis sz-folyam nagysidga a lehet6 legnagyobb legyen.
Mennyivel lehetséges ilymdédon megndvelni a maximdlis folyamnagysdgot? (Ha azt éllitjuk, hogy a vélasz p, ak-



kor mutassunk élt, melynek megforditdsdval valéban p-vel nd a maximadlis folyamnagysdg, és indokoljuk meg, hogy
semelyik él megforditdsaval sem n6 p-nél tobbel.) (7 pont)

Megoldds: a) Az 6ran tanult modszert kovetve elkészitjiik a folyamhoz tartozé segédgrafot: ha egy élen lehet novelni
a folyamot, akkor bevessziik az eredeti irdnyitdssal, ha csokkenteni lehet, akkor a forditottal (esetleg mindkettdvel),
lasd bal oldali abran. (2 pont)
A segédgrafban s,d,a,b,t irdnyitott 1t s-bdl z-be, tehat az eredeti grafban a folyam e mentén a javité it mentén € = 2-
vel javithaté (eléreélen (piros) noveliink, visszaélen (kék) csokkentiink), tehat kapunk egy 13 nagysagu st-folyamot
(Id. jobbra). Ez igazolja, hogy az eredeti nem volt maximalis. (2 pont)

A kapott folyam maximadlis lesz: a hozza tartozé (mddositott) segédgrafban (ld. balra) nincs irdnyitott st-it. Az s
csticsbdl a segédgrafban elérhetd csticsok halmaza X = {s,d, g, f,h} (pirosak), az X halmazbdl az eredeti grafban
kilépd élek (pirosak, 1d. jobbra): sa,dc, fe,ht, az indukdlt vagds kapacitdsa tehat ezen élek kapacitdsainak Gsszege,
44+4+243=13. (2 pont)

Mivel minden st-folyam nagysdga legfeljebb akkora, mint egy tetsz6leges st-vagas kapacitdsa, a taldlt folyamunk
valéban maximalis. (1 pont)
Természetesen ha valaki a segédgraf nélkiil taldlja meg a megfeleld folyamot és vagast, az is maximalis pontszamot
érhet.

b) A tanult tétel alapjan egy maximalis st-folyam nagysiga és egy minimadis sz-vagds kapacitdsa megegyezik. Emiatt

elég azt vizsgdlni, hogy egy él megforditdsanak hatdsdra hogyan valtozik egy-egy st-vigas kapacitésa. (1 pont)
Legyen s € X, t ¢ X. Ha az e = uv él mindkét végpontja X -ben van, vagy mindkét végpontja X-en kiviil van, akkor az
e megforditdsa nem valtoztatja meg az X altal indukalt vagas kapacitdsat. (1 pont)
Ha e kilép X-b6l, akkor e megforditdsaval X kapacitdsa c(e)-vel csokken, hiszen e mar nem fog kilépni X-bdl. Ha e
belép X-be, megforditdsdval X-bdl kilépd él lesz beldle, tehét c(e)-vel fog ndéni X kapacitésa. (1 pont)

Tetszbleges X vdgasra egyetlen sv vagy vt él sem léphet X-be, megforditdsuk tehat nem novelheti X kapacitdsit. Az
Osszes tobbi €l kapacitdsa legfeljebb 5, igy megforditasukkal legfoljebb 5-tel néhet az X kapacitdsa. Emiatt az 1j

héalézatban legfeljebb 5-tel lehet nagyobb egy st-folyam, mint az eredetiben. (2 pont)
A cf él megforditdsa utdn pedig valéban lehet novelni 5-tel az el6z6 folyamunkat: az s,d, f,c, e, t Gt mentén harommal,
az s, g, f,c,b,t it mentén kettGvel. fgy a legnagyobb elérhetd ndvekedés valéban 5. (2 pont)

3. Az oldalt lathaté matrix az {A;,A,,A3,A4} és {B1,B,B3,B4} csticsosztilyokkal
rendelkezd, €lsilyozott, teljes paros graf €lsulyait tartalmazza: az A;B; €l siilya az A; ’

A

index( sor €s a B; indexl oszlop metszetében 4ll6 szam. Ay 8| 8| 5| 6
a) Van-e olyan maximalis silyd pdrositds a grafban, melyben az A1B; €s az A4B; él Ay || 4] 7] 3| 4
is szerepel? (3 pont) Az 51 6| 3| 5
b) Adjuk meg a graf egy maximadlis silyd parositdsit és egy minimalis 0sszsulyd Ay 71 8| 61 7
sulyozott lefogésat. (9 pont)

Megoldds: a) Nem: ha egy parositiasban szerepelnek az A|B; €s az A4B; élek, azok Osszsilya 15, viszont a pérosi-
tdsban lecserélve ket a 16 6sszsulyd A B és az A4B, élekre (a parositds tobbi élét véaltozatlanul hagyva), a parositds
Osszilya eggyel nd, tehat nem volt maximalis. (3 pont)
b) Alkalmazzuk az 6rdn tanult magyar médszert. Kiindulunk az oszlopmaximumokhoz, ill. a sorokon O silyhoz tar-



toz6 stlyozott lefogdsbol, és a pontos éleken kereslink maximadlis parositdst. A kiinduldsi silyozott lefogdsban az
oszlopmaximok, azaz 8,8, 6,7, és a sorokon 0 szerepel, a pontos éleket vastag betiik jelzik, bekeretezve pedig egy pon-
tos élekbdl 4ll6 pérositds elemei lathatdk. Ha lehet, noveljiik a parositdst javito tdton (a fedetlen oszlopokbdl indulva
alterndl6 utakat keresiink), ha nem, csokkentjiik a lefogds Osszsulyat a tanult médon. Az algoritmus helyes futtatdsa
7 pontot ér. Barhogyan mashogyan taldlt max sudlyu teljes pérositds és minimélis sdlyd lefogds szintén 7 pont, de ha
csak az egyik jo, akkor 3 pont. Az algoritmus 1épései alabb lathatok. Ha nem taldlhaté javité tt, az alterndl6 dton elért

oszlopokat és sorokat nyilak jelzik; az el6bbieken csokkentjiik, utébbiakon néveljiik a lefogés silyait. (7 pont)
AR AR
Bi | By | By | By By | B, | By | By By | By | By | By
A 8| 8/ 5| 60 A 8| 5] 6|0 A 8| 5] 6|0 <«
Ay || 4 7] 3| 410 Ay || 4 7] 3| 4]0 A 41 71 3] 4]0
Aj 5/ 6| 3] 510 Az 501 61 3] 510 Aj 51 6| 3| 5|0
Ay 71 81 6| 70 Ay 7 6| 710 Ay 7 6| 7|0 <«
8l 8l 6] 7] sl 8l 6] 7] sl 8l 6] 7]
14
By | By | By | By By | By | By | By By | B, | By | By
Ay 8| 5] 6|1 Aq 8| 5] 6|1 A 8| 5] 6|1
Ay 41 71 3] 4]0 Ay | 4 31 410 Ay 4 31 4110
A 51 6] 31 510 Aj 51 6] 31 510 A 51 61 3| 5]0
Ay 7 6| 7|1 Ay 71 8|16 7|1 Ay 71 86| 7|1 <«
77l st el 77l s e 77l s e
By | By | By | By
Al 8| 5] 6|1
Ay || 4 31 410
Aj 51 6] 3 0
Ay 71 8|16 7] 2
7] 7] 4] 5]

A kapott parositds (A1 B1,A2By,A3B4,A4B3) 0sszsilya 8 +7+ 6+ 5 = 26, a kapott lefogds 6sszstlya 7+7+44+5+1+
0+ 0+2 =26. A tanultak szerint barmely teljes parositds Osszstilya legfeljebb annyi, mint barmely stilyozott lefogés
Osszsilya, tehdt a kapott teljes parositas valoban maximadlis stilyd, a kapott lefogds minimalis 6sszsulyd. (2 pont)

4. Oldjuk meg az alabbi LP feladatot: max 5x -+ 6y, ha

x,y>0
x+4y <50
4x+5y <90
3x+2y <57
(12 pont)
Megoldds: A nemnegativitdsi feltételek utdni harom feltételre F'1, F2, F3-ként hivatkozunk; egyuttal ezek fogjik je-
161ni a feltételekbol adodo félsikok hatarold egyeneseit (a feltételt egyenléséggel teljesité pontok halmazat) is.

Meghatérozzuk a poliédert (a feltételeket kielégits (x,y) pontok halmazdt a sikon), a csticsok a feltételek hatdregyene-
seinek metszéspontjaibdl keriilnek ki. Az x = 0 tengellyel a metszéspontok: F1:(0,12.5), F2:(0,18), F3:(0,28.5),

ezek koziil csak az elsé van a poliéderben (a tobbi nyilvan nem teljesiti F'1-et). (1 pont)
Az y =0 tengellyel a metszéspontok: F1:(50,0), F2:(22.5,0), F3:(19,0), ezek koziil csak az utolsé van a poliéder-
ben (a tobbi nyilvan nem teljesiti F'3-at). (1 pont)

A hérom linedris feltétel metszéspontjai: F1NF2 = (10,10), ez teljesiti F3-at (50 < 57), tehét a poiéder pontja,
igy cstcs lesz; F2NF3 = (15,6), ez teljesiti F1-et is (39 < 50), tehat a poliéder pontja, igy csics lesz; F1NF3 =

(12.8,9.3), de ez nem teljesiti F2-t (4-12.8+5-9.3 =97.7 > 90, igy nincs a poliéderben. (3 pont)
Tehdt a poliéderiink csicsai (0,0), (0,12.5), (10,10), (15,6), (19,0). (1 pont)
A tanultak szerint a célfiiggvény folveszi a maximumét a poliéder valamely csicsdban, (3 pont)

a célfv értékei a csticsokban rendre 0, 75, 110, 111, 95, tehat a maximum x = 15, y = 6 esetén realizdlodik, (2 pont)
értéke 111. (1 pont)



Kombinatorikus optimalizalas (VISZMAOQ9)

1. PZH javitdkulcs (2024.04.24. 18-20, E1C)

Az utmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tdjékoztaté jelleggel lettek megéallapitva az értékelés egysé-
gesitése céljabdl. Egy pontszdm el6tt szerepld 4llitds kimond4sa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszdm megszerzését. Az adott részpontszdm megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetd gondolatme-
net megfeleld részének végiggondolasa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez ut6bbi kideriil, 4am a kérdéses allitas,
tétel, definicid nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legaldbb részben jar.

Természetesen az ismertetettektdl eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszdmok, részmegoldasokért pedig az
utmutatobeli pontozds intelligens kozelitésével meghatirozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szamoldsi hib4ért alta-
ldban 1 pontot vonunk le.

1. Keressiink maximadlis st folyamot és minimélis st vé-
gdst az 4dbran lathat6 halézatban (és ne felejtsiik el megin-
dokolni, hogy az adott folyam / vdgds miért maximalis /
minimalis). (11 pont)

Megoldds: A hélézatban van 32 nagysdgu folyam, példaul az sbact Gt mentén 7-tel, az sbdt Gt mentén 8-cal, az seft
ut mentén 5-tel, az segdt it mentén 7-tel, majd az se fgdt it mentén 5-tel novelve a folyamot. (5 pont)
(Maximalis folyam megtaldldsa (barmilyen mddszerrel) 4 pontot ér, nagysdganak megdllapitdsa 1 pontot. Aki se-
gédgrafot haszndl, az a folyam megtalalasara jar6 4 pontbol legfeljebb 3 pontot kaphat a helyes 1épések ardanyaban
akkor is, ha nem sikeriilt 32 nagysdgu folyamot taldlnia. Aki rdnézésre talal folyamot, de nem maximadlisat, az legfel-
jebb 1 pontot kaphat az 5-bdl.)

A hdl6zatban van 32 kapacitdsd vagds, példaul az X = {s,b,a,e, f} (dltal indukdlt) vdgas. (3 pont)
X kapacitdsa az X-bdl kiléps élek kapacitasainak 9sszege. Az X-bSl kiléps élek halmaza {bd,ac,eg, fg, ft}, ez alapjan
X kapacitdsa8+7+7+5+5 =32. (2 pont)

(Aki segédgrafbol helyes ismeretek alapjan probal minimadlis vagas taldlni, de kivitelezési hiba miatt nem sikeriil, az
els6 3-bdl legfoljebb 2 pontot kaphat, a vagas kapacitidsanak helyes kiszamitdsara megkaphatja a maradék 2 pontot.
Réanézésre taldlt, de nem minimalis vagas esetén csak a vagds kapacitdsdnak ismeretére és kiszdmitdsara jar6 2 pont
itélhetd meg.)

Azt tanultuk, hogy barmely folyam nagysédga legfeljebb akkora, mint barmely vagas kapacitisa, tehdt a 32 kapacitdsa
vagasunk miatt a talalt folyamunk valéban maximalis, és a 32 nagysagi folyamunk miatt a talalt vagadsunk val6ban
minimalis. (1 pont)
Kegészités: aki ranézésre keres folyamot is, vagast is, de valamelyik nem optimalis, és nem tudja befejezni a feladatot,
az a 11-bdl legfeljebb 4 pontnyi részpontszdmot kaphat.

2. A piréz A és a pritek B cégcsoport egyardnt négy-négy vdllalattal rendelkezik ’ H B, ‘ B, ‘ B; ‘ B. ‘
(Ay,...,A4 és By,...,By). A piréz-pritek kétoldald timogatasok minél sikeresebb ki- A 31 41 4] 2
aknazésa érdekében minden A;B; vallalatpar beadna egy-egy palyadzatot (1 <i, j <4), 1 3T 70 4 7
melyekhez a sziikséges egyiittes onerd mértékét a mellékelt tdblazat tartalmazza (mil- Az ST 4 51 7
li6 petdkban értve). A pélydzatok beaddsdnak feltétele, hogy a két paly4zé vallalat 3

egylittesen rendelkezzen a sziikséges onerével (ez palydzatonként kiilon-kiilon telje- As 6] 5] 1] 3

sitend®; azt nem vizsgdlja senki, hogy ha egy véllalat esetleg tobb nyertes palydzatban is szerepelne, akkor az 6sszeshez
el6 tudna-e teremteni a megfeleld Onerdt a partnereivel). Emaitt a cégcsoportok vezetdi az egyes vallalatok szamara
rendelkezésre bocsatandd pénzosszegek szétosztdsardl targyalnak.

a) Mennyi az a minimaélis 6sszeg, melyet megfelelen szétosztva a nyolc vallalat k6zott biztosithatd, hogy minden pa-
lydzat benyujthat6 legyen? Modellezziik a feladatot alkalmas matematikai fogalmak haszndlatdval, majd valaszoljuk
meg a kérdést (de ettdl fiiggetleniil is érdemes lehet az Egervary-algorimtust lefuttatni a tiblazaton). (11 pont)
b) Szét lehet osztani ezt az Gsszeget Ugy is, hogy az A cégcsoport vallalatai dsszesitve ugyanannyi pénzt kapjanak, mint



a B cégcsoport vallalatai? (2 pont)

Megoldds: a) Ha c(x) jeloli az x vallalat szimdra rendelkezésre bocsatott pénzosszeget és w(A;B;) az A; és a B; vil-
lalatok kozos palyazatihoz sziikséges onerdt, akkor a feltétel az, hogy c(A;) +c(B;) > w(A;B;) minden 1 <i,j <4
esetén, azaz a c fliggvény egy sulyozott lefogas legyen abban az élstilyozott teljes paros grafban, melynek csicsoszta-
lyai {Aq,...,As} és {B)...,B4}, és aw fliggvény frja le az élsilyokat. Tehdt ebben a grafban kell minimadlis dsszsdlyd
sulyozott lefogést keresniink. (2 pont)
Egervary tétele szerint ez a mennyiség éppen a graf egy maximadlis sdlyu teljes parositdsdnak sszsilydval egyenld,
tehdt a magyar mddszer kivdléan alkalmazhaté a kérdéses mennyiség megtaldlasara.

Kiindulunk az oszlopmaximumokhoz, ill. a sorokon O stlyhoz tartozé stilyozott lefogdsbdl, és a pontos éleken keresiink
maximadlis parositast. A kiindulasi silyozott lefogdsban az oszlopmaximok, azaz 8,8,6,7, és a sorokon 0 szerepel, a
pontos éleket vastag betiik jelzik, bekeretezve pedig egy pontos élekbdl 4ll6 parositds elemei lathatok. (1 pont)
Ha lehet, noveljiik a parositast javitd tton (a fedetlen oszlopokbdl indulva alterndlé utat keresiink valamely fedetlen
sorba; ha taldlunk ilyet, annak mentén cseréljiik a parositasban szerepld / nem szerepld éleket), (2 pont)
ha nem, csokkentjiik a lefogds 6sszstlyat (a fedetlen oszlopokbdl javité titon elérhetd oszlopok, ill. sorok sulyait csok-
kentve, ill. nGvelve). (2 pont)
Az algoritmus 1épései aldbb lathatok, a helyes kivitelezésiikért a szdmoldsra Osszesen 2 pont jir. Ha nem taldlhat6
javitd ut, az alternald tton elért oszlopokat €s sorokat nyilak jelzik, a javit6 utat piros szin.

T

By | By | B3| By By | By | B3 | By B, | B, | B3 | Bs
A 31 41 4] 210 Aj 31 41 4] 210 Ay 31 41 4] 210
Ar 30 7| 4| 710 A 3 41 7|0 As 3 41 71|10 <+
Az 8| 4| 5| 7|0 Az 41 5] 710 Az 41 5| 7|0 <+
Ay 6| 5 11 3]0 Ay 6| 5 1 310 Ay 6| 5 1 310
TSl TSI [ Uslarsial [ [s 7571

P4 |

By | By | B3| By By | By | B3 | By B, | B> | B3 | Bs
A 31 4| 4| 210 Ay 30 4 4| 210 Aq 30 4 4] 210
Ar 3 41 7|1 A 3 41 7|1 Ar 3 41 7|1 +
Az 41 5| 7|1 Az 41 5| 7|1 Az 41 5| 7|1 <«
Ag 6| 5 11 3]0 Ay 6| 5 1 310 Ay 6| 5 1 310
T s sl [ T7le alel [ [716l 46l

By | By | B3| Bg By | By | B3 | Bs
A 30 4| 4| 2|0 Ay 30 4| 4| 210
Ar 3 41 7] 2 Ay 3 7| 4 2 (2 pont)
Az 41 51 7|2 Az 41 5| 7|2
As 6| 5| 1| 3]0 Ay 6 1 310
el s s [ 65 4]3]

A kapott parositds (A1 B3,A2B4,A3B1,A4B;) 0sszsilya 8§ +5+4+7 = 24, a kapott lefogds 6sszstlya6+5+4+4+5+0+
24240 =24. A tanultak szerint barmely teljes pdrositds Osszsulya legfeljebb annyi, mint barmely stlyozott lefogas
osszsilya, tehdt a kapott teljes parositds valéban maximalis silyd, a kapott lefogds minimélis 6sszsilyd. (Ervelhetiink
ugy is, hogy az éran tanultuk, hogy az Egervary-algorimtus akkor 4ll meg, ha talaltunk teljes parositast pontos élekbdl,
és ekkor a teljes parositds max stlyd, az aktudlis silyozott lefogds pedig minimalis.) (2 pont)
(Az algoritmus helyes futtatisa tehdt 6sszesen 7 pontot ér; az els6 5 pont ebbdl akkor jar, ha a dolgozatbdl vildgosan
kideriil, hogy a dolgozat {rdja az algoritmus 1épéseit tudja és érti (akkor is megadhat6 lehet, ha a 1épések nincsenek
szovegesen megfogalmazva, de a megtett 1épések meggy6z6en demonstraljak a sziikséges ismeretek meglétét; ellenben
az elmélet felidézése konkrét 1épések megtétele nélkiil nem ér pontot), a maradék 2 pont a 1épések helyes kivitelezésére
adhato (tehat pusztan szamolasi hibdk miatt maximum kettd pont veszithetd). Az utols6 2 pont a konklizié helyes le-
vondsdra és indokldsdra jar. Badrhogyan mashogyan taldlt max sulyu teljes parositds és minimélis stlyd lefogds a helyes
konkldzioval szintén 9 pontot érhet, de a teljes pontszdmhoz preciz indoklas kell, amihez a sziikséges fogalmak (pl.
sulyozott lefogés) és tételek (Egervary-tétel) ismerete vildgosan ki kell deriiljon a dolgozatbdl.)

b) Igen, szét lehet osztani igazsdgosan, azaz 12 + 12 felosztasban a palydzasokhoz sziikséges indulé 24 millié petdkos



tékét: az el6zd részfeladatban taldlt minimaélis silyozdsban minden oszlop sulyét kettével csokkentve, és minden sor
sulyat kettével novelve tovabbra is silyozott lefogdst kapunk (hiszen barmely €l két végpontjanak silydsszege valto-
zatlan), és igy Y4 | c(A;) =4+3+2+3=12=Y} c(B;) =2+4+4+2. (2 pont)

3. Tekintsiik a jobbra l4that6 egyenl6tlenségrendszert. X1 —5x2 +4x3 <2

a) Dontsiik el az 6rdn tanult Fourier—-Motzkin-eliminécid segitségével, hogy —2x1+8x2 —4x3 > 10
megoldhat6-e. Ha igen, adjunk is egy megoldast. (12 pont) —X1+ 5% —x3<7
b) Van-e olyan megoldésa a rendszernek, melyben x, = —2? (2 pont) 3x; — 63y + 1243 > -3

Megoldds: a) El6szor is hozzuk sztenderd alakra (minden > egyenl&tlenséget < alakira frunk 4t negativ szorzo segit-
ségével): (1 pont)

X1 —5x) +4x3 <2

2x1 — 8xp +4x3 < —10
—x1+ 5% —x3 <7
—3x1+6x; —12x3 <3

A kovetkezdekben a kibdvitett egyiitthatomatrixszal dolgozunk gy, ahogy az 6ran tanultuk: sorra elimindljuk a vélto-
zOkat Ugy, hogy az adott valtoz6t nemnulla egyiitthatéval tartlamazé sorokat alkalmas nemnegativ szdmmal szorozva
elérjik, hogy az elimindland6 véltoz6 egyiitthatéja -1 legyen, majd az Osszes, az adott valtozét +1 egyiitthatoval
tartalmazé sort 6sszeadjuk az Osszes, az adott valtozét —1 egyiitthatoval tartalmazé sorral, és az eredményiil kapott
sorokat, valamint az adott véltozét O egyiitthatéval tartalmazé sorokat frjuk az 4j matrixba. Ezt az eljarast folytatjuk,
mig az Osszes valtozot elimindltuk, vagy tilos sort kapunk (minden egyiitthaté 0, de a jobboldal negativ). A mintameg-

oldasban az x|, x», x3 sorrendben eliminaljuk a valtozdkat. (3 pont)
1 -5 4 2 1 -5 4| 2 0O o0 3| 9 0 0 1 3
2 -8 41 -10 1 -4 2|-5 0 -3 0| 3 0 —1 0 1
-1 5 -1 7 -1 5 -1 7 0 1 1 2 0 1 1 2
-3 6 —12 3 -1 2 —4 1 0 -2 —2|-4 0 -1 —1|-2
0 0 1|3
00 13| (000/[4) (2 pont)
0 0 0|4

(Az utolsé elétti dllapotban az x3 egylitthatdja sohasem volt —1, igy nem lehetett (és nem is kellett) sorosszegeket
képezni, csak a nulla egyiitthatds sorok masoldsdval kaptuk az utolsé métrixot.)

Mivel nem kaptunk tilos sort, a tanultak szerint az egyenl6tlenségrendszer megoldhaté. (1 pont)
(Az elsé 3 pont arra jar, ha valaki az eljards 1épéseit ismeri és alkalmazni is tudja. Az elébbi kideriilhet szovegszert
megfogalmazasbdl, de annak hijan az elvégzett 1épésekbdl is; utdbbi a 1épések kivitelezésébdl lathats. Aki felidézi
ugyan a vonatkoz6 elméletet, de egyaltalan nem demonstréalja, hogy alkalmazni is képes azt a feladatra, az (0 pontot
kap. A mésodik 3 pont a lépések helyes kivitelezésére és a megoldds 1étezésének megallapitdsdra adhaté meg.)

A tanultak alapjan Ggy kaphatunk egy megolddst, ha a valtozdl eliminélési sorrendjét megforditva az adott valtozénak
az elimindldsat megel6z6 utolsé adllapotnak megfeleléen valasztunk megengedett értéket, majd ezt rogzitve haladunk

tovabb a kovetkez6 valtozora. (2 pont)
Az 6todik matrix alapjan az egyetlen feltételiink x3 < 3, vélasszuk mondjuk az x3 = 0 értéket. A negyedik matrix
alapjan az x-t tartalmazé sorok —x» <1, xp +x3 =x < 2, —xp —x3 = —xp < —2, ezeket Osszevetve 2 < xp < 2,

valasszuk tehdt az x, = 2 értéket. Az x;-re a masodik matrixbdl kapott feltételek: x; — 5,2 +4x3 = x; — 10 < 2,
azaz x1 < 12; x; —4xo +2x3 = x1 — 8 < =5, azaz x; < 3; —x; +2x —4x3 = —x1 +4 < 1, azaz x; > 3; végiil
—x1+2xp —4x3 = —x1+4 < 1, azaz x; > 3, ebbdl x; = 3 adodik. (2 pont)
(Az els6 2 pont annak jar, aki tudja és érti, hogy mit é€s hogyan kell szdmolni; a masodik 2 pont a szamoldsok mara-
déktalanul helyes kivitelezésére adhaté meg.)

b) Behelyettesitve x, = —2-t, az elsd és az 6todik egyenlStlenségbdl (egyszertisitve) x; + 10+ 4x3 < 2, azaz x; +4x3 <
—8, valamint x; +4 +4x3 > —1, azaz x| + 4x3 > —5 adddik, ami ellentmondés, tehit nincs olyan megoldds, ahol
Xy = —2. (2 pont)



(Természetesen a FM-elimindcié sordn az x, valtozét utolséként elimindlva is megkaphatjuk ugyanezt az eredményt,
hiszen abbdl x, > —1 adddik.)

4. Tekintsiik az alabbi egyenl6tlenségrendszert:
x,y=0

2x+5y <125
3x+y<5l1

a) Hatdrozzuk meg a feltételeknek eleget tevd sikbeli (x,y) pontok éltal alkotott P sokszogtartomdany cstcsait. (6 pont)
b) A P minden csticsahoz adjunk olyan célfiiggvényt a fenti feltételek mellé, melyre az adott csiics az egyetlen optimalis
megoldas. Ha ez valamely csicsra nem lehetséges, indokoljuk meg, miért ez a helyzet. (6 pont)

Megoldds: a) A nemnegativitdsi feltételek utdni két feltételre F 1, F2-ként hivatkozunk; egyuttal ezek fogjak jeldlni a
feltételekbdl ad6do félsikok hatarold egyeneseit (a feltételt egyenldséggel teljesité pontok halmazat) is.

Meghatérozzuk a poliédert (a feltételeket kielégitd (x,y) pontok halmazdt a sikon), a csticsok a feltételek hatdregyene-
seinek metszéspontjaibdl keriilnek ki. Az x = 0 tengellyel a metszéspontok: F1: (0,25), F2:(0,51) ezek koziil az

els6 van a poliéderben (a masodik nem teljesiti F'1-et: behelyettesitve F1-be 2-0+5-51 > 125). (2 pont)
Az y = 0 tengellyel a metszéspontok: F1:(62.5,0), F2: (17,0). Ezek koziil az utols6 van a poliéderben (az els6 nem
teljesiti F2-t, mert abba behelyettesitve 3 -62.5 40 > 51 nyilvanvalg). (2 pont)

A két linedris feltétel metszéspontja: F1 N F2 = (10,21), ez nyilvan teljesit minden feltételt, tehat csics lesz. (1 pont)
Ne feledkezziink meg a (0,0) cstcsrél sem, mely a két nemnegativitasi feltétel metszete (és persze teljesiti F'1-et és

F2-t). (1 pont)
Osszefoglalva a poliéderiink csicsai (0,0), (0,25), (10,21) és (17,0). (0 pont)
b) A tanultak szerint barmely célfiiggvény folveszi a maximumadt a poliéder valamely csticsdban (€s esetleg egy oldalél
belsd pontjaiban is), (1 pont)

tehdt elég a jeloltjeinkre egy-egy alkalmas célfiiggvényt taldlni, és annak értékét kiszdmolni a csicsokban; ha a ki-
szemelt csucs az egyediili optimum, akkor van sikeresen taldltunk megfeleld célfiiggvényt. Segit, ha a geometriai
interpretdciobol meritiink ihletet: olyan tdmaszegyeneseket kell keresni, ami a poliédert a kiszemelt csticsban érinti.
Akarhogy is, konnyen taldlunk minden csticshoz megfeleld célfiiggvényt, ezek lehetnek példaul:

a (0,0) csdcsra a min(x+y) (avagy max(—x —y), de szabad minimalizélni is) (2 pont)
a (0,25) csdcsra a maxy (1 pont)
a (10,21) cstcsra a maxx+y (1 pont)
a (17,0) csdcsra a maxx (1 pont)



Kombinatorikus optimalizalas (VISZMAOQ9)

2. ZH (2024.05.09.)

Az utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamok tdjékoztatd jelleggel lettek megéallapitva az értékelés egysé-
gesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszdm megszerzését. Az adott részpontszdm megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatme-
net megfeleld részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez ut6bbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definici6 nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszdm legaldbb részben jér.

Természetesen az ismertetettektdl eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az
utmutatdébeli pontozds intelligens kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hib4ért alta-

Idban 1 pontot vonunk le.

1. AH={a,b,c,d,e,f,g} alaphalmazt szeretnénk minél olcs6bban lefedni. A fedéshez az aldbbi részhalmazokat
hasznalhatjuk, minden részhalmaz utdn a koltsége all:

{a,b}, 5;{a,b,e, f,g}, 12;{a,b,f}, 7; {a,c,e}, 6; {b,c,d e}, 9; {c,e, f,g}, 10.

a) Allapitsuk meg, hogy az 6ran tanult mohé algoritmus mely részhalmazokkal és milyen koltséggel tudja lefedni a H
halmazt. (Dokumentaljuk az algoritmus lé€péseit is.) (8 pont)
b) Optimélis-e a kapott megoldas? (2 pont)
Megoldds: a) A mohoé algoritmus futtatdsdhoz készitiink egy tablazatot, melyben az oszlopok a valaszthaté részhal-
mazoknak felelnek meg, és minden sorba felirjuk az adott részhalmaz altal Gjonnan fedett elemeinek fajlagos koltségét
(azaz a halmaz koltségét elosztjuk a részhalmazban levd, jelenleg még fedetlen elemek szdmdval). A minimalis faj-
lagos koltségli részhalmazt bevessziik a fedésbe (ezt keretezés fogja jelezni); ennek az elemei tehdt mar le lesznek
fedve, igy a fajlagos koltségeket tjra kell szamolni, ezt fogja tartalmazni a kovetkezd sor. (Ha egy részhalmaznak méar
minden eleme le van fedve, azt nincs értelme bevenni; ennek tényét kihdizassal jeloljiik.) Ezt addig ismételjiik, mig a

kivélasztott részhalmazok egyiittesen az alaphalmaz 6sszes elemét le nem fedik. (3 pont)
részhalmaz és koltsége | {a,b},5 | {a,b,e,f,g}, 12 | {a,b,f},7 | {a,c,e}, 6 | {b,c,d,e},9 | {c,e,f,g}, 10
1. 1épés, fajlagos ktsg-ek 5/2 12/5 7/3 9/4 10/4
2. 1épés, fajlagos ktsg-ek 5 4 7/2 - 9/2 5
3. 1épés, fajlagos ktsg-ek - 12 - - @ 10
4. 16pés, fajlagos ktsg-ek - 12 - - -
(3 pont)
A moh6 algoritmus tehdt az {a,c,e} ésa{a,b, f}, {b,c,d,e} és {c,e, f, g} részhalmazokat veszi be a fedésbe, Gsszesen
6+ 7+9+4 10 = 32 koltséggel. Ezek persze valoban lefedik az alaphalmazt. (2 pont)

b) A talélt fedés kozel sem optimalis, hiszen az {a,b,e, f,g} és a {b,c,d,e} részhalmazok 21 koltséggel is lefedik az
alaphalmazt. (2 pont)
(De az is szembetiing lehet, hogy a moho eljards dltal kivélasztott részhalmazok koziil pl. az {a,c,e} elhagydséval
tovabbra is fedést kapunk, és persze olcsébbat, igy az eredeti nyilvan nem volt optimalis.)

2. a) Hatdrozzuk meg az dbran lathaté graf egy minimadlis vagasat a b
a Nagamochi-Ibaraki-algoritmus segitségével Ugy, hogy amikor egy
1épés sordn tobb cstics koziil is lehet vélasztani, akkor mindig azt

vélasztjuk, amelyik bettirendbe sorolva a legelsé koziiliik. (9 pont) ¢ d
b) Van-e olyan maxvissza sorrendje a csicsoknak, melyben a két utols6
csucs ¢ és e (valamilyen sorrendben)? (5 pont)

e f

Nagyon figyeljiink oda a graf atrajzolasanak és az algoritmus lépé-
seinek pontos kivitelezésére, mert konnyii elrontani! 8 h
Megoldds: a) Minden 1épésben maxvissza sorrendet keresiink, tigyelve a betiirendiségre is olyankor, amikor tobb le-
hetdségiink is van. A maxvissza sorrendben utolsé két csiicsot dsszeolvasztjuk, az esetlegesen keletkezd hurokéleket
toroljiik, majd ismételjiik az eljarast, mig mar csak két csicsunk marad. (3 pont)
Az algoritmus 1épései az aldbbi dbrdkon l4thatok.



a b a b
g 6
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(3 pont)

Az 6rén tanultak alapjan az eredeti graf egy minvagasa el6all az algoritmus valamelyik 1€pésében gy, mint a max-
vissza sorrendben utolsé csucsbdl induld élek halmaza. Az utolsé csucsok fokszamai sorrendben 3, 3, 2, 3, 4, 4, 5,
tehat a legkisebb szdba jov6 vagds a harmadik 1épésben el6alld, a cdh csticsbdl indulé élekbdl allo kételemd vagas,
ami az eredeti grafban a {c,d,h} halmazbdl kilépG ca és de éleknek felel meg. Tehdt a ca, de élek minvagdst alkotnak

a grafban. (3 pont)
b) Ha volna ilyen maxvissza sorrend, akkor a tanultak szerint a ¢ és e csticsokat elvagé élek minimalis szdma, A (c,e)
megegyezne az utolsé csucs, azaz ¢ vagy e fokaval, igy A(c,e) > 3 volna. (2 pont)
Node az el6z6 részfeladatban taldlt kételemd (minimalis) vagas elvagja c-t és e-t (elhagyva a ca és de éleket c és e
kiilonbozé komponensekbe keriilnek), azaz A (c,e) < 2. (2 pont)
Mivel ez lehetetlen, nincs ilyen maxvissza sorrend. (1 pont)
3. a) Irjuk fel az alabbi linedris programozasi feladat dualisat (hasonld formaban)! (8 pont)

max{x; +x3 +2x3+ x4}
ha

x1—3x+2x4 <3

X1 +x2 —3x3+x4 > -2
—2xp+x3+2x4 >3
X]—Xp+2x3+6x4 =2

x3,%4 >0
b) Mutassuk meg, hogy az x; = x, = —7/6, x3 =0, x4 = 1/3 a primdl feladat optimélis megoldasa, és az y; =y, =
va = 1, y3 = 3 a dual feladat optimélis megoldasa. (4 pont)

Megoldds: a) El6szor hozzuk sztenderd alakra a rendszert. Mivel a célfiiggvényben maximalizdlunk, a linedris felté-



telek = és < alakdak lehetnek (a nemnegativitasi feltételek megmaradnak). fgy a sztenderd alak az aldbbi:

max{x; +x2 +2x3 + x4}
ha

X1 —3x+2x4 <3
—Xx1—xp+3x3—x4 <2
2x7 —x3—2x4 < =3

X1 — X2+ 2x3+6x4 =2

x3,%4 >0
(1 pont)
A dualizélési 6kolszabdlyok szerint a dudlis (DLP) feladat véltoz6i a primdl (LP) feltételeinek (az egyiitthatdmatrix
sorainak) felelnek meg, (1 pont)
pontosan azon dudl valtozok nemnegativak, ahol a megfelel6 primal feltételben egyenlétlenség van, (1 pont)
mivel az LP-ben maximalizdlunk, a DLP célfiiggvényében minimalizdlunk, az optimalizdlandé mennyiség pedig a dudl
valtozéknak a primal feltételek jobb oldalaival vett kombinéacidja, (1 pont)
a DLP linedris feltételeinek jobb oldalai a primal célfiiggvény egyiitthat6i, és mivel a DLP is sztenderd alakd, = és >
relaciok szerepelhetnek, (1 pont)
mégpedig pontosan a nemnegativ primdl valtozéknak megfeleld dudlis feltételeknél lesz egyenltlenség. (1 pont)
Felrajzolhatjuk a szaméarvezetot is: (1 pont)
(itt az egyiitthatomatrix helyes megéllapitdsdra jar a pont)
0< 0<
X] X2 X3 X4
0< » 1 -3 0 2 <3
0< »m -1 -1 3 -1 <2
0< » 0o 2 -1 -2 <-3
V4 1 -1 2 6 =2
= = > >
1 1 2 1
Ezek alapjan a DLP:
min{3y; + 2y, — 3y3 +2y4}
ha
yi—y2+ys=1
—3y1 —y2+2y3—ysa=1
3y2—y3+2y4 22
2y1 —y2 —2y3+6y4 > 1
Y1,Y2,¥3,2 0
(1 pont)

(A DLP feliraséra jar6 részpontok annak jarnak, aki a megfeleld dualizalds szabdlyt sikerrel alkalmazta (tehdt a meg-
fogalmazds dnmagdban nem ér pontot, de a megfogalmazds hidnya nem jelent okvetlen pontveszteséget.)

b) Az LP feltételeibe behelyettesitve az adott x1,...,xs értékeket konnyen kiszdmolhatjuk, hogy a megoldasjeldltiink
mindegyiknek megfelel: a nemnegativitasi feltételek trividlisak, a linedris feltételek pedig épp egyenléséggel teljesiil-

nek. A DLP-nél hasonlé a helyzet. (1 pont)
Kiszdmolva a primal és a dudl célfiiggvények értékét az adott megolddsokra, mindkett6nél —2 adddik. (1 pont)
Mivel tetszbleges primal megolddsra a maximalizalandé célfiiggvény értéke legfoljebb annyi, mint tetszSleges dual
megoldasra a minimalizaland6 dudl célfiigvény értéke, (1 pont)
nincs olyan LP megoldas, mely —2-nél nagyobb, sem olyan DLP megoldas, mely —2-nél kisebb célfiiggvényértéket
eredményezne. (1 pont)

4. Egy logisztikai raktarban egy automata targonca tolti meg az aruszallité teherautdkat kiilonféle méretti 1ladakkal,
melyek egy polc két szintjén helyezkednek el. Ha a soron kovetkez lada nem férne be a varakozo teherautdk egyikébe
sem, akkor a ldda mozgatésa elStt a targonca hiv egy 4j jarmtivet, majd annak megérkezése utan folytatja a rakodast



(igy tesz példdul rogton az elején, amikor még egy teherautd sincs ott). Minden teherauté kapacitdsa 100 egység. Az
alsé polcon levé ay, . .., a4 1addk méretei 30, 60, 50, 40, mig a folsd polcon 1€v6 f1, .. ., f4 1adaké 40, 20, 20, 40 egység.
a) Héany teherautora lesz sziiksége a targoncanak, ha az FFD algoritmus szerint pakolja a ldddkat? (6 pont)

Eléfordulhat, hogy az FFD algoritmus tobb ldda koziil is vélaszthat. Ilyenkor a raktar rakodasi protokollja szerint
prioritdst élveznek a fols6 polcon lev6 14dak, illetve az azonos polcon levék koziil a kisebb sorszamuak.

b) Az als6 polcon levd ladak atrakodasi ideje 1 egység, a f6ls6 polcon levoké 2 egység, 1dj teherautd hivasa esetén a
vdrakozdsi id6 3 egység. Mennyi az el6z6leg vizsgalt, a raktdri protokollnak megfelel6 rakodas teljes atfutdsi ideje,
illetve a ladak atpakoldsanak atlagos atfutasi ideje? Lehet-e csokkenteni a teljes atfutdsi id6t? (8 pont)

Megoldds: a) Az FFD eljarast kdvetve a targonca mindig a legnagyobb elpakoland6 1adat teszi az elsd teherautéba,
melybe belefér (sziikség esetén tjat hiv), azaz 60, 50, 40, 40, 40, 30, 20, 20 sorrendben helyezi el a ldddkat. (2 pont)
Az egyes teherautdkba rakott 1adak méretei ezek alapjan a kovetkezOképpen alakulnak: 7i: 60+ 40; T>: 50 4 40;
T5: 40+ 30+ 20; T4: 20. (3 pont)
Tehét 4 teherautora lesz sziikség. (1 pont)
b) Részletezve az el6z5 folyamatot, a miiveletek sorrendje és a befejezési idGpontjuk az aldbbi:

mivelet | Ty hiv | e > Ty | Bhiv | a3 =D | i=T | =T | Ghiv]aa =T |a= TG | =T

bef. id6 3 41 7] 8 | 10 | 2] 15| 16 | 17 | 19

miivelet | Ty hiv | f3 = Ty

bef.1d6 | 22 24 (3 pont)
A rakod3s teljes atfutdsi ideje tehat 24 egység. (1 pont)

(Ez persze rogton latszik abbdl is, hogy a 8 ladat 4-1+4 -2 = 12 egységnyi id0 alatt rakodjuk 4t, és a 4 teherautéra
4.3 =12 id6egységet kell varni. Akinél hidnyzik a pontos rakodasi folyamat attekintése, de helyesen meghatarozza a
teljes atfutasi id6t, az erre 2 pont-ot kaphat.)

A ladédk atlagos atrakoddsi ideje a 8 ladapakoldsi miivelet befejezési id6pontjainak atlaga (a teherautéhivasok miatti
varakozdsok miatt egyes 1addk dtrakoddsdnak befejezési ideje kitolddik, de a teherautéhivds maga nem lddapakoldsi

miivelet), azaz (4484 10+ 12416417+ 19+24)/8. (2 pont)
(Ez egyébként 110/8 = 138.) (0 pont)

A teljes atfutdsi id6 az atrakoddsi miiveletek, valamint a teheraut6hivasok 0sszid6igényébdl tevédnek dssze. Az elébbi
alland6 (4-1+4-2 = 12), az utébbi azonban csokkenthetd lehet, ha a laddk beférnek 3 teherautéba is. Marpedig
beférnek, igy: T1: 60440; To: 50+ 30+ 20; T3: 404404 20. Tehat a vdlasz igen, a teljes atfutdsi id6 csokkenthetd
(mégpedig 35-re). (2 pont)



Kombinatorikus optimalizalas (VISZMAOQ9)

2. PZH (2024.05.27., 8:00-10:00, IB025)

Az utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamok tdjékoztatd jelleggel lettek megéallapitva az értékelés egysé-
gesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszdm megszerzését. Az adott részpontszdm megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatme-
net megfeleld részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez ut6bbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definici6 nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszdm legaldbb részben jér.

Természetesen az ismertetettektdl eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az
utmutatdébeli pontozds intelligens kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hib4ért alta-

Idban 1 pontot vonunk le.

1. Legyen H = {a,b,c,d,e} egy halmaz, A| = {a,c},ci =6, Ay = {a,b,e},co =7, A3 ={b,c,d},c3 =8, Ay =
{a,c,d,e},c4 = 10. A tanult halmazfedési problémdra szeretnénk egy IP modellt adni. Tekintsiik az aldbbi IP fel-
adatot az x, ..., x4 valtozokra:

min{6x1 + Txr 4+ 8x3 + IOX4}
ha

Vie{l,....,4}: x; >0
Vie{l,....,4}: x; € Z
xX1+x+x42>1

xo+x3 > 1

x1+x34+x42>1

x3+x4 2> 1

xX2+x42>1

a) Igazoljuk, hogy a fenti IP-nek van optimuma, és a célfiiggvény optimaélis értéke éppen a fenti halmazokra és kolt-
ségekre vonatkoz6 halmazfedési probléma optimalis megoldasainak koltsége. (Figyelem: nem kotottik ki, hogy az x;

véaltozok legfoljebb 1 értéket vehetnének fol.) (6 pont)
b) Irjuk f5l a dudlis LP feladatot a primalhoz hasonlé (egyenlétlenségekkel felirt) forméban. (7 pont)
¢) Igaz-e, hogy a feladatban szerepl6 egyiitthatématrix TU? (3 pont)

Megoldds: a) Mivel a 0 trividlisan als6 korlat a célfiiggvényre, tovabba van megoldas (pl. az 6sszes véltozo értékét
1-nek valasztva), a tanultak alapjan van optimalis megoldas. (1 pont)
Az x; valtozok optimdlis megolddsban sosem vesznek fol 1-nél nagyobb értéket, hiszen 1-re csokkentve ezeket még
mindig megoldast kapnank (a linedris feltételek jobb oldalai csak 1-ek), és ez csokkentené a célfiiggvény értékét. Emi-
att az optimalis megolddsokra 0 < x; < 1, az egészértékiiség miatt x; € {0,1}. (2 pont)
Vegyiik észre, hogy a ilnedris feltételek a H halmaz egy-egy elemének felelnek meg: a j-edik feltétel pontosan a j-t
tartalmazé részhalmazoknak megfeleld valtozok Osszegeibdl dll. Egy (optimalis) 0-1 megoldas esetén tehat minden

J € H elemre a j-t tartalmazd A; részhalmazok koziil legaldbb az egyik 1-es kell legyen. (2 pont)
Igy az x; = 1 valtoz6knak megfelel§ A; részhalmazokat kivalasztva a valéban fedést, optimalis x; megolddsbél mini-
malis koltségli fedést kapunk. (1 pont)
b) A feladat eleve sztenderd alakd, a tovabbi optimalizaladsi 6kolszabalyok helyes alkalmazasara egy-egy pont jar,
0sszesen (7 pont).
Lebontva:

A dualizélési 6kolszabdlyok szerint a dudlis (DLP) feladat véltoz6i a primdl (LP) feltételeinek (az egyiitthatométrix
sorainak) felelnek meg, igy 5 dudl valtozénk van, (1 pont)
pontosan azon dudl valtoz6k nemnegativak, ahol a megfelels primél feltételben egyenlStlenség van, (1 pont)
mivel az LP-ben maximalizdlunk, a DLP célfiiggvényében minimalizdlunk, az optimalizdlandé mennyiség pedig a dual
véaltozéknak a primél feltételek jobb oldalaival vett kombinécidja, (1 pont)
a DLP linedris feltételeinek jobb oldalai a primal célfiiggvény egyiitthat6i, és mivel a DLP is sztenderd alakd, = és >
relacidk szerepelhetnek, (1 pont)
mégpedig pontosan a nemnegativ primal valtozéknak megfelel6 dudlis feltételeknél lesz egyenlStlenség. (1 pont)
Felrajzolhatjuk a szamarvezet6t is (itt az egylitthatématrix helyes megallapitdsara jar a pont), (1 pont)
végiil felirjuk a DLP-t egyenl6tleségekkel. (1 pont)

A kapott DLP a kovetkez6:



max{y; +y2 +y3 +ya+ys}
ha

Vie{l,....,5}:y:>0
yi+y3 <6

yity+ys <7
y2+y3+ys <38
Yi+y3+ys+ys <10

¢) Nem. Konnyen lathatd, hogy az IP optimuma 15 (az A, és az Az halmazokat vélasztva), (1 pont)
de (mivel az A,, Az és A4 halmazokban H minden eleme pontosan kétszer szerepel, igy) azx; =0, xp =x3 = x4 = % is
megoldas, és a célfiiggvény értéke erre 12,5, tehdt az LP optimum kisebb, mint az IP optimum, (1 pont)
igy a tanult tételek alapjan a matrix nem lehet TU (kiilonben a két optimum egybeesne). (1 pont)

2. Legkevesebb hany élt kell behtizni az alabbi dbra bal oldaldn lathat6 grafba gy, hogy a kapott graf kétszeresen
Osszefiiggd legyen? Mutassunk is példat megfelels (és minimdlis szdmu) élek behizdsara. (12 pont)

Megoldds: A tanult képlet alapjan a keresett mennyiség max {b(G) -1, LMJ }, ahol a b(G) az egy csucs

torlése utdn kapott graf osszefiiggéségi komponenseinek maximalis szdma, m(G) a levélblokkok (egy darab elvagd
csucsot tartalmazé maxblokkok) szdma, m'(G) pedig az izolélt blokkok (elvdgé csdcsot nem tartalmazé maxblokkok)

szama. (3 pont)
A jobb oldali komponens kozépsd csticsét tordlve a kapott grafnak 6 komponense lesz (barmely mds csticsot torolve
legfeljebb 4), igy b(G) = 6, tehdt b(G) — 1 =5. (3 pont)

A levélblokkok, illetve az izolélt blokkok szdma m(G) = 6, m’'(G) = 1 (a bal oldali komponens két K3 blokkot tartal-
maz, ezek levélblokkok, a kozépsd komponens egy blokkbol all, ami izolalt blokk, a jobb oldali pedig négy darab K,

blokkbdl 4ll, mind levélblokk), igy maximumban szereplé mdsodik tag (6 +2)/2 = 4. (2 pont)
Ezek alapjan 5 €l behizasara van sziikség, és ennyi elegend® is. (1 pont)
Es val6ban, 6t élt be lehet tgy hiizni, hogy a kapott graf 2-sszefiigg legyen. J6 példa esetén jar (3 pont).

3. Tekintsiik a fenti dbra jobb oldaldn taldlhaté grafot. Van-e a csicsainak olyan maxvissza sorrendje, melyben az
utolsé csucs x? (10 pont)

Megoldds: Ha volna ilyen sorrend, és abban az utolsé el6tti csics v volna (v # x), akkor a tanult lemma alapjan
A(x,v) =d(x) = 3 volna. (4 pont)
Azonban x barmely mas csicstél elvaghat6 legfoljebb 2 €l elhagyasaval: a t6le balra levd csticsoktdl egy darab (az
x-bdl balra induld) él elhagyasaval is elvaghatd, a tle jobbra levéktdl pedig a két darab (az x-bdl jobbra induld) €l
elhagyasaval. (4 pont)
Emiatt d(x,v) <2 barmely v € V(G)-re, tehdt x nem lehet utolsé semelyik maxvissza sorrendben. (2 pont)

4. A Jy,...,J10 munkdk megmunkélasi ideje rendre 5,8,3,2,6,10,5,5,4,2.

a) Utemezziik a munkdkat két (egyforma) gépre listds iitemezéssel LPT sorrendben. (4 pont)
b) Mennyi a kapott litemezés atfutasi ideje, illetve 4tlagos atfutasi ideje? (4 pont)
¢) Dontsiik el, hogy a kapott atfutasi idg, illetve atlagos atfutdsi id6 optimalis-e. (Ez két, kiilon kérdés, és mindkettére
meg is kell indokolni a vélaszt.) (4 pont)

Megoldds: a) A munkdkat id6igényiik szerint csokken6 sorrendben végezziik a két gépen, mindig az elsé szabad gépre
iitemezve a soron kovetkezd munkat. (2 pont)

//////

Ml:‘lO(lO) 55 5@20) 3(23) 2(25)
MZ:‘ 8 6(14) 519 4@23) 2(25)

(2 pont)



b) Az atfutdsi id6 25, mivel mindkét gép ekkor fejezi be a r4 iitemezett munkékat. (1 pont)

Az atlagos 4tfutdsi id6 az egyes munkak befejezési idejeinek 0sszege elosztva a munkdk szdmaval, (1 pont)
. (10415420423 +25)+ (8 + 144+ 19+23 4 25)
10
(2 pont)
ami amuigy 182/10 = 18, 2. (0 pont)
¢) Az atfutasi id6 optimalis, hiszen a 10 munka 6sszes megmunkalasi ideje 50, tehat a hosszabb ideig dolgoz6 gép
ledllasi ideje (azaz az atfutdsi id6) legaldbb 25. (2 pont)

Az atlagos atfutdsi id6 nem optimadlis, példdul az elsé gépen az elsd két munkat (10 és 5 hosszuiak) folcserélve a kifeje-
z€ésben szerepld szamlalo elején 104 15 helyett 5+ 15 fog 4llni, tehat az atlagos 4tfutdsi id6 csokkenthetd (jelentGsebb
mértékben is, példaul (gépenként) SPT sorrendet véve). (2 pont)



