Kombinatorikus optimalizalas (VISZMAOQ9)

2. ZH (2024.05.09.)

Az utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamok tdjékoztatd jelleggel lettek megéallapitva az értékelés egysé-
gesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszdm megszerzését. Az adott részpontszdm megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatme-
net megfeleld részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez ut6bbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definici6 nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszdm legaldbb részben jér.

Természetesen az ismertetettektdl eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az
utmutatdébeli pontozds intelligens kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hib4ért alta-

Idban 1 pontot vonunk le.

1. AH={a,b,c,d,e,f,g} alaphalmazt szeretnénk minél olcs6bban lefedni. A fedéshez az aldbbi részhalmazokat
hasznalhatjuk, minden részhalmaz utdn a koltsége all:

{a,b}, 5;{a,b,e, f,g}, 12;{a,b,f}, 7; {a,c,e}, 6; {b,c,d e}, 9; {c,e, f,g}, 10.

a) Allapitsuk meg, hogy az 6ran tanult mohé algoritmus mely részhalmazokkal és milyen koltséggel tudja lefedni a H
halmazt. (Dokumentaljuk az algoritmus lé€péseit is.) (8 pont)
b) Optimélis-e a kapott megoldas? (2 pont)
Megoldds: a) A mohoé algoritmus futtatdsdhoz készitiink egy tablazatot, melyben az oszlopok a valaszthaté részhal-
mazoknak felelnek meg, és minden sorba felirjuk az adott részhalmaz altal Gjonnan fedett elemeinek fajlagos koltségét
(azaz a halmaz koltségét elosztjuk a részhalmazban levd, jelenleg még fedetlen elemek szdmdval). A minimalis faj-
lagos koltségli részhalmazt bevessziik a fedésbe (ezt keretezés fogja jelezni); ennek az elemei tehdt mar le lesznek
fedve, igy a fajlagos koltségeket tjra kell szamolni, ezt fogja tartalmazni a kovetkezd sor. (Ha egy részhalmaznak méar
minden eleme le van fedve, azt nincs értelme bevenni; ennek tényét kihdizassal jeloljiik.) Ezt addig ismételjiik, mig a

kivélasztott részhalmazok egyiittesen az alaphalmaz 6sszes elemét le nem fedik. (3 pont)
részhalmaz és koltsége | {a,b},5 | {a,b,e,f,g}, 12 | {a,b,f},7 | {a,c,e}, 6 | {b,c,d,e},9 | {c,e,f,g}, 10
1. 1épés, fajlagos ktsg-ek 5/2 12/5 7/3 9/4 10/4
2. 1épés, fajlagos ktsg-ek 5 4 7/2 - 9/2 5
3. 1épés, fajlagos ktsg-ek - 12 - - @ 10
4. 16pés, fajlagos ktsg-ek - 12 - - -
(3 pont)
A moh6 algoritmus tehdt az {a,c,e} ésa{a,b, f}, {b,c,d,e} és {c,e, f, g} részhalmazokat veszi be a fedésbe, Gsszesen
6+ 7+9+4 10 = 32 koltséggel. Ezek persze valoban lefedik az alaphalmazt. (2 pont)

b) A talélt fedés kozel sem optimalis, hiszen az {a,b,e, f,g} és a {b,c,d,e} részhalmazok 21 koltséggel is lefedik az
alaphalmazt. (2 pont)
(De az is szembetiing lehet, hogy a moho eljards dltal kivélasztott részhalmazok koziil pl. az {a,c,e} elhagydséval
tovabbra is fedést kapunk, és persze olcsébbat, igy az eredeti nyilvan nem volt optimalis.)

2. a) Hatdrozzuk meg az dbran lathaté graf egy minimadlis vagasat a b
a Nagamochi-Ibaraki-algoritmus segitségével Ugy, hogy amikor egy
1épés sordn tobb cstics koziil is lehet vélasztani, akkor mindig azt

vélasztjuk, amelyik bettirendbe sorolva a legelsé koziiliik. (9 pont) ¢ d
b) Van-e olyan maxvissza sorrendje a csicsoknak, melyben a két utols6
csucs ¢ és e (valamilyen sorrendben)? (5 pont)

e f

Nagyon figyeljiink oda a graf atrajzolasanak és az algoritmus lépé-
seinek pontos kivitelezésére, mert konnyii elrontani! 8 h
Megoldds: a) Minden 1épésben maxvissza sorrendet keresiink, tigyelve a betiirendiségre is olyankor, amikor tobb le-
hetdségiink is van. A maxvissza sorrendben utolsé két csiicsot dsszeolvasztjuk, az esetlegesen keletkezd hurokéleket
toroljiik, majd ismételjiik az eljarast, mig mar csak két csicsunk marad. (3 pont)
Az algoritmus 1épései az aldbbi dbrdkon l4thatok.
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Az 6rén tanultak alapjan az eredeti graf egy minvagasa el6all az algoritmus valamelyik 1€pésében gy, mint a max-
vissza sorrendben utolsé csucsbdl induld élek halmaza. Az utolsé csucsok fokszamai sorrendben 3, 3, 2, 3, 4, 4, 5,
tehat a legkisebb szdba jov6 vagds a harmadik 1épésben el6alld, a cdh csticsbdl indulé élekbdl allo kételemd vagas,
ami az eredeti grafban a {c,d,h} halmazbdl kilépG ca és de éleknek felel meg. Tehdt a ca, de élek minvagdst alkotnak

a grafban. (3 pont)
b) Ha volna ilyen maxvissza sorrend, akkor a tanultak szerint a ¢ és e csticsokat elvagé élek minimalis szdma, A (c,e)
megegyezne az utolsé csucs, azaz ¢ vagy e fokaval, igy A(c,e) > 3 volna. (2 pont)
Node az el6z6 részfeladatban taldlt kételemd (minimalis) vagas elvagja c-t és e-t (elhagyva a ca és de éleket c és e
kiilonbozé komponensekbe keriilnek), azaz A (c,e) < 2. (2 pont)
Mivel ez lehetetlen, nincs ilyen maxvissza sorrend. (1 pont)
3. a) Irjuk fel az alabbi linedris programozasi feladat dualisat (hasonld formaban)! (8 pont)

max{x; +x3 +2x3+ x4}
ha

x1—3x+2x4 <3

X1 +x2 —3x3+x4 > -2
—2xp+x3+2x4 >3
X]—Xp+2x3+6x4 =2

x3,%4 >0
b) Mutassuk meg, hogy az x; = x, = —7/6, x3 =0, x4 = 1/3 a primdl feladat optimélis megoldasa, és az y; =y, =
va = 1, y3 = 3 a dual feladat optimélis megoldasa. (4 pont)

Megoldds: a) El6szor hozzuk sztenderd alakra a rendszert. Mivel a célfiiggvényben maximalizdlunk, a linedris felté-



telek = és < alakdak lehetnek (a nemnegativitasi feltételek megmaradnak). fgy a sztenderd alak az aldbbi:

max{x; +x2 +2x3 + x4}
ha

X1 —3x+2x4 <3
—Xx1—xp+3x3—x4 <2
2x7 —x3—2x4 < =3

X1 — X2+ 2x3+6x4 =2

x3,%4 >0
(1 pont)
A dualizélési 6kolszabdlyok szerint a dudlis (DLP) feladat véltoz6i a primdl (LP) feltételeinek (az egyiitthatdmatrix
sorainak) felelnek meg, (1 pont)
pontosan azon dudl valtozok nemnegativak, ahol a megfelel6 primal feltételben egyenlétlenség van, (1 pont)
mivel az LP-ben maximalizdlunk, a DLP célfiiggvényében minimalizdlunk, az optimalizdlandé mennyiség pedig a dudl
valtozéknak a primal feltételek jobb oldalaival vett kombinéacidja, (1 pont)
a DLP linedris feltételeinek jobb oldalai a primal célfiiggvény egyiitthat6i, és mivel a DLP is sztenderd alakd, = és >
relaciok szerepelhetnek, (1 pont)
mégpedig pontosan a nemnegativ primdl valtozéknak megfeleld dudlis feltételeknél lesz egyenltlenség. (1 pont)
Felrajzolhatjuk a szaméarvezetot is: (1 pont)
(itt az egyiitthatomatrix helyes megéllapitdsdra jar a pont)
0< 0<
X] X2 X3 X4
0< » 1 -3 0 2 <3
0< »m -1 -1 3 -1 <2
0< » 0o 2 -1 -2 <-3
V4 1 -1 2 6 =2
= = > >
1 1 2 1
Ezek alapjan a DLP:
min{3y; + 2y, — 3y3 +2y4}
ha
yi—y2+ys=1
—3y1 —y2+2y3—ysa=1
3y2—y3+2y4 22
2y1 —y2 —2y3+6y4 > 1
Y1,Y2,¥3,2 0
(1 pont)

(A DLP feliraséra jar6 részpontok annak jarnak, aki a megfeleld dualizalds szabdlyt sikerrel alkalmazta (tehdt a meg-
fogalmazds dnmagdban nem ér pontot, de a megfogalmazds hidnya nem jelent okvetlen pontveszteséget.)

b) Az LP feltételeibe behelyettesitve az adott x1,...,xs értékeket konnyen kiszdmolhatjuk, hogy a megoldasjeldltiink
mindegyiknek megfelel: a nemnegativitasi feltételek trividlisak, a linedris feltételek pedig épp egyenléséggel teljesiil-

nek. A DLP-nél hasonlé a helyzet. (1 pont)
Kiszdmolva a primal és a dudl célfiiggvények értékét az adott megolddsokra, mindkett6nél —2 adddik. (1 pont)
Mivel tetszbleges primal megolddsra a maximalizalandé célfiiggvény értéke legfoljebb annyi, mint tetszSleges dual
megoldasra a minimalizaland6 dudl célfiigvény értéke, (1 pont)
nincs olyan LP megoldas, mely —2-nél nagyobb, sem olyan DLP megoldas, mely —2-nél kisebb célfiiggvényértéket
eredményezne. (1 pont)

4. Egy logisztikai raktarban egy automata targonca tolti meg az aruszallité teherautdkat kiilonféle méretti 1ladakkal,
melyek egy polc két szintjén helyezkednek el. Ha a soron kovetkez lada nem férne be a varakozo teherautdk egyikébe
sem, akkor a ldda mozgatésa elStt a targonca hiv egy 4j jarmtivet, majd annak megérkezése utan folytatja a rakodast



(igy tesz példdul rogton az elején, amikor még egy teherautd sincs ott). Minden teherauté kapacitdsa 100 egység. Az
alsé polcon levé ay, . .., a4 1addk méretei 30, 60, 50, 40, mig a folsd polcon 1€v6 f1, .. ., f4 1adaké 40, 20, 20, 40 egység.
a) Héany teherautora lesz sziiksége a targoncanak, ha az FFD algoritmus szerint pakolja a ldddkat? (6 pont)

Eléfordulhat, hogy az FFD algoritmus tobb ldda koziil is vélaszthat. Ilyenkor a raktar rakodasi protokollja szerint
prioritdst élveznek a fols6 polcon lev6 14dak, illetve az azonos polcon levék koziil a kisebb sorszamuak.

b) Az als6 polcon levd ladak atrakodasi ideje 1 egység, a f6ls6 polcon levoké 2 egység, 1dj teherautd hivasa esetén a
vdrakozdsi id6 3 egység. Mennyi az el6z6leg vizsgalt, a raktdri protokollnak megfelel6 rakodas teljes atfutdsi ideje,
illetve a ladak atpakoldsanak atlagos atfutasi ideje? Lehet-e csokkenteni a teljes atfutdsi id6t? (8 pont)

Megoldds: a) Az FFD eljarast kdvetve a targonca mindig a legnagyobb elpakoland6 1adat teszi az elsd teherautéba,
melybe belefér (sziikség esetén tjat hiv), azaz 60, 50, 40, 40, 40, 30, 20, 20 sorrendben helyezi el a ldddkat. (2 pont)
Az egyes teherautdkba rakott 1adak méretei ezek alapjan a kovetkezOképpen alakulnak: 7i: 60+ 40; T>: 50 4 40;
T5: 40+ 30+ 20; T4: 20. (3 pont)
Tehét 4 teherautora lesz sziikség. (1 pont)
b) Részletezve az el6z5 folyamatot, a miiveletek sorrendje és a befejezési idGpontjuk az aldbbi:

mivelet | Ty hiv | e > Ty | Bhiv | a3 =D | i=T | =T | Ghiv]aa =T |a= TG | =T

bef. id6 3 41 7] 8 | 10 | 2] 15| 16 | 17 | 19

miivelet | Ty hiv | f3 = Ty

bef.1d6 | 22 24 (3 pont)
A rakod3s teljes atfutdsi ideje tehat 24 egység. (1 pont)

(Ez persze rogton latszik abbdl is, hogy a 8 ladat 4-1+4 -2 = 12 egységnyi id0 alatt rakodjuk 4t, és a 4 teherautéra
4.3 =12 id6egységet kell varni. Akinél hidnyzik a pontos rakodasi folyamat attekintése, de helyesen meghatarozza a
teljes atfutasi id6t, az erre 2 pont-ot kaphat.)

A ladédk atlagos atrakoddsi ideje a 8 ladapakoldsi miivelet befejezési id6pontjainak atlaga (a teherautéhivasok miatti
varakozdsok miatt egyes 1addk dtrakoddsdnak befejezési ideje kitolddik, de a teherautéhivds maga nem lddapakoldsi

miivelet), azaz (4484 10+ 12416417+ 19+24)/8. (2 pont)
(Ez egyébként 110/8 = 138.) (0 pont)

A teljes atfutdsi id6 az atrakoddsi miiveletek, valamint a teheraut6hivasok 0sszid6igényébdl tevédnek dssze. Az elébbi
alland6 (4-1+4-2 = 12), az utébbi azonban csokkenthetd lehet, ha a laddk beférnek 3 teherautéba is. Marpedig
beférnek, igy: T1: 60440; To: 50+ 30+ 20; T3: 404404 20. Tehat a vdlasz igen, a teljes atfutdsi id6 csokkenthetd
(mégpedig 35-re). (2 pont)



