Kombinatorikus optimalizalas (VISZMAOQ9)

1. ZH javitékulcs (2024.04.08.)

Az Gtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszdmok tdjékoztaté jelleggel lettek megédllapitva az értékelés egysé-
gesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetd gondolatme-
net megfeleld részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez ut6bbi kideriil, am a kérdéses 4llitds,
tétel, definicid nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszdm legaldbb részben jér.

Természetesen az ismertetettektdl eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszdmok, részmegolddsokért pedig az
utmutatobeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak. Szamoldasi hibaért alta-

ldban 1 pontot vonunk le.

1. Egy tiz f6s cég munkatarsai csapatépités céljabol szabadul6szobazni mennek. Az
ismeretségek elmélyitése érdekében azok a munkatarak, akiknek mar volt k6zos pro-
jektjiik, nem mehetnek ugyanabba a szobdba. A jobbra lathato graf csicsai reprezen-
taljak a cég dolgozait, és két cstics kozt akkor van él, ha a megfeleld személyeknek
mar volt kozos projektje. A négy szabaduldszobat tizemeltets vallalkozé valamilyen
sorrendben haladva, egymads utdn osztja be a résztvevdket: az éppen aktudlis delik-
venst bekiildi az elsé olyan szobaba, ahol még nincs olyan kolléga, akivel volt kzos
projektje. El6fordulhat-e az, hogy a véllalkozé. . .

a) ...csak az els6 harom szobdba kiildi a tiz résztvev6t? (3 pont)
b) ... mind a négy szobdba kiild valakit? (3 pont)

¢) ...bajba keriil, mert sziiksége volna egy 6todik szobdra a beosztdshoz? (6 pont)

(Javaslat: fogalmazzunk meg egy matematikai modellt, és abban vélaszoljuk meg a hdrom kérdést.)

Megoldds: A feladat valdjaban azt kérdezi, hogy a kapott graf csticsait valamilyen sorrendben mohén szinezve (a ta-
nult eljarés szerint) hdny szint fogunk hasznélni, ahol a szobdk a szineknek felelnek meg.

a)

Igen. A csicsokat ABC-sorrendben szinezve hdrom szint fogunk hasznélni, ahogy az aldbbi tdbl4zat is mutatja:

csics |la b ¢ d e f g h i |
sz |1 2 1 2 1 2 1 2 3 3 (3 pont)
b) Igen, példaul az aldbbi tdbldzatban l4tott sorrend szerint haladva 4 szint fogunk hasznalni:
csics | b ¢ d e f g h i a |
sz |1 2 1 2 1 2 1 2 3 4 (3 pont)
¢) Nem. A grifban az a,b,...,i csucsok egy kort alkotnak. A csicsok tetszbleges sorrendje esetén van néhany (esetleg
egy sem) cstcs a korrdl, aztan j, aztdn a maradék cstcsok a korr6l (esetleg egy sem). (0 pont)
Ha a v csticsot a j el6tt szinezziik ki, akkor a v szinezésekor v-nek legfeljebb két szines szomszédja lehet, tehat az 1,2,3
szinek valamelyikét biztosan megkaphatja. (2 pont)
Emiatt a j-nek a mar megszinezett szomszédai 6sszesen csak hadromféle szint hasznélhatnak, igy j-nek biztosan va-
laszthatunk szint az 1,2, 3,4 szinek koziil. (2 pont)
A hatralev§ csicsoknak pedig a fokszdma legfeljebb harom, tehat legfeljebb harom szin lehet tiltva ndluk a szinezé-
stikkor, igy szintén biztosan szinezheték az 1,2,3,4 szinekbdl. (2 pont)
Ot szinre teh4t sosem lesz sziikség. (0 pont)

Megjegyzés: a kérdések a moho szinezésre vald dtfogalmazas nélkiil is megoldhatdk, helyes vélasz és indoklds esetén
természetesen ekkor is jar a megfeleld pontszam. Aki helyesen atfogalmazza a feladatot mohé szinezésre, az erre 2
pontot kaphat a részfeladatok megolddsa nélkiil is (de természetesen dsszesen maximum 12 pontot).

2. Az édbran egy hdldzat 1athatd; az élekre irt a/b alakd kifejezésben
az els6 szam (a) egy st-folyam értéke az adott élen, a masodik szdm
(b) pedig az él kapacitdsa.

a) Dontsiik el, hogy a megadott folyam maximalis st-folyam-e. Ha
igen, mutassunk erre bizonyitékot; ha nem, akkor médositsuk a folya-
mot gy, hogy maximalis st-folyamot kapjunk (és persze a médositott
folyam maximalitasat se feledjiik el igazolni). (7 pont)
b) Egyetlen él iranyitisdnak megforditdsdra van lehetdségiink. Ugy

szeretnénk ezt megtenni, hogy a kapott hdl6zatban a maximalis sz-folyam nagysidga a lehet6 legnagyobb legyen.
Mennyivel lehetséges ilymdédon megndvelni a maximdlis folyamnagysdgot? (Ha azt éllitjuk, hogy a vélasz p, ak-



kor mutassunk élt, melynek megforditdsdval valéban p-vel nd a maximadlis folyamnagysdg, és indokoljuk meg, hogy
semelyik él megforditdsaval sem n6 p-nél tobbel.) (7 pont)

Megoldds: a) Az 6ran tanult modszert kovetve elkészitjiik a folyamhoz tartozé segédgrafot: ha egy élen lehet novelni
a folyamot, akkor bevessziik az eredeti irdnyitdssal, ha csokkenteni lehet, akkor a forditottal (esetleg mindkettdvel),
lasd bal oldali abran. (2 pont)
A segédgrafban s,d,a,b,t irdnyitott 1t s-bdl z-be, tehat az eredeti grafban a folyam e mentén a javité it mentén € = 2-
vel javithaté (eléreélen (piros) noveliink, visszaélen (kék) csokkentiink), tehat kapunk egy 13 nagysagu st-folyamot
(Id. jobbra). Ez igazolja, hogy az eredeti nem volt maximalis. (2 pont)

A kapott folyam maximadlis lesz: a hozza tartozé (mddositott) segédgrafban (ld. balra) nincs irdnyitott st-it. Az s
csticsbdl a segédgrafban elérhetd csticsok halmaza X = {s,d, g, f,h} (pirosak), az X halmazbdl az eredeti grafban
kilépd élek (pirosak, 1d. jobbra): sa,dc, fe,ht, az indukdlt vagds kapacitdsa tehat ezen élek kapacitdsainak Gsszege,
44+4+243=13. (2 pont)

Mivel minden st-folyam nagysdga legfeljebb akkora, mint egy tetsz6leges st-vagas kapacitdsa, a taldlt folyamunk
valéban maximalis. (1 pont)
Természetesen ha valaki a segédgraf nélkiil taldlja meg a megfeleld folyamot és vagast, az is maximalis pontszamot
érhet.

b) A tanult tétel alapjan egy maximalis st-folyam nagysiga és egy minimadis sz-vagds kapacitdsa megegyezik. Emiatt

elég azt vizsgdlni, hogy egy él megforditdsanak hatdsdra hogyan valtozik egy-egy st-vigas kapacitésa. (1 pont)
Legyen s € X, t ¢ X. Ha az e = uv él mindkét végpontja X -ben van, vagy mindkét végpontja X-en kiviil van, akkor az
e megforditdsa nem valtoztatja meg az X altal indukalt vagas kapacitdsat. (1 pont)
Ha e kilép X-b6l, akkor e megforditdsaval X kapacitdsa c(e)-vel csokken, hiszen e mar nem fog kilépni X-bdl. Ha e
belép X-be, megforditdsdval X-bdl kilépd él lesz beldle, tehét c(e)-vel fog ndéni X kapacitésa. (1 pont)

Tetszbleges X vdgasra egyetlen sv vagy vt él sem léphet X-be, megforditdsuk tehat nem novelheti X kapacitdsit. Az
Osszes tobbi €l kapacitdsa legfeljebb 5, igy megforditasukkal legfoljebb 5-tel néhet az X kapacitdsa. Emiatt az 1j

héalézatban legfeljebb 5-tel lehet nagyobb egy st-folyam, mint az eredetiben. (2 pont)
A cf él megforditdsa utdn pedig valéban lehet novelni 5-tel az el6z6 folyamunkat: az s,d, f,c, e, t Gt mentén harommal,
az s, g, f,c,b,t it mentén kettGvel. fgy a legnagyobb elérhetd ndvekedés valéban 5. (2 pont)

3. Az oldalt lathaté matrix az {A;,A,,A3,A4} és {B1,B,B3,B4} csticsosztilyokkal
rendelkezd, €lsilyozott, teljes paros graf €lsulyait tartalmazza: az A;B; €l siilya az A; ’

A

index( sor €s a B; indexl oszlop metszetében 4ll6 szam. Ay 8| 8| 5| 6
a) Van-e olyan maximalis silyd pdrositds a grafban, melyben az A1B; €s az A4B; él Ay || 4] 7] 3| 4
is szerepel? (3 pont) Az 51 6| 3| 5
b) Adjuk meg a graf egy maximadlis silyd parositdsit és egy minimalis 0sszsulyd Ay 71 8| 61 7
sulyozott lefogésat. (9 pont)

Megoldds: a) Nem: ha egy parositiasban szerepelnek az A|B; €s az A4B; élek, azok Osszsilya 15, viszont a pérosi-
tdsban lecserélve ket a 16 6sszsulyd A B és az A4B, élekre (a parositds tobbi élét véaltozatlanul hagyva), a parositds
Osszilya eggyel nd, tehat nem volt maximalis. (3 pont)
b) Alkalmazzuk az 6rdn tanult magyar médszert. Kiindulunk az oszlopmaximumokhoz, ill. a sorokon O silyhoz tar-



toz6 stlyozott lefogdsbol, és a pontos éleken kereslink maximadlis parositdst. A kiinduldsi silyozott lefogdsban az
oszlopmaximok, azaz 8,8, 6,7, és a sorokon 0 szerepel, a pontos éleket vastag betiik jelzik, bekeretezve pedig egy pon-
tos élekbdl 4ll6 pérositds elemei lathatdk. Ha lehet, noveljiik a parositdst javito tdton (a fedetlen oszlopokbdl indulva
alterndl6 utakat keresiink), ha nem, csokkentjiik a lefogds Osszsulyat a tanult médon. Az algoritmus helyes futtatdsa
7 pontot ér. Barhogyan mashogyan taldlt max sudlyu teljes pérositds és minimélis sdlyd lefogds szintén 7 pont, de ha
csak az egyik jo, akkor 3 pont. Az algoritmus 1épései alabb lathatok. Ha nem taldlhaté javité tt, az alterndl6 dton elért

oszlopokat és sorokat nyilak jelzik; az el6bbieken csokkentjiik, utébbiakon néveljiik a lefogés silyait. (7 pont)
AR AR
Bi | By | By | By By | By | By | By By | By | By | By
A 8| 8/ 5| 60 A 8| 5] 6|0 A 8| 5] 6|0 <«
Ay || 4 7] 3| 410 Ay || 4 7] 3| 4]0 A 41 71 3] 4]0
Aj 5/ 6| 3] 510 Az 501 61 3] 510 Aj 51 6| 3| 5|0
Ay 71 81 6| 70 Ay 7 6| 710 Ay 7 6| 7|0 <«
8l 8l 6] 7] sl 8l 6] 7] sl 8l 6] 7]
14
By | By | By | By By | By | By | By By | B, | By | By
Ay 8| 5] 6|1 Aq 8| 5] 6|1 A 8| 5] 6|1
Ay 41 71 3] 4]0 Ay | 4 31 410 Ay 4 31 4110
A 51 6] 31 510 Aj 51 6] 31 510 A 51 61 3| 5]0
Ay 7 6| 7|1 Ay 71 8|16 7|1 Ay 71 86| 7|1 <«
77l st el 77l s e 77l s e
By | By | By | By
Al 8| 5] 6|1
Ay || 4 31 410
Aj 51 6] 3 0
Ay 71 8|16 7] 2
7] 7] 4] 5]

A kapott parositds (A1 B1,A2By,A3B4,A4B3) 0sszsilya 8 +7+ 6+ 5 = 26, a kapott lefogds 6sszstlya 7+7+44+5+1+
0+ 0+2 =26. A tanultak szerint barmely teljes parositds Osszstilya legfeljebb annyi, mint barmely stilyozott lefogés
Osszsilya, tehdt a kapott teljes parositas valoban maximadlis stilyd, a kapott lefogds minimalis 6sszsulyd. (2 pont)

4. Oldjuk meg az alabbi LP feladatot: max 5x -+ 6y, ha

x,y>0
x+4y <50
4x+5y <90
3x+2y <57
(12 pont)
Megoldds: A nemnegativitdsi feltételek utdni harom feltételre F'1, F2, F3-ként hivatkozunk; egyuttal ezek fogjik je-
161ni a feltételekbol adodo félsikok hatarold egyeneseit (a feltételt egyenléséggel teljesité pontok halmazat) is.

Meghatérozzuk a poliédert (a feltételeket kielégits (x,y) pontok halmazdt a sikon), a csticsok a feltételek hatdregyene-
seinek metszéspontjaibdl keriilnek ki. Az x = 0 tengellyel a metszéspontok: F1:(0,12.5), F2:(0,18), F3:(0,28.5),

ezek koziil csak az elsé van a poliéderben (a tobbi nyilvan nem teljesiti F'1-et). (1 pont)
Az y =0 tengellyel a metszéspontok: F1:(50,0), F2:(22.5,0), F3:(19,0), ezek koziil csak az utolsé van a poliéder-
ben (a tobbi nyilvan nem teljesiti F'3-at). (1 pont)

A hérom linedris feltétel metszéspontjai: F1NF2 = (10,10), ez teljesiti F3-at (50 < 57), tehét a poiéder pontja,
igy cstcs lesz; F2NF3 = (15,6), ez teljesiti F1-et is (39 < 50), tehat a poliéder pontja, igy csics lesz; F1NF3 =

(12.8,9.3), de ez nem teljesiti F2-t (4-12.8+5-9.3 =97.7 > 90, igy nincs a poliéderben. (3 pont)
Tehdt a poliéderiink csicsai (0,0), (0,12.5), (10,10), (15,6), (19,0). (1 pont)
A tanultak szerint a célfiiggvény a maximumét a poliéder valamely csticsdban veszi fol, (3 pont)
ezek az értékek rendre 0, 75, 110, 111, 95, tehit a maximum x = 15, y = 6 esetén realizalodik, (2 pont)

értéke 111. (1 pont)



