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Tudnivalék.

’ Griafélek leemelése ‘

Definici6. Legyenek e = uz, f = vz a G graf két éle. Az e, f leemelésével keletkezik a G/ = G — e — f + uv graf.
Definicié. X C V esetén d(X) := |E(X)| az X és V' \ X kozott fut6 élek szdma, X, ¥ C V esetén pedig d(X,Y) :=
|E(X,Y)| az X \ Y ésY \ X kozott futd élek szama.

Allitas. Tetszoleges irdnyitatlan G = (V,E) graf és X,Y C V esetén
(HdX)+dY)=dXNY)+d(XUY)+2d(X\Y,Y\X)ill
2)dX)+dY)=d(X\Y)+d(X\Y)+2d(XNY,V\(XUY)) teljesiil.

Tétel. (Lovasz) Tth d(z) paros és Ag(x,y) > k > 2 teljesiil minden x,y € V csticsra a G = (V +z,E) grifban. Ekkor
minden e = zt élhez létezik olyan f = vz él, melyre Ages(x.y) > k minden x, y € V cstcsra.

Lemma. Ha a G graf k-élosszefiiggd, am G — e mar nem k-élosszefiiggd a G tetszdleges e élére, akkor G-nek van
k-adfoku cstcsa.

Tétel. A G = (V,E) graf pontosan akkor 2k-é16sszefiiggd, ha elddllithaté egy pontbdl kiindulva az aldbbi 1épések
tetszoleges sorozatdval. (1) Az eddig elkészitett grafhoz élt adunk hozza. (2) Az eddig elkészitett graf k élét Gsszecsip-
jiik, azaz a k él mindegyikét felosztjuk egy-egy uj csiiccsak és ezeket az osztopontokat egybeolvasztjuk.

Tétel. (Nash-Williams) A G iranyitatlan grafnak pontosan akkor van k-€losszefiiggd irdnyitdsa, ha G (irdnyitatlan
értelemben) 2k-€16sszefiiggo.

Gyakorlatok

1. Tegyiik fel hogy a G grafnak legalabb 2 csucsa van, k-é10sszefiiggd, de barmely élét elhagyva mér nem k-élosszefiiggd.
Bizonyitsuk be hogy G-nek van k foku cstcsa.

2. Azt mondjuk, hogy az 0 # X C V(G) halmaz a G graf egy minimdlis vdgdsét hatdrozza meg, ha az X-bdl kilépd
élek szama a minimdlis a V (G) valédi részhalmazai korében, azaz barmely 0 #Y C V(G) esetén Y és V(G) \ Y kozott
legaldbb annyi él fut, mint X és V(G) \ X kozott. Bizonyitsuk be, hogy ha X és Y a V(G) keresztezd részhalmazai (azaz
XNY,X\Y,Y\X é V(G)\ (XUY) egyike sem iireshalmaz), akkor X NY,X UY és X \ Y is a G graf egy minimadlis
vagdasat hatdrozza meg.

3. Tegyiik fel, hogy G olyan 4-él6sszefiiggd graf, aminek v egy 8-foku csicsa. Igazoljuk, hogy a G — v grathoz
hozzaadhat6 egy-egy negyedfoku v; és egy v cstcs ugy, hogy a kapott graf 4-é16sszefiiggd legyen, és a G graf v-tol
kiilonb6zd csicsainak fokszdma ne valtozzon. (Tkp a v cstcsot kell szétszedni két negyedfokd csicsra a 4-szeres
élosszefliggdség megorzésével.)

4. Tegyiik fel, hogy a 4-szeresen élosszefiiggd G grafnak u és v szomszédos, hatodfoki csicsai. Bizonyitsuk be,
hogy G-nek van olyan ux és vy éle, amelyre az emlitett élek és uv torlésével, valamint egy xy €l behtizasaval 1étrejovo
G — uv — ux — vy 4 xy gréaf szintén 4-szeresen élosszefiiggo.

5. Tegyiik fel, hogy a 4-szeresen élosszefiiggd G grafnak u és v nem szomszédos, negyedfoku csucsai. Bizonyitsuk be,
hogy u-nak vannak olyan a és b szomszédai, valamint v-nek olyan ¢ és d szomszédai, hogy a G' = G — ua — ub — vc —
vd + uc + ud + va 4 vb graf 4-szeresen Osszefiiggd. (4 élt torliink és 4 €lt hozzavesziink G-hez.)

6. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges k > 1 egész szdm esetén minden 2k-reguldris és 2k-szorosan élosszefiiggd graf
megkaphat6 egy k hurokélt tartalmazo egycsicsu grafbdl él-k-asok egymads utdni 6sszecsipésével.

7. Bizonyitsuk be, hogy ha a 100-csticsu G graf minden egyes €lét igy lehet a piros, fehér vagy zold szinek valamelyi-
kére kiszinezni, hogy a piros élek egy 100-csicsu kort, a fehér élek egy 100-cstcsu fét a zold élek pedig egy 100-csicsi
Osszefiiggd grafot alkotnak, akkor G megkaphat6 egy csicsbdl kiindulva élhozzdaddsok és élparosszecsipések alkalmas
egymadsutanjival.



