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Bevezetés

A mai 6ran egy specidlis grafoperaciét és annak alkalmazasait
fogjuk vizsgélni. Egy e él felemelése az e felosztdsa és a keletkezd
osztopont egy kordbbi csticsba olvasztisat jelenti. Az igy keletkezd
élpar leemelése pedig ennek az élfelemelésnek forditottja.
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A graf vagasainak mérete sem egy él felosztdsatél, sem pedig az
osztépontnak egy mdsik cslicsba olvasztasidtél nem csokkenhet.

Elek felemelésével a vagasok mérete tehat nem csokken, élparok
leemelésével pedig nem novekszik.
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A graf vagasainak mérete sem egy él felosztdsatél, sem pedig az
osztépontnak egy mdsik cslicsba olvasztasidtél nem csokkenhet.
Elek felemelésével a vagasok mérete tehat nem csokken, élparok
leemelésével pedig nem novekszik.

Olyan leemeléseket fogunk keresni, amelyektél a minimalis vagas
mérete (a maradék csticshalmazon) nem csokken. Hasznos lesz
ehhez a grafok vagasfliggvényérdl szélé néhany egyenlotlenség.



A szubmoduldris egyenldtlenség

Tetsz. G = (V, E) graf és X C V ponthalmaz esetén
d(X) az X-bdl kilépd élek szamat, X, Y C V esetén pedig
d(X,Y)az X\ Y és Y\ X kozott futd élek szamat jelenti.
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d(X) az X-bdl kilépd élek szamat, X, Y C V esetén pedig
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(3) d(X) +d(Y) = d(X\Y)+d(Y\X).
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az utolsé tag elhagydsaval. O
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Tetsz. G = (V, E) graf és X C V ponthalmaz esetén
d(X) az X-bdl kilépd élek szamat, X, Y C V esetén pedig
d(X,Y)az X\ Y és Y\ X kozott futd élek szamat jelenti.
Ekkor tetsz. X, Y C V ponthalmazokra teljesiilnek az aldbbiak.

(1) d(X)+d(Y)=d(XNY)+dXUY)+2d(X\Y,Y\X)=
dX\Y)+d(Y\X)+2d(XNY,(V\(XUY))

(2) d(X)+d(Y)=>dXNY)+d(XUY) ill.

(3) d(X) +d(Y) = d(X\ Y)+d(Y\X) .

Biz: (1) G minden éle ugyan- X v
annyival jarul hozzd mindhdrom e
formulahoz. \b l

(2,3) Kozvetlenil adédik (1)-bél,

az utolsé tag elhagydsaval. O

A Lemma (2) részének neve szubmodularis egyenlétlenség.



A harmas egyenlotlenség
Tetsz. ir.tatlan G = (V, E) graf és A, B, C C V esetén

d(A)+d(B)+d(C)>d(AnBNC)+d(A—(BUC))+d(B—
(AUC))+d(C—-(BUA))+2d(AnBNC,V—-(AuBUC()).



A harmas egyenlotlenség

Tetsz. ir.tatlan G = (V, E) graf és A, B, C C V esetén
d(A)+d(B)+d(C)>d(AnBNC)+d(A—(BUC))+d(B—
(AUC))+d(C—-(BUA))+2d(ANBNC,V—-(AuBUC()).

Biz: A szubmod. egyenlGtlenség %

°
igazoldsahoz hasonldéan itt is az egyes
éltipusok hozzajaruldsat kell vizsgdlni a C G B
két oldalhoz. Az &bra (szimmetria | S

ot
éltipust. A folytonos élek hozzajaruldsa
mindkét oldalhoz ugyanannyi, a

erejéig) tartalmazza az Osszes érdekes
szaggatottak a bal oldalba beszamitanak, a jobb oldalba nem. [J




Lovasz leemelési tétele

Def: Ha e = zu, f = zv a G graf élei, akkor
G :=G—e—f+uvaze,f leemelése utin kapott graf.
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m Ha van olyan f = zv él, amire /<

v-t nem tartalmazza veszélyes halmaz,

akkor ef leemelhetd. e X \
Megmutatjuk, hogy biztosan ez az eset / R
valésul meg. uTT
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Def: Ha e = zu, f = zv a G graf élei, akkor
G :=G—e—f+uvaze,f leemelése utin kapott graf.
Ha G=(V+2zE) 2|d(z) \¢(x,y) > k>2Vx,y €V,
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Biz: Az X C V halmaz veszélyes, ha u € X és d(X) < k + 1.
f = zv-re (e, f) nem leemelhetd <= 3IX > v veszélyes halmaz.

(1] Tfh N(z) € U, ;< Xi, ahol minden

X veszélyes és £ minimalis.

[a] Ha £ = 1, akkor k + 1 > d(X;) = X1
d(V —X1)+d(z) > k+2, ellentmondas.




Lovasz leemelési tétele

Def: Ha e = zu, f = zv a G graf élei, akkor
G :=G—e—f+uvaze,f leemelése utin kapott graf.
Ha G=(V+2zE) 2|d(z) \¢(x,y) > k>2Vx,y €V,
akkor Ve = zu € E 3f =zv € E: Ager(x,y) > k Vx,y € V.
Biz: Az X C V halmaz veszélyes, ha u € X és d(X) < k + 1.
f = zv-re (e, f) nem leemelhetd <= 3X > v veszélyes halmaz.

(1] Tfh N(z) € Uy<j<; Xi, ahol minden

X; veszélyes és ¢ minimalis. /
[a]t=1 v

[b| Ha ¢ =2, akkor 2(k + 1) > d(X1) +

d(X2) = d(X0\ Xo)+d(Xo\ X0 +2d (X1 L-
Xo,(V4+2)\ (X1UX2)) > k+ k+2.
Végig egyenléség all, igy E(X1 N Xo, (V +2) \ (X1 UXp)) = {zu}
és d(X1) = d(X2) = k + 1. Mivel d(z) paros, ezért feltehetd, hogy
d(z, X1\ X2) > d(z, X\ X1), ahonnan

d(V \ Xl) = d(Xl) — d(Z,Xl) + C/(Z, X2 \ Xl) §

k+1—d(z, X1\ X2) —1+4d(z, X2\ X1) < k, ellentmondas.
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Lovasz leemelési tétele

Def: Ha e = zu, f = zv a G graf élei, akkor
G :=G—e—f+uvaze,f leemelése utin kapott graf.
Ha G=(V+2zE) 2|d(z) \¢(x,y) > k>2Vx,y €V,
akkor Ve = zu € E 3f =zv € E: Ager(x,y) > k Vx,y € V.
Biz: Az X C V halmaz veszélyes, ha u € X és d(X) < k + 1.
f = zv-re (e, f) nem leemelhetd <= 3X > v veszélyes halmaz.

(1] Tfh N(z) € Uy<j<; Xi, ahol minden
X veszélyes és £ minimalis.

B! v

(ble=2 v

Ha ¢ > 3, akkor

3(k+1) > d(X1) + d(X2) + d(X3) >

d(Xl N Xs ﬂX3) + d(Xl - (X2 UX3)) + d(X2 — (Xl UX3)) + C/(X3 .
(X1 UX2)) —|—2d(X1 N Xs ﬂX3,(V+Z) \ (Xl U X UX3)) >4k + 2,
ahonnan k <1 adédik, ami ellentmondds. Ezek szerint
mindenképp az m eset valdsul meg, lehetséges a leemelés. O



Teljes leemelés

Def: A G graf z csicsanak teljes leemelése olyan z-re
illeszked6 élpdrok egymas utani leemelése, ami utan z izolalt
ponttad valik. Ezutan z-t toroljik.
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Teljes leemelés

Def: A G graf z csicsanak teljes leemelése olyan z-re
illeszked6 élpdrok egymas utani leemelése, ami utan z izolalt
ponttad valik. Ezutan z-t toroljik.

Ttha G = (V + z,E) grafban d(z) paros és
Ag(x,y) > k >2Vx, y € V. Ekkor van z-nek olyan teljes
leemelése, amire a kapott graf k-élosszefiiggd marad.

Biz: Lovasz leemelési tétele miatt z-rél agy emelhetd le egy
élpar, hogy a tétel feltételei a leemelés utdn is teljesiilnek. Ezért
egészen addig emelhetiink le élparokat z-rél a V-beli csticsok
kozotti lokalis k-élosszefliggbség megtartasaval, mig z izolaltta
nem valik. Ekkor z-t torolhetjuk.
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2k-élof grafok eloallitasa.

Cél: A fiilfelbontdsrél kordbban tanultakat &ltaldnositjuk a
tovabbiakban. Emlékeztet6iil: minden 2-él6f grafnak van
fulfelbontdsa, azaz minden elvagd él mentes of graf felépithet6 egy
pontbdl kiindulva fiilek egymds utani felragasztdsaval. Ezt az

eléallitasi tételt és Robbins multkori alkalommal igazolt eredményét
terjesztjiik ki. Mi lehet vajon a fiilfelbontas altalanositdsa? Lassuk.



2k-élof grafok elddllitasa.



2k-élof grafok elddllitasa.

Def: A G graf k élének Gsszecsipése alatt azt értjiik, hogy G
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2k-élof grafok elddllitasa.

Def: A G graf k élének Gsszecsipése alatt azt értjiik, hogy G

k kiilonbozd élét felosztjuk egy-egy csticcsal, és ezeket azonositjuk.
Tetsz. G iranyitatlan multigraf pontosan akkor

2k-élosszefiiggd, ha G eldéllithatd egy pontbdl az alabbi 1épések
alkalmazasaval: (i) él hozzdaddsa, (ii) k db él Gsszecsipése.

Biz: Elégségesség: konnyen ellendrizhetd, hogy a [épések
alkalmazdsa sordn sosem keletkezik 2k-nal kevesebb éli vagas.
Sziikségesség: azt igazoljuk, hogy tetsz. 2k-élof G grif egy ponttd
redukdlhaté élek elhagyasaval és 2k-fokd cstcsok teljes
leemelésével. Egy ilyen redukcié idébeli megforditasa épp a G egy
elodllitdsa a tételben leirt Iépésekkel.
A redukcié végzésekor éleket hagyunk el, mindaddig mig G 2k-élof
marad. Ha bdrmely élt elhagyva G mdr nem marad 2k-élof, akkor
G-nek van pontosan 2k-fokd csticsa is. Ezt a cstcsot teljesen le
tudjuk emelni a maradék grafon a 2k-szoros élosszefiiggdség
megtartasaval. fgy elébb utébb G-t egy csiicsra redukaljuk. [



k-élof iranyitas létezése
Tetsz. G iranyitatlan multigraf élei

pontosan akkor irdnyithatdk tgy, hogy k-élosszefliggb grafot
kapjunk, ha G 2k-élosszefiiggo.
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k-élof iranyitas létezése
Tetsz. G iranyitatlan multigraf élei
pontosan akkor irdnyithatdk tgy, hogy k-élosszefliggb grafot
kapjunk, ha G 2k-élosszefiiggo.

Biz: Sziikségesség: Tekintsiik G egy k-élof graffa iranyitdsat.
Ebben birmely () # X C V(G) ponthalmazba legaldbb k él 1ép be,
és belle legaldbb k él 1ép ki. Ezért dg(X) > 2k, tetsz. X esetén,
azaz G bizonyosan 2k-élof. Elégségesség: Tekintsiik G egy
élbehiizasokkal és k él osszecsipésével torténd el6dllitasat.
Képezzik G egy irdnyitasat gy, hogy az élek behlizdsa helyett az
adott él egy tetszOleges irdnyitdst hizzuk be, az élosszecsipések
soran pedig meg0rizziik az osszecsipett élek iranyitast. Vilagos,
hogy él hozzdadasaval nem keletkezhet k-nal kevesebb élii
irdnyitott vagds. De k él 0sszecsipese nyoman sem adddhat ilyen.
Ha u.i. a vagads mindkét oldaldn van az osszecsipett csticstdl
kiilonbozd cslics, akkor az eredeti grafban is lenne k-ndl kisebb
irdnyitott vagds, és ha az Osszecsipett cstics egymaga a vagas egyik
része, akkor sem. A G igy felépitett irdnyitdsa tehat k-élof. Ol



Ismét jot mulattunk!



