Rendszeroptimalizalas
Zarthelyi feladatok
2024. aprilis 29.

1. Legyen A = {aq, as, as, a4, a5}, B = {b1, by, b3, by, b5} és tegyiik fel, hogy minden 1 <4, j <5 esetén
a; szomszédos b;-vel a G = (A, B; E) paros grafban. Tovabba legyen az {a;, b;} él stlya a balra lathaté
matrix i-edik soranak és j-edik oszlopanak keresztezddésében allo szam minden 1 < 4,5 < 5 esetén.
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a) A p valés paraméter mely értékeire teljesiil, hogy a fenti, jobbra lathaté tdblazatban megadott
c(v) értékek G egy cimkézését hatdrozzak meg?

b) Mennyi G egy minimélis 6sszegii cimkézésében a cimkék Osszege? (Mas széval: ha képzeletben
meghatarozzuk G 0sszes cimkézését — nem csak azokat, amik a fenti tablazatban lathatok — és mindre
osszeadjuk az Gsszes csics cimkéjét, akkor mi az igy kapott szdmok minimuma?)

2. a) Irjuk fel az alabbi, balra ldthat6 linedris programozasi feladat dualisat. (A felirds hasonlé alaki
legyen, mint a primal feladat felirdsa, vagyis ne matrixos alakot hasznaljunk.)

b) Dontsiik el, hogy a (primal) feladat célfiiggvénye feliilrél korlatos-e a megolddshalmazén és ha
a valasz igen, hatarozzuk meg a feladat maximumeértékét.

max{x; + 2xy — x5 + 4xy + T2s5}
ha

1 0 —1 0 1
T1+ X9 — a3+ x4+ 225 < 7 0 —1 1 0 0
3$1+2$2—3I3+$4+3$5§8 A=
-1 1 0 -1 »p
{L‘4+4ZL‘5§7 1 —1 0 1
$4+5$5<8 p

I ZoaxZ Zoaxd 20,1’420,1'5 20

3. A p valés paraméter minden értékére dontsiik el, hogy a fenti, jobbra lathaté A matrix totdlisan
unimodularis-e.

4. Egy probléma bemenete a k pozitiv egész szam. Dontsiik el, hogy a probléméra adott alabbi
lépésszamu algoritmusok polinomialisak-e.

a) k? b) (log k)s*

c) log(k'os*) d) (log k)'eeloek

5. Tekintsiik a maximalis paros részgraf keresésére tanult masodik approximéciés algoritmust (ahol a
csticsokat egyesével, egymds utén helyezziik el). Dontstik el, hogy eléfordulhat-e, hogy az algoritmus
kimeneteként kapott paros részgraf mérete pontosan az optimum fele, ha a bemeneti graf egy

a) 12 cstcsu fa;

b) 13 cstcst fa.

A feladatok megoldasahoz segédeszkoz nem hasznalhato. A megolddsokat indokolni kell, puszta ered-
ménykozlésért nem jar pont.

Kérjiik, hogy minden feladat kiilon lapra keriiljon. A lapok tetején jol lathatéan legyen feltiintetve
a név, a Neptun-kod és a feladat sorszama.

A rendelkezésre all6 munkaido6 90 perc. Minden feladat 12 pontot ér. Az aldirashoz sziikséges minimalis
pontszam 24. Elégséges megajanlott jegyhez legalabb 33, kozepeshez 42, jéhoz 51 pontot kell elérni.



Rendszeroptimalizalas
Zarthelyi feladatok — pontozasi ttmutaté
2024. aprilis 29.

Altaldnos alapelvek.

A pontozasi utmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsdnak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli.

Az ttmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodd
gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldés egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példdul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa
nélkil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valoban
szerephez jut).

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy
feladatra tobb, egymastol lényegesen kiillonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhato
pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithetd, akkor
a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott
van helyes és (Iényeges) hibét tartalmazo is, tovibba a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé
melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljik (akkor is,
ha ez a pontszam 0).

Az dtmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatdk. Az dtmutatdban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximélis pontot ér.

Az 1. feladat megoldasa. a) A tanult definici6 szerint ¢ pontosan akkor cimkézés, ha minden

e ={a;,b;} élre c(a;) + c(bj) > w(e) teljesiil. (0 pont)
Ez a feltétel 1 <4, j <4 (vagyis a matrix bal fels6 4 x 4-es részmatrixanak megfelelé 16 élre) valoban
teljesiil is, ez gyorsan ellenérizhetd. (1 pont)

A graf tovdbbi 9 élére pedig sorban (az as-re illeszkedd élekkel kezdve, majd a maradék bs-re
illeszkeddkkel folytatva) ap+5>6,p+0>1,p+5>5,p+1>2, p+(4—p) >4, 1+ (4—p) > 2,

1+(4—-p)>1,44(4—p)>5és 3+ (4—p) > 3 feltételeket kapjuk. (2 pont)
Ezekbél sorbanap > 1, p>1,p>0,p>1,p <3, p <4, p <3ésp <4 korlitok adédnak (és
p+ (4 —p) > 4 semmitmondo). (1 pont)
Igy ¢ pontosan akkor alkot cimkézést, ha 1 < p < 3. (2 pont)

b) A megadott ¢ cimkézésben a cimkék 6sszege 24 (minden 1 < p < 3 esetén), (0 pont)
igy a keresett minimum legfljebb 24. (1 pont)
G-ben teljes parositast alkotnak az {a1,bs}, {az, b3}, {as, b1}, {as,bs} és {as, b5} élek, ennek az Ossz-
stulya 1 +6+9+4+4 = 24. (1 pont)
A tanultak szerint G-ben barmely teljes parositas 6sszstlya legfoljebb annyi, mint tetszéleges cimké-
zésben a cimkék Osszege. (1 pont)
Kovetkezik, hogy G minden cimkézésében a cimkék 6sszege legaldbb 24. (2 pont)
Ezért a keresett minimum értéke pontosan 24. (1 pont)

Megjegyzés. Bar ennek a dokumentalasa (a fentiek szerint) nem feltétlen része egy teljes értékii megol-
désnak, de a b) kérdés megvalaszolasahoz szitkséges 24 6sszsilyn teljes parositds megtaldldsat segitheti,
hogy abban a tanultak szerint csak szoros élek lehetnek — vagyis olyanok, amikre c(a;) + ¢(b;) = w(e)
teljesiil.

A 2. feladat megoldasa. a) A megadott linedris programban a valtozok nemnegativitdsa is szerepel
a feltételek kozott, ezért érdemes azt max{cx : Az < b,x > 0} alakinak tekinteni, ahol

1 1 -1 1 2 7
3 2 -3 1 3 8
A: b:
00 0 1 41| 7| (1 pont)
00 015 8
c— (12—147)
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Most a dudlist a tanult min{yb : yA > ¢,y > 0} alakban irhatjuk. Ezt részletezve:

min{7y; + 8y + Tys + 8ys}
ha

Y1+ 3y2 > 1

Y1+ 2y > 2

—y1 —3y2 > —1
Y1+Y2+ys+ys >4
201+ 3y2 +4ys +5ys > 7

y1 20,922 0,y3 20,94 >0

(5 pont)

A dudlis felirdsaért jaré 5 pontbél minden lényeges elvi hiba (igy példdul egyenl6tlenségek helyett
egyenletek szerepeltetése, a nemnegativitasi feltételek elmaradasa, a célfiiggvény hianya vagy minima-
lizalas helyett maximalizalas el6irdsa) 4 pont levondst jelentsen.

A primaél feladatot felfoghatjuk max{cx : Az < b} alakunak is és erre hasznalhatjuk a dudlis eredeti
definici6 szerinti alakjat, vagyis a min{yb : yA = ¢,y > 0} alakot. Ekkor a valtozok nemnegativitdsét
el6ird ot egyenlétlenség is az Ax < b rendszer része, vagyis A-nak és b-nek 9 sora van. Ennek meg-
felel6en a dudlis egy 9 valtozos linearis program — ami azonban a tanultak szerint ekvivalens a fent
kapottal. Lényeges elvi hibanak szamit viszont az (és igy a fentebb irt 4 pont levonas vonatkozik ra),
ha valaki a dudlisnak nem a megfelel6 alakjat hasznélja a primal altala vélasztott matrixos alakjahoz.

b) A dudlis feladat elsé és harmadik egyenl6tlenségébél egyiitt az y; + 3y = 1 egyenlet kovetkezik.
Ebbdl y; = 1 — 3ye, amit a mésodik egyenlétlenségbe helyettesitve yo < —1 adddik. (Ugyanerre

juthatunk egyszertibben is a dudlis masodik és harmadik egyenlétlenségét dsszeadva.) (1 pont)
Ez ellentmond a dudlis y, > 0 feltélének, igy a dudlis rendszere nem megoldhato. (2 pont)
Mivel a primal feladat rendszere megoldhatd, hiszen példaul z; = ... = x5 = 0 megoldasa, (0 pont)

ezért a dudlis rendszerének megoldhatatlansdgdbol a tanultak szerint (pontosabban: akar a ,,3-kalitkés
tétel”, akar a dualitastétel miatt) adodik, hogy a primal feladat célfiiggvénye nem feliilrél korlatos a
megoldashalmazan. (3 pont)

A 3. feladat megoldésa. A definiciébdl kozvetlentl kovetkezben (illetve az eléaddson elhangzottak

szerint) egy totalisan unimoduldris métrix minden eleme 1, —1 vagy 0. igy csakap=1,p=—1és
p = 0 értékeket kell megvizsgalnunk, minden mas esetben A biztosan nem TU. (2 pont)
-1 1
Ha p = 1, akkor A jobb alsé 2 x 2-es részméatrixanak a determinansa L 117 —2, igy A nem TU
(mert van 1-t6l, —1-tél és 0-t6l kilénbozé determindnsi négyzetes részmatrixa). (2 pont)
Ha p = -1, akkor az A négy sarka altal alkotott 2 X 2-es részmatrixanak a determinansa
1 1
| 1 1 ‘ = —2, igy A megint nem TU. (2 pont)
Megmutatjuk, hogy a p = 0 esetben viszont A totalisan unimodularis. (0 pont)

A-nak a bal fels6, 3 x 3-as négyzetes részmatrixat jelolje Ag. Ekkor Ag egy iranyitott graf illeszkedési
matrixa: valéban, ha a hadrom sornak sorban az w,v,w csticsok felelnek meg és a grafban az (u,w),
(w,v) és (v,u) élek szerepelnek (vagyis a graf egy korbeiranyitott haromszog), akkor az élek ebben a
sorrendben Ay harom oszlopat hozzak létre az illeszkedési matrix definicidja szerint. (1 pont)
A tanult tétel szerint minden irdnyitott graf illeszkedési matrixa TU, igy Ay is az. (1 pont)
Adjunk hozza Ap-hoz egy 1j, negyedik oszlopot, aminek az utolsé eleme 1, a folotte allo két eleme 0.
A tanult lemma szerint a kapott métrix is TU. Most ezt az 0j oszlopot szorozzuk meg (—1)-gyel. Ez
ismét a tanult lemma szerint megint nem rontja el a TU tulajdonsagot. (1 pont)
majd ezt a sort szorozzuk meg (—1)-gyel. Ez a két miivelet a szintén megérzi a TU-sdgot a tanult
lemma szerint. (1 pont)
Az igy kapott 4 x 4-es matrixhoz végil vegylink hozza egy 1j, 6todik oszlopot, aminek az els6 eleme
1, a tobbi 0. A méar alkalmazott tulajdonsig szerint tovabbra is TU matrixot kapunk. (1 pont)
Mivel ezzel éppen A-t kaptuk meg a p = 0 esetben, ezért ennek a TU-sagat valoban belattuk.(1 pont)
Igy A a p = 0 esetben totdlisan unimoduldris, a p ésszes tobbi értékére viszont nem az. (0 pont)
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A 4. feladat megoldasa. A bemenet mérete n := |logk| + 1, de nyugodtan szamolhatunk

n = log k-val, ez a polinomialitast nem befolyéasolja. (1 pont)
a) k* = 22" {gy ez a 1épésszam nem polinomidlis. (1+1 pont)
b) (log k)l°s* = p" igy ez a 1épésszam sem polinomidlis. (141 pont)
c) A logaritmusfiiggvény ismert azonossdga szerint log(k'°e*) = log k-log k = n?, igy ez a 1épésszam
polinomialis. (14141 pont)
d) (log k)leloek — plogn (1 pont)
igy ez a lépésszam nem polinomidlis, (1 pont)
mert logn végtelenhez tart, ha n végtelenhez tart, (1 pont)
igy nem léteznek olyan c;, ¢, konstansok, melyekre n'°8™ < ¢;n°? minden n-re teljestil. (1 pont)

Az 5. feladat megoldasa. A fik paros grafok, ( )
igy a kérdéses optimum a fa élszama, vagyis az a) feladatban 11, a b) feladatban 12. ( )
Az a) esetben igy az optimum felét nem adhatja az algoritmus, hiszen az nem egész szdm. (1 pont)
A b) esetben el6fordulhat, hogy az algoritmus 6 él{i paros részgrafot talal. ( )
Legyen F' (példaul) egy 13 cstcsu csillag. ( )
Ha a 12 foku csticsot utolsonak helyezziik el, akkor a korabbiak helyérdl tetszésiink szerint donthettink,

hiszen semelyik kettd sincs Osszekotve, (2 pont)
igy eléfordulhat, hogy 6 csticsot tesziink A-be és B-be is. (2 pont)
Az utolsé cstcs helyétdl fuggetlentil ekkor csakugyan 6 él megy a két osztaly kozott. (1 pont)



