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1. Irjuk fel a jobbra lathato linearis egyenlGtlenség-

rendszert Ax < b alakban, majd bizonyitsuk be a 7x1 — 3wy + 9r3 — Sy 2> 1
Farkas-lemma felhasznalasaval, hogy a rendszer nem T1 — 824 =5

megoldhato! (Vagyis adjunk meg egy vektort és mu- T1— Ty w3 — 1y <1
tassuk meg rola, hogy ez a Farkas-lemma értelmében T+ w3 — 3wy < 1

bizonyitja a rendszer megoldhatatlansagat!)

2. Tekintsiik a kovetkezo kéttermékes folyamfeladatot: ma-
ximalizalando6 az Osszfolyamérték a jobbra lathatd dbra ha-
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fel ezt a feladatot linearis programként (vagyis adjunk meg
egy olyan linearis programozasi feladatot, amelynek a
megoldasa ekvivalens a megadott kéttermeékes folyam feladattal)! A keresett lineéris prog-

ramot ne méatrixos alakban adjuk meg, hanem vezessiink be a feladat szempontjabol re-
levans valtozokat és ezek segitségével irjuk fel. (A folyam feladatot tehat nem sziikséges
megoldani, a feladat csupéan a linearis programként valo megfogalmazas. )

3. Koordinatézza az alabbi méatrix a valos szamok teste {6lott az M, matroidot. Bizo-
nyitsuk be, hogy M, az x minden nemnegativ értéke esetén grafikus. Igaz-e ugyanez az
allitas x negativ értékeire is?
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4. Az alabbi két graf az {a, b, c,d, e} halmazon két grafikus matroidot definial, azonban
a masodik graf két élérdl ,yvéletleniil” lemaradt a c, illetve az e betd. Eldonthets-e azért,
hogy a két matroid Osszege grafikus-e?

5. Adjunk olyan 2-approximacios algoritmust egy Osszefiiggd graf maximalis élszamu
paros részgrafjanak keresésére, amely paros graf bemenetekre optimélis megoldéast ad.

Az algoritmus miikodését szemléltessiik is egy tetszéleges Osszefiiggs, 8 csiicsi, 8 éld,
nem paros, egyszeri grafon.

6. Igaz-e, hogy a Steiner-fa probléma polinom idében megoldhato, ha a Steiner-pontok
halmaza legfeljebb 2logn elemt, ahol n a graf csticsainak szdma?

A feladatok megoldasahoz segédeszkdz nem hasznalhaté. A rendelkezésre allo munkaids 90 perc.

Nem sziikséges minden feladatot kiilon lapra irni, de kérjiik, hogy a beadott dolgozat szétvalaszthato
legyen 3 részre: az 1-es/2-es, a 3-as/4-es, illetve az 5-6s/6-o0s feladatparokra.



A zarthelyi feladatok megoldasa

Az 1. feladat megoldasa. A rendszer matrixos alakja Az < b, ahol
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A= -1 0 0 8 és b= -5
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A Farkas-lemma értelmében az Ax < b megoldhatatlansagat egy olyan y = (y1, Y2, Y3, Y4, Ys) sorvektor
bizonyitja, amelyre yA = 0, y > 0 és yb < 0. Ezt részletesen kiirva a kovetkezd feltételeket kapjuk:

(1) —Tyi+y2—ys+ya+ys =0
(2) 3y1—ys =0
(3) 9y +ys+ys =0
(4) 5y1 — 8(y2 — y3) —ya — 3ys = 0
(5) 11 >0,92>0,y3>0,y4 >0, 95 >0
(6) —n+5(y2 —ys) +ya+ys <0

Legyen y; = « valamilyen a > 0 értékre. Ekkor (2)-bél y4 = 3a. Ezt felhasznalva (3)-bol ys5 = 6av.
Ezekbdl és (1)-bol yo —ys = —2a. Ha viszont yy, . . ., y5 értékeit ugy valasztjuk, hogy az eddig kapott fel-
tételeknek (és yo,y3 > 0-nak) megfeleljenek, akkor ezekbdl mar (4) és (6) automatikusan teljesiil: errdl
egyszert behelyettesitéssel meggyézddhetiink (utobbi esetben (—2a) a kifejezés értéke). Igy a rend-
szer megoldhatatlansagat bizonyitja a Farkas-lemma értelmében minden, a fenti feltételeknek megfelelé
vektor, példaul y = (1,0,2,3,6).

Az 2. feladat megoldasa. A tobbtermékes folyamfeladat tanult definicioja szerint minden élhez 2
valtozot kell bevezetniink: jelolje z1; az e; élen az 1-es termékbdl (s1-bél t1-be) mend folyam mennyiségét
és hasonloan xq; jeldlje a 2-es termékbdl e;-n folyd mennyiséget. Ezek a valtozok természetesen mind
nemnegativak: x;; > 0 minden 1 <¢ <2 ¢és 1 < j <7 esetén.

Valojéban a 14 valtozo koziil a ,folyam megmaradasi” feltételek miatt 4 értéke garantéltan O:
Top = To3 = 19 = o7 = 0 (hiszen példaul s;-be nem lép be él, igy az s1-b6l kimend éleken a 2-es ter-
mékbdl nem mehet pozitiv folyam). Ezzel az s; és ty cstcsokra vonatkozd megmaradéasi feltételek mar
teljesiilnek is (hiszen s;-nél az els6 termékre, to-nél a masodikra nincs ilyen feltétel). A t6bbi cstcsra vi-
szont fel kell irnunk a megmaradasi feltételeket: v-nél x5+ 15— 211 — 214 = 0 8 Lo+ o5 — To —Xog = 0,
S9-1nél x16 + 14 — 13 = 0, tovabba t1-nél xo7 — x95 — 196 = 0.

Végiil minden élre fel kell irnunk a ra vonatkozo kapacitas feltételt: xqq + 291 < 2, X190 + 220 < 1,
T3+ o3 < 1, iy + 104 < 1, 215 + Xo5 < 2, w16 + W26 < 2, Ty7 + 27 < 1.

Ezzel a folyamértékekre vonatkozo Osszes feltételt felirtuk, mar csak a célfiiggvény van hatra: a két
folyam nagysagat s;-nél, illetve sp-nél mérve, maximalizalando az x11; + x13 + Tog + X9 — T3 Kifejezés
értéke.

Az 3. feladat megoldasa. Jelolje a matrix oszlopait sorban a, b, ¢ és d. Az M, matroid megismerésé-
hez azt kell megvizsgalnunk, hogy (x kiilonb6z6 értékeire) mely oszlophalmazok linearisan fiiggetlenek.
Mivel az oszlopok térvektorok, egyiittesen nyilvan linearisan 6sszefliggék. S6t, mar az {a, ¢, d} halmaz is
Osszefliggd — amirdl legegyszertibben az altaluk alkotott 3 x 3-as matrix determinédnsanak kiszamitasaval
gy6zédhetiink meg (ugyanis ez 0). Hasonloan, az {a, b, c}, {a,b,d}, illetve {b, ¢, d} halmazoknak megfe-
lel6 determinansokat kiszamitva sorban a —3z — 3, a —x — 1, illetve a —5x — 5 értékeket kapjuk. Igy
tehat az x = —1 értékre ezek mind Osszefliggbek, x # —1 esetén viszont egyikiik sem. Koévetkezésképp
x # —1 esetén (és igy minden nemnegativ x-re) M, grafikus: reprezentalja az a graf, amelyben {a, ¢, d}
haromszoget alkotnak és b errdl ,lelog”. Az v = —1 esetben viszont M, az Ujs-vel izomorf, igy nem
grafikus (vagyis az allitas negativ z-ekre nem mindig igaz).



Az 4. feladat megoldasa. Jelolje sorrendben M; és My a két graf kormatroidjat. Az My vV M,
Osszegmatroid rangja biztosan 3 lesz: ekkora fiiggetlen halmazt nyilvan kaphatunk egy M; és My-beli
unidjaként (példaul: {a,b,d} = {b} U {a,d} vagy {a,c,d} = {c} U{a,d}), de nagyobbat biztosan nem
(mert M, rangja 1, Moy-¢ 2).

A feladat kérdésének megvélaszolasdhoz csak két esetet kell megvizsgalnunk: az elsé6ben e hurokél és
¢ parhuzamos d-vel, a masodikban forditva. Mindkét esetben elég megtaldlnunk a bazisokat, vagyis a 3
elemi fiiggetleneket.

Az els6 esetben {e} Gsszefiiggs (vagyis e hurok), mert mindkét matroidban az. Maradnak tehat az
{a, b, ¢, d} harom elemt részhalmazai. Ezek kozil {b, ¢, d} 6sszefiiggs: d M-ben hurok, ezért 6t My-bél
kellene kivalasztani és hasonlé okokbol b-t M;-bél — de akkor c-t mar egyikbdl sem vélaszthatjuk ki.
Viszont {a, b, ¢, d} t6bbi harom elemt részhalmaza mar fiiggetlen MV Ms-ben: {a, b, d}-r6l és {a, ¢, d}-
8l ezt méar fentebb lattuk, tovabba {a, b, ¢} = {b} U{a, c¢}. Mindez azt mutatja, hogy M;V M, grafikus:
reprezentalja egy olyan graf, amelyben {b, ¢, d} haromszoget alkot, a errdl "lelog”, e pedig hurokeél.

A maésodik esetben méar a 2 elemii halmazok sem mind fiiggetlenek: {b,c} és {d, e} is Gsszefiiggs,
mert b és ¢ Mo-ben hurkok és M;-ben kért alkotnak, d és e esetében pedig forditva. Igy a bazisok csak
olyan harom elemt halmazok lehetnek, amelyek {b, c}-bél és {d, e}-bdl egy-egy elemet, valamint még a-t
tartalmazzak. Az ilyen halmazok viszont mind fiiggetlenek is: {a, b, d}-r6l és {a, ¢, d}-r6l ezt mar fentebb
lattuk, tovabba {a,b,e} = {b} U {a,e} ¢és {a,c,e} = {c} U{a,e}. Igy My V M, ebben az esetben is
grafikus: reprezentalja példaul egy olyan hatpontu graf, mely a {b, ¢}, illetve {d, e} parhuzamos élparok
és az a €l pontdiszjunkt unidja.

Vagyis M; V My mindenképp grafikus.

Az 5. feladat els6 megoldasa. A graf csicsait sorban, egyesével két osztalyba soroljuk az oran
tanult algoritmus szerint, azaz egy tjonnan érkezd cstucsot abba az osztalyba helyeziink, ahol kevesebb
(nem t6bb) szomszédja van. Lattuk, hogy ez az algoritmus 2-approximacios. Ha a cstcsokat olyan
sorrendben vessziik, hogy az aktualisan mar elhelyezett csticsok mindig Osszefiiggs részgrafot alkossanak,
akkor az egy osztalyba keriils cstuicsok kozt lesz (paros hosszi) ut a grafban, igy semelyik kettd nem
lehet szomszédos, ekkor ugyanis lenne a grafban paratlan kor, ami paros grafban lehetetlen. Ebben
a sorrendben véve tehdt a cstucsokat, minden él bekeriil a paros részgrafba, igy a kapott megoldas
optimalis lesz. Azt kell még belatnunk, hogy a kérdéses tipusi sorrend létezik és elGallithatdé polinom
idében: példaul szélességi vagy mélységi kereséssel is ilyen sorrendhez jutunk.

Az 5. feladat masodik megoldasa. Egyszertibb megoldés, ha elgszor ellendrizziik, hogy a kapott graf
paros-e (szélességi kereséssel, polinom id6ben). Ha igen, akkor a kimenet maga a graf lesz, ellenkezd
esetben az oran tanult algoritmusok valamelyikét (pl. az els§ megoldasban leirtat) hajtjuk végre. Paros
grafokra optimaélis, mas grafokra 2-kozelité algoritmust kapunk, ami nyilvin polinom idében fut.

Az 6. feladat megoldasa. Legyen a Steiner-pontok halmaza S, a terminélok halmaza T, az optimalis
Steiner-fa F'. F' tartalmazza 7" minden cstcsat és S cstucsainak egy R részhalmazat (ami lehet tires is).
A T U R halmazok &ltal feszitett részgrafokon minimalis feszitéfat keresve tehat megtalaljuk az F' fat
vagy egy masik, vele azonos stlyt Steiner-fat. A szébajové R halmazok szama 2! = n? ami a bemenet
meéretében polinomialis, az egyes esetek lépésszama pedig (pl. a Kruskal-algoritmust hasznalva) szintén
polinomélis. A kapott fak koziil a minimalis Osszsilyut véve tehat polinomialis algoritmust kapunk a
legkisebb koltségt Steiner-fa meghatarozéasara.



