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max{9z, + 225 + 3x3}

1. a) Trjuk fel a jobbra lathato linearis programozasi fel- ha,
adat dualisat. (A felirds hasonl alaki legyen, mint a 521 — 29 < 0
primal feladat felirdsa, vagyis ne méatrixos alakot hasz- T — T9 — 203 > —2
naljunk.) 211 — a3 < 0

b) Igaz-e, hogy a (primél) feladat maximumértéke 67 71 >0

2. Tekintsiik a kovetkezo minimalis koltségli folyam feladatot: az alabbi abran lathato
gratban keresiink az s-bdl t-be mend, 6 értékii folyamok kozott minimaélis koltségiit,
ha az élekhez tartozd c(e) kapacités és k(e) koltség értékek az alabbi tablazatban
lathatok. A feladatot egy LP szolver programmal megoldva azt kaptuk, hogy a mini-
malis koltségii folyam koltsége 16 és az élekhez tartozé z(e) folyamértékek szintén az
alabbi tablazatban lathatok. Hatarozzuk meg a tablazat hianyzo, O-val jelolt értékeit.
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3. Tekintsiik a maximalis paros részgraf keresésére tanult els6 approximaciés algorit-
must (melyben a csticsok halmazat kezdésként tetszélegesen kettéosztjuk). Dontsiik
el, hogy el6fordulhat-e, hogy az algoritmus kimeneteként kapott paros részgraf élsza-
ma pontosan az optimum fele, ha a bemeneti graf egy 13 cstcsu fa.

4. Futtassuk le és dokumentaljuk a jobbra lathaté e b C
grafra a minimalis lefogd ponthalmaz probléma ko- ®
zelitésére tanult két algoritmust (kiillon-kilon) tgy,
hogy a kapott kimenet az adott algoritmus altal ad-
hato legkisebb lefogd ponthalmaz legyen és dontsiik o
el, hogy optimalis megoldasokat kaptunk-e. f d

a

5. Legyen a Steiner-fa probléma egy bemenete az eloz6 feladat grafja, minden él
sulya 1, T = {c,d, e}. Futtassuk le és dokumentéljuk ezen a bemeneten a tanult
approximacios algoritmust és allapitsuk meg, hogy optimélis eredményt ad-e.

A feladatok megoldasahoz segédeszkoz nem hasznalhato. A megoldasokat indokolni kell, puszta ered-
ménykozlésért nem jar pont.

Kérjik, hogy minden feladat kiilon lapra keriiljon. A lapok tetején jol lathatéan legyen feltiintetve
a név, a Neptun-kod és a feladat sorszama.

A rendelkezésre all6 munkaido6 90 perc. Minden feladat 12 pontot ér. Az aldirashoz sziikséges minimalis
pontszam 24. Elégséges megajanlott jegyhez legalabb 33, kozepeshez 42, johoz 51 pontot kell elérni.



Rendszeroptimalizalas
Pétzarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2024. majus 23.

Altaldnos alapelvek.

A pontozasi ttmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutato
minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsol6dd
gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldés egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. fgy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut).

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy
feladatra tobb, egymastél 1ényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhato
pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithetd, akkor
a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott
van helyes és (lényeges) hibat tartalmazoé is, tovabba a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megold6
melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljik (akkor is,
ha ez a pontszam 0).

Az utmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatdk. Az utmutatoban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximéalis pontot ér.

Az 1. feladat megoldéasa. a) A megadott linearis program max{cz : Az < b} alaki, ahol

5 =1 0 0
-1 1 2 2
A= , b= ,
2 0 -1 0 (1 pont)
-1 0 O 0

c= (9 2 3).
A dudlist a tanult min{yb : yA = ¢,y > 0} alakban irhatjuk. Ezt részletezve:
min{2ys}
ha
SY1 — Y2+ 2ys —ya =9
—Y1 Y2 =2
2yp —ys =3
120,922 0,y3 20,94 20

(5 pont)

A dudlis felirdsaért jaré 5 pontbdl minden lényeges elvi hiba (igy példaul egyenletek helyett egyenl6t-
lenségek szerepeltetése, a nemnegativitasi feltételek elmaradasa, a célfiggvény hianya vagy minimali-
zalas helyett maximalizalas el6irdasa) 4 pont levondst jelentsen.

b) Tegytik fel, hogy a primdl feladat maximumértéke 6. Ekkor a dualitdstétel miatt a dudlis mini-

muma is 6, (1 pont)
mert ebben az esetben a primal feladat megoldhatdsaga és a célfiiggvény feliilrol korlatossaga teljestil,
igy a dualitdstétel alkalmazhato. (1 pont)
Vegytik ezért a duélis feladat egy optimalis megoldasat: y* = (1, y2, Y3, y4). Ebben tehdt yo = 3, mert
2y, = 6 kovetkezik abbdl, hogy a dualis célfiiggvénye y*-on 6-ot vesz fel. (1 pont)
gy a dudlis feladat masodik, illetve harmadik egyenletébél y; = 1, illetve y3 = 3 adédik. Ezeket a
dualis feladat els6 egyenletébe visszahelyettesitve kapjuk, hogy y4s = —1. (1 pont)
Mivel ez nem felel meg a y; > 0 feltételnek, ezért ellentmondasra jutottunk, (1 pont)
igy a primal feladat maximumértéke nem 6, az allitds hamis. (1 pont)

(Megjegyezziik, hogy a b) kérdésre elvileg helyes megoldés volna az is, hogy megadjuk a feladatnak
egy olyan megoldasat, amin a primal célfiiggvénye 6-nal nagyobb értéket vesz fel. Bar ilyen megoldas
létezik (ugyanis a primal maximumértéke 6,25), de a megtalalasa szamit6gép hasznalata nélkiil nagyon
kortilményes volna.)



A 2. feladat megoldasa. Mivel a folyam értéke 6, ezért x(es) + z(e;5) + x(eg) = 6 (1 pont)
(mert ismert, hogy a folyam értéke a t-be érkez6 (nettd) folyammennyiségként is megkaphato).(0 pont)
Ebbdl z(e5) =1 és z(eg) = 3 miatt z(eq) = 2. (1 pont)
Az a cstcesra teljesiild folyammegmaradési feltételbdl z(es)+x(es) = x(ey). Mivel z(ey) = 3 és x(eq) = 2
mar ismert, ebbdl z(ez) = 1. (2 pont)

Mivel a folyam koltsége 16, ebbél x(e1) + 3z(e2) + 22 (eq) + 3x(e5) + x(eg) = 16 addodik (a tablazatbeli
k(e) értékek alapjan). Ebbél és a mar ismert x (e ), z(eq), z(e5) és x(eg) értékekbol x(ey) = 1.(4 pont)
A ¢ csticsra felirt folyammegmaradasi feltételbdl x(es) +z(e7) = z(e2) +x(e3), amibdl (és a mar ismert
folyamértékekbél) x(e7) = 1. (2 pont)
Végiil a b csticsra felirt folyammegmaradasi feltételb6l hasonldan kapjuk, hogy z(eg) = 2. (2 pont)
(x(es) értéke megkaphaté az x(e1) + x(e2) + x(eg) = 6 egyenletbdl is, ami ismét abbdl adédik, hogy a
folyam értéke 6 a folyamérték definicigja szerint.)

A 3. feladat megoldasa. Megmutatjuk, hogy a valasz a feladat kérdésére nemleges. Az algoritmus
el6szor két részre osztja a graf csicshalmazat és a keresztbe mend éleket veszi be a paros részgrafba,
majd a kettéosztast tobb korben tigy modositja, hogy ha van olyan cstcs, melybdl tobb él megy a
sajat a csoportjaba, mint keresztbe, akkor ezt a csticsot athelyezi a masik osztalyba. (1 pont)
(Ez az 1 pont persze akkor is megadhaté, ha valaki expliciten nem irja le az algoritmust, de a megol-
déséabol egyértelmiien kideriil, hogy erre gondol.)

A fak paros grafok, igy a keresett optimum a fa élszama, vagyis 12 lesz. (1 pont)
Ha a kimenetként kapott paros részgrafnak 6 éle van, akkor egy d foki csticsbol % élnek kell keresztbe
mennie. (Itt és az el6z6 részpontszamnal sem probléma, ha valaki nem szamolja ki, hogy hany élrél

van sz6 és csak a teljes élszam felérél beszél.) (2 pont)
Valéban: ennél kevesebb nem mehet, mert ekkor nem &llt volna le az algoritmus, (2 pont)
de ennél tobb sem, mert akkor a keresztbe mené élek szama nagyobb lenne, mint 6. (2 pont)
fgy a fa minden cstcsdnak paros fokinak kell lennie, (2 pont)
ami lehetetlen, hiszen minden (legalabb 2 csticsit — ennek hidnydért ne vonjunk le pontot) faban van
1 fokt csics. (2 pont)

Bar a megoldasban nem jut szerephez, de ha valaki megmutatja, hogy az élszdmnak parosnak kell
lennie, az kaphat ezért 1 pontot, ha pedig azt is, hogy élszamnak 4-gyel is oszthaténak kell lennie, az
még 2-t, feltéve persze, hogy ezekkel a pontokkal nem 1épi til az adhaté maximumot.

A 4. feladat megoldasa. Az els6 algoritmus maximalis parositast keres a grafban és az ebben sze-
replé élek végpontjait adja kimenetként. (Ez a pont persze akkor is megadhaté, ha valaki expliciten

nem irja le az algoritmust, de a megoldasabdl egyértelmiien kidertil, hogy erre gondol.) (1 pont)
A kimenet mérete igy mindenképp 2v(G) lesz, tehat mindegy, hogy hogyan futtatjuk az algoritmust
(vagyis melyik maximdlis parositast valasztjuk). (1 pont)
A grafban létezik (egyetlen) teljes parositas, mely az ad,be, ef élekbél all, (1 pont

az els6 algoritmus kimenete tehdt a, b, ¢, d, e, f, vagyis az Osszes csics, ami nem optimélis, (1 pont

a b,d, f pontok (pl.) pedig le is fogjak az Osszes élet, a keresett optimum tehat 3. (1 pont
A masodik algoritmus nem bdévithetd parositast keres oly mdédon, hogy valaszt egy élet, torli a vég-
pontjait, majd a maradék grafban megismétli az eljarast, sit. (Ha valaki csak annyit ir, hogy nem
bovitheto parositast kell keresni, az is elég és itt is érvényes, hogy ha valaki expliciten nem irja le az
algoritmust, de a megoldasabdl egyértelmiien kideriil, hogy erre gondol, akkor megkaphatja a pon-
tot.) (1 pont)
Ha (mondjuk) az ad, be éleket valasztjuk ki, akkor két élii nem bévithetd parositést kapunk, (2 pont)
ekkor a kimenet a,b,d, e lesz, aminél kisebbet nem is lehet kapni ezzel az algoritmussal, hiszen az
optimum 3, az algoritmus pedig mindig paros csicsszamu kimenetet ad. (2 pont)
[gy persze ez a kimenet sem lesz optimalis. (1 pont)
Aki a masodik algoritmust tgy futtatja, hogy nem a lehetséges legkisebb kimenetet kapja meg, az
legfeljebb 2 pontot kaphat erre a részre.



Az 5. feladat megoldasa. Mivel nem teljes grafunk van, a bemenet nem metrikus, igy a megoldast
metrizélassal kell kezdentink. (1 pont)
(Méshogy is indokolhatjuk persze, hogy a bemenet nem metrikus.)

Ehhez meg kell keresniink az 6sszes pontparra a par tagjai kozti legrovidebb utak hosszéat, (1 pont)
de ebbdl valdjaban csak a T-beli csicsok kozti legrovidebb tthosszakra lesz sziikség. (1 pont)
(Ha valaki kiszamolja az 6sszes parra a legrovidebb utak hosszait (helyesen), az természetesen nem
hiba, jar ra a 2 pont.)

Ezek a (¢, d), (¢, e), (d, e) parokra rendre 3,2, 2. (Ezt nem sziikséges indokolni.) (1 pont)
(Széamol4si hibaért csak akkor vonjunk le pontot, ha az T-beli csticsok kozt mené élet érint.)

A metrizdlds utdn ezek lesznek a kérdéses élek stlyai, (1 pont)
igy az algoritmus kovetkez lépésében, amikor a T altal feszitett részgrafban minimélis Osszsulyu
feszit6fat keresiink, a két 2 silyu élet kell valasztanunk (mivel ezek fat alkotnak). (1 pont)
Most az ezen élekhez tartozé legrovidebb utakat kell megkeresniink az eredeti grafban, ezek
c—b—e,d—f—e, (1 pont)
végil ezen utak éleinek unigjaban (1 pont)
kell egy minimalis 6sszsilyu feszit fat keresniink, (1 pont)
ami a be, be, df, ef élekbdl all, ez lesz a kimenet. (1 pont)

A kapott kimenet 6sszsilya 4, ami optimalis lesz, mert a be élnek mindenképp szerepelnie kell (hiszen
csak ez illeszkedik a ¢ termindlra), a maradék élekbdl pedig legalabb harmat kell még bevenniink.
Val6ban, ha a be élet bevalasztjuk, akkor egy d-re illeszked6 él mellett még egy tovabbira is sziikségiink
lesz, ha be-t nem valasztjuk be, akkor pedig minden més él kelleni fog. (2 pont)



