Rendszeroptimalizalas
Potpotzarthelyi feladatok
2024. janius 3.

1. a) Irjuk fel a jobbra lathaté linedris progra-

mozasi feladat dudlisat. (A feliras hasonlé ala- max{—7z1 + 12x5 + 223 + 1874}
ki legyen, mint a primal feladat felirasa, vagyis ha
ne matrixos alakot hasznaljunk.) 2] — 3 > 0
b) Igaz-e, hogy az x1 = 1, 2o = 1, x3 = 2, 32, — 5Ty 4 4x3 4 524 > 0
x4y = —1 valasztassal a primal, az y; = 2, T1 — 4Ty — 6y > 3

Yo = 0, y3 = 3 valasztassal pedig a dualis fel-
adat egy-egy optimalis megoldasat adtuk meg?

2. Dontstik el az alabbi matrixokrol, hogy totalisan unimodularisak-e.

1 1.0 0 0 0
_é?ég 0 0 1 1 0 0
a) Blo o o0 0 1 1
Lol 1 01 0 1 0
-1 000 01 0 1 0 1

3. Egy 4 csticstu kor cstcsai sorrendben a, b, ¢, d. A paros grafok pontos élszinezésére
tanult algoritmus egy futtatdsa soran az ab élet pirosra, a cd élet kékre szineztiik,
a tobbi éllel még nem foglalkoztunk. Fejezziik be a futtatast és a megtett 1épéseket
dokumentaljuk.

4. Futtassuk le és dokumentaljuk a 8 csicst korre a minimalis lefogé ponthalmaz
probléma kozelitésére tanult két algoritmust (kiillon-kiilon) gy, hogy a kapott kimenet
az adott algoritmus altal adhato legkisebb lefogé ponthalmaz legyen és dontsiik el, hogy
optimalis megoldasokat kaptunk-e.

5. Futtassuk le és dokumentaljuk a Steiner-fa probléma kozelitésére tanult approxima-
cids algoritmust az aldbbi bemeneten T = {b, d, f, h} mellett.

A feladatok megoldasahoz segédeszkoz nem hasznalhatd. A megoldasokat indokolni kell, puszta ered-
ménykozlésért nem jar pont.

Kérjiik, hogy minden feladat kiilon lapra keriiljon. A lapok tetején jol lathatéan legyen feltiintetve
a név, a Neptun-kod és a feladat sorszama.

A rendelkezésre all6 munkaid6 90 perc. Minden feladat 12 pontot ér. Az alairashoz sziikséges minimalis
pontszam 24. Elégséges megajanlott jegyhez legalabb 33, kozepeshez 42, johoz 51 pontot kell elérni.



Rendszeroptimalizalas
Poétpotzarthelyi feladatok — pontozasi tatmutato
2024. junius 3.

Altaldnos alapelvek.

A pontozasi atmutatod célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodo
gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
igy példaul az anyagban szerepl6 ismeretek, definicidk, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valoban szerephez
jut).

Részpontszam jar minden olyan Otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra
tobb, egymastdl lényegesen kiillonbozé megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb
részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiikk. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(lényeges) hibat tartalmazé is, tovabba a dolgozatbdl nem dertil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az ttmutatoban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatdk. Az titmutatdban leirttol
eltérd jo megoldas természetesen maximalis pontot ér.

Az 1. feladat megoldédsa. a) A megadott linedris program max{cz : Az < b} alaki, ahol

-2 0 1 0 0
A= -3 5 -4 -5 , b= 0 ,
-1 4 0 6 -3 (1 pont)
c= (—7 12 2 18).
A dudlist a tanult min{yb : yA = ¢,y > 0} alakban irhatjuk. Ezt részletezve:
min{—3ys}
ha
—2y1 — 3ys —yz = —7
S5y + 4ys = 12 (5 pont)
y1 — 4y =2
=5y + 6y3 = 18

y1 > 0,92 > 0,93 >0

A dudlis felirdséért jaré 5 pontb6l minden lényeges elvi hiba (igy példaul egyenletek helyett egyenlétlen-
ségek szerepeltetése, a nemnegativitasi feltételek elmaradasa, a célfiiggvény hidnya vagy minimalizalas
helyett maximalizalds el6irdsa) 4 pont levonést jelentsen.

b) A megadott primél megoldason a célfiiggvényérték —9, (0 pont)
ezért a primal maximuma legalabb —9. (2 pont)
A megadott dualis megoldason is a célfiggvényérték —9, (0 pont)
Ezért a dudlis minimuma legf6ljebb —9. (2 pont)
Mivel a dualitastétel értelmében a primal maximuma és a dualis minimuma egyenlo, igy a fentiek miatt
ez a kozos érték csak —9 lehet. Ebbdl kévetkezik, hogy mindkét megadott megoldas optimélis. (2 pont)

A 2. feladat megoldasa. a) Az els6 és harmadik sorok és oszlopok alkotta 2 x 2-es részmatrix:
-1 1

11 (2 pont)
Mivel ennek a determindnsa (—2), (2 pont)
ezért a matrix nem totélisan unimoduldris. (2 pont)

Ha egy megold6 észreveszi és (a tanult lemmara hivatkozva) helyesen indokolja, hogy a 2. és 4. sor és
oszlop a TU-sag valtoztatasa nélkiil elhagyhaté, azért kaphat 3 pontot akkor is, ha ezt felhasznalva nem
tudja befejezni a megoldast.



b) Ez a matrix annak a paros grafnak az illeszkedési métrixa, aminek az egyik pontosztdlyaban
hérom, a mésikban két csiics van és a két pontosztély kozotti osszes lehetséges (vagyis 3 -2 = 6) ¢l be
van hizva (egy-egy példanyban). Valéban, a matrix els6 harom sora felel meg a 3-as pontosztalynak, az
utolsé kettd a 2-esnek és a méatrix oszlopai sorban a hat élnek. (3 pont)
Mivel minden paros graf illeszkedési matrixa a tanultak szerint TU, ezért ez a matrix is az. (3 pont)

A 3. feladat megoldasa.

A paros graf egyik osztalyaban az a, ¢, a masikban a b, d csticsok lesznek. (0 pont)
Az a és b csticsok egyetlen szabad szine a kék, a ¢ és d csticsok egyetlen szabad szine a piros. (2 pont)
Igy akér az ad (valasszuk mondjuk ezt), akar a be éllel folytatjuk a szinezést, a végpontoknak nem lesz

kozos szabad sziniik. (2 pont)
A kovetkezd 1épés ezért az a (vagy a d, de most valasszuk az a-t) cstics piros-kék komponensében a
piros és kék élek szerepének felcserélése. (2 pont)
A komponens az a, b csiicsokb6l és az ab piros é1bdl all (nem baj, ha valaki a csticsokr6l nem ir). (1 pont)
Ezt az élet szinezziik tehat at kékre. (1 pont)
Ezzel a piros szin szabadda valt a-nél; az ad élet megszinezziik pirosra. (2 pont)
Egy él van hatra, a bc, ennek végpontjaiban a piros szabad szin, igy ezt pirosra szinezziik, amivel az
algoritmus futdsa be is fejez6dott. (2 pont)

A 4. feladat megoldasa. Legyenek a kor csticsai sorban a, b, ¢, d, e, f, g, h. Az els6 algoritmus maximalis
péarositast keres a grafban és az ebben szerepld élek végpontjait adja kimenetként. (Ez a pont persze
akkor is megadhatd, ha valaki expliciten nem irja le az algoritmust, de a megoldasabdl egyértelmiien
kideriil, hogy erre gondol.) (1 pont)

A grafban létezik teljes parositas, pl. az ab, cd, ef, gh élhalmaz, (1 pont)
az els6 algoritmus kimenete tehat a, b, ¢, d, e, f, g, h, vagyis az Osszes csucs. (1 pont)
A gréaf péaros graf, hiszen nincs benne paratlan kor, (1 pont)
igy a minimalis lefog6 ponthalmaz és a maximalis parositds mérete azonos, vagyis mindkett6 4, (1 pont)
igy az els6 algoritmus kimenete nem optimalis. (0 pont)

Persze mashogy is meg lehet indokolni, hogy 7 = 4.

A masodik algoritmus nem bovitheto parositast keres oly moédon, hogy valaszt egy élet, torli a végpont-
jait, majd a maradék grafban megismétli az eljarast, sit. (Ha valaki csak annyit ir, hogy nem bévithet6
parositast kell keresni, az is elég és itt is érvényes, hogy ha valaki expliciten nem irja le az algoritmust,
de a megoldasabdl egyértelmiien kidertil, hogy erre gondol, akkor megkaphatja a pontot.) (1 pont)
Ha (mondjuk) az ab, de, fg éleket valasztjuk ki, akkor 3 élii nem boévithetd parositast kapunk, (2 pont)
ekkor a kimenet a,b,d, e, f, g lesz. (1 pont)
Ennél kisebbet nem is lehet kapni ezzel az algoritmussal. Ha ugyanis talalnank legfeljebb 2 élii nem
bovitheto parositast, akkor a 2 él 4 végpontja lefogd ponthalmaz lenne a grafban, (2 pont)
de 4 csticesal csak akkor tudjuk lefogni az 6sszes élet, ha a cstcsok kézt nincs két szomszédos. (1 pont)
Igy persze ez a kimenet sem lesz optimalis. (0 pont)

Aki a maésodik algoritmust tgy futtatja, hogy nem a lehetséges legkisebb kimenetet kapja meg, az
legfeljebb 2 pontot kaphat erre a részre.

Az 5. feladat megoldasa.Mivel nem teljes grafunk van, a bemenet nem metrikus, igy a megoldast

metrizalassal kell kezdentink. (1 pont)
Ehhez meg kell keresntink az 0sszes pontparra a par tagjai kozti legrovidebb utak hosszat, (1 pont)
de ebbdl valdjaban csak a T-beli csticsok kozti legrovidebb uthosszakra lesz sziikség. (1 pont)

(Ha valaki kiszdmolja az 6sszes parra a legrovidebb utak hosszait (helyesen), az természetesen nem hiba,

jar ra az el6z6 2 pont.)

Ezek a (b,d), (b, f), (b, ), (d, f),(d, h), (f, h) parokra rendre 8,7,7,7,7,2. (Ezt nem sziikséges indokolni.)
(1 pont)

(Szamolési hibaért csak akkor vonjunk le pontot, ha az T-beli csticsok kozt mend élet érint.)

A metrizalds utan ezek lesznek a kérdéses élek sulyai, (1 pont)

igy az algoritmus kovetkezd 1épésében, amikor a T altal feszitett részgrafban minimalis 6sszsulyt

feszitofat keresiink, egy 2 silya és két 7 sulyu élet fogunk kapni, nevezetesen az fh élet és pl. a df, bh



éleket. (1 pont)
Most az ezen élekhez tartozd legrovidebb utakat kell megkeresniink az eredeti grafban, ezek

f—g—h,d—i—f,b—i—h, (2 pont)
végiil ezen utak éleinek unigjaban (1 pont)
kell egy minimélis Osszsulyn feszit6fat keresniink, (2 pont)
ami (pl.) a di,if, fg, gh,bi élekbél &ll, ez lesz a kimenet. (1 pont)

Megjegyzés. Az utolsé 1épésben mindenképp ki kell majd hagyni egy élet az utak éleinek unidjaként
kapott grafbdl, mivel az 6 éll és 6 csicsu lesz. A fenti példaban egy 4 éli kor egyik élét hagytuk el de
van olyan megoldas is, amikor a kor két parhuzamos élbdl all. Ilyenkor is gy6zodjiink meg réla, hogy a
megoldo érti, hogy miért az a kimenet, ami.



