Rendszeroptimalizalas
Potpotzarthelyi feladatok
2022. majus 27.

max{4x; + 3z2}

1. a) Oldjuk meg a jobbra lathato linearis programozasi feladatot. ha
b) Valtoztassuk meg a feladat célfiiggvényét igy: 31 + 21y < 18
max{t-x; + 3z2}. A t valés paraméter mely értékeire telje- 3z + a9 < 15
sill, hogy az 1 = 0, xo = 9 valasztéassal a feladat egy optimaélis 30, — 29 <0
(vagyis a célfiiggvényt maximalizdld) megoldasat kapjuk? 21 >0
2. a) frjuk fel a jobbra lathato linearis programozasi max{3zy + 23}
feladat dudlisat. (A feliras hasonlé alaki legyen, mint ha
a primal feladat felirdsa, vagyis ne matrixos alakot 3z, + 219 + by — 314 < 3
hasznaljunk.) 221 + w9 + 33 — 224 > 2
b) Dontsiik el, hogy a (primal) feladat célfiigg- 279 + 13 < 0
vénye feliilrél korlatos-e a megoldashalmazan és ha x1> 0,29 > 0,23 > 0,24 >0

igen, hatarozzuk meg a feladat maximumértékét.

3. Tekintsiik a kovetkezo minimalis koltségi folyam feladatot: az alabbi abran lathaté
grafban keresiink az s-bol t-be meno, legalabb 6 értéki folyamok kézott minimalis kolt-
séglit, ha az élekhez tartozo c(e) kapacitas és k(e) koltség értékek az alabbi tdblazatban
lathatok. Irjuk fel ezt a feladatot linedris programként (vagyis adjunk meg egy olyan
linearis programozasi feladatot, amelynek a megoldasa ekvivalens a megadott minimalis
koltségii folyam feladattal). A linearis programot ne matrixos alakban adjuk meg, ha-
nem a valtozok, a feltételek és a célfliggvény (az els6 két feladatban latotthoz hasonld
alakt) kifrasaval.
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4. Legyenek egy 6 cstcsu teljes graf csicsai az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamok, az {i,j} €l stlya
legyen min(i, 7) (minden 1 <, j < 6,4 # j esetén). Hajtsuk végre a Steiner-fa probléma
kozelitésére tanult approximéciés algoritmust a grafon 7' = {3,4,5,6} mellett.

5. Egy probléma bemenete az a > 100 egész szam. Dontsiik el, hogy a problémara adott
(loglog log a)'°8198¢ 1épésszamu algoritmus polinomidlis-e.

A feladatok megoldasahoz segédeszkoz nem hasznalhatd. A rendelkezésre all6 munkaido 90 perc. Minden
feladat 12 pontot ér. Az alairdshoz sziikséges minimalis pontszam 24. Elégséges megajanlott jegyhez
legalabb 33, kozepeshez 42, jéhoz 51 pontot kell elérni. Kérjiik, hogy minden feladat kiilon lapra
kertiljon. A lapok tetején jol lathatéan legyen feltintetve a név, a Neptun-kod és a feladat sorszama.



Rendszeroptimalizalas
Poétpotzarthelyi feladatok — pontozasi tatmutato

2022. méjus 27.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megoldaséanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli.

Az ttmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolédd gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban val6ban szerephez jut).

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybol a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy feladatra
tobb, egymastol lényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithetd, akkor a legtobb
részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(lényeges) hibat tartalmazoé is, tovabbéa a dolgozatbél nem dertil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatdban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthaték. Az ttmutatoban leirttél
eltérd jo megoldas természetesen maximéalis pontot ér.

Az 1. feladat megoldasa.
a) A feladat megoldashalmazat koordindtarendszerben abrazoljuk. Az els6, masodik, illetve harmadik
egyenlotlenség megoldashalmaza sorra a barna és kék egyenesek alatti, illetve a zold egyenes feletti fél-
sikok, az x1 > 0 egyenlotlenségé pedig nyilvan az xo tengelytol jobbra eso félsik. Ezeknek a metszete a

megoldashalmaz, amit az dbran a sziirkével jelolt haromszog abrazol.
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Azok a pontok, amiken a celfuggveny a (tetszolegesen rogzitett) p értéket veszi fel, a 4y + 3ry = p
egyenest alkotjak. Atrendezve: o, = L — gscl fgy az egyenes meredeksége (p-t6l fuggetlenul) >. Példaul
a p = 18 értékre az egyenest az dbran pirossal abrazoltuk. (1 pont)

p novelésére a piros egyenes ,,6onmagaval parhuzamosan” felfelé csiszik (mert a meredeksége véltozatlan).
A kérdés az, hogy p-nek mi az a legnagyobb értéke amelyre még metszi a megoldashalmazt. (1 pont)
Mivel a piros egyenes meredeksége mindig —% es igy nagyobb (— ) nél, a barna egyenes meredekségénél,
ezért ez arra a p-re kovetkezik be, amelyre a piros egyenes athalad a barna egyenes és az xo-tengely
metszéspontjan, vagyis a (0;9) ponton. (1 pont)
A célfiiggvény tehat az 1 = 0, x9 = 9 értékekre veszi fel a maximumat, a maximumérték pedig p =
4-043-9=27. (1 pont)
(Azt a tényt, hogy az optimumbhely val6ban az (0; 9) pont indokolhatjuk azt a szemlélet alapjan nyilvanvalo
tényt felhasznalva is, hogy a célfiiggvény optimuma biztosan felvétetik a megoldashalmaz valamelyik
csucsan. Ezeket meghatdrozva: (0;9), (2;6), (0;0). Ezeken kiszamitva a célfiggvény értékét sorra a 27,
26, 0 értékeket kapjuk, amelyek koziil valéban a 27 a legnagyobb.)



b) Az a) rész gondolatmenetét kovetjik: (0;9) pont akkor lesz maximumbhely, ha a t - zy + 3z9 = p
egyenletii piros egyenes meredeksége nagyobb (—2)-nél, a barna egyenes meredekségénél. (3 pont)
A t-x; + 3xy = p egyenletli piros egyenes meredeksége —é, amibdl tehat —% > —% adodik. (2 pont)
Ebbdl ¢ < 5. A (0;9) pont tehdt a ¢ < 2 paraméter értékekre maximalizalja a célfiiggvényt. (1 pont)
(A b) kérdés is megvalaszolhaté a megoldashalmaz csicsainak végigvizsgalasan alapul6 gondolatmenettel.)
A 2. feladat megoldasa.

a) A megadott linedris programban a valtozok nemnegativitdsa is szerepel a feltételek kozott, ezért
érdemes azt max{cx : Ax < b,x > 0} alakinak tekinteni, ahol

3 2 5 -3 3
A= | =2 -1 =3 2|, b=| -2,
0 2 1 0 0 (2 pont)

c= (0 3 1 0).

(Amint lathaté, a masodik egyenl6tlenséget megszoroztuk (—1)-gyel.)
Most a dudlist a tanult min{yb : yA > ¢,y > 0} alakban irhatjuk. Ezt részletezve:

min{3y; — 2y, }

ha

3yr —2y2 > 0

20 —y2+2y3 > 3 (4 pont)
Sy1 —3y2 tyz > 1

—3y1+2y2 = 0

y1 > 0,y2 >0,y3 >0
A duadlis felirasaért jaré 4 pontb6l minden lényeges elvi hiba (igy példaul egyenlétlenségek helyett egyen-
letek szerepeltetése, a nemnegativitasi feltételek elmaradéasa, a célfiiggvény hidnya vagy minimalizalas
helyett maximalizalds el6irdsa) 3 pont levonést jelentsen.
b) A primél feladat rendszere megoldhatd, példdul az x; = 1, xo = x3 = x4 = 0 valasztéssal.

A dudlis feladat rendszere is megoldhaté, példaul az y; = yo = 0, y3 = 2 vélasztassal. A dudlis megold-
hatosagabdl pedig a tanultak szerint kovetkezik, hogy a primal feladat célfiiggvénye feliilrél korlatos a
megoldashalmazan. (2 pont)
A dudlis feladat els6é és negyedik egyenlotlensége egyiitt az 3y; — 2y, = 0 egyenletet adja. Mivel ennek
a bal oldala épp a dudlis célfiiggvénye, ezért a dudlis feladat minden megoldésahoz a 0 célfiiggvényérték
tartozik. Igy a dudlis feladat minimumértéke 0. (2 pont)
Ebbdl pedig a dualitastétel szerint kovetkezik, hogy a primal feladat maximumértéke is 0. (2 pont)
A primal feladatot felfoghatjuk max{cx : Ax < b} alakinak is és erre hasznalhatjuk a dudlis eredeti defi-
nicié szerinti alakjat, vagyis a min{yb : yA = ¢,y > 0} alakot. Ekkor a valtozdk nemnegativitasat el6iro
négy egyenlotlenség is az Ax < b rendszer része, vagyis A-nak és b-nek 7 sora van. Ennek megfeleléen a
dudlis egy 7 véaltozés linearis program — amely azonban az el6adason tanultak szerint ekvivalens a fent
kapottal.

A 3. feladat megoldasa. A minimalis koltségii folyamfeladat tanult definici6ja szerint minden élhez
bevezetiink egy valtozot: x; jeloli az e; élen a folyam értékét minden 1 < i < 8 esetén. (2 pont)
Az a, b és c cstucsokra fel kell kell irnunk a folyammegmaradasi feltételeket:
r3+axy—21 =0
g —x7 —x83 =0 (2 pont)
Ts + Ty — Tg — T3 =0
Minden élre fel kell irnunk a ra vonatkozd kapacitas feltételt: x; < 3, 29 < 3, 23 < 1, x4 < 2, x5 < 4,

16 <3, 17 <1, 23 <2, (2 pont)
Minden élre fel kell irnunk a nemnegativitasi feltételt: x1 > 0, xo > 0, x3 > 0, x4 > 0, x5 > 0, g > 0,
x7 >0, x5 > 0. (2 pont)
El6 kell irnunk, hogy a folyam értéke legalabb 6 legyen: x1+xo+z5 > 6. (Ez a feltétel lehet x1+xo+25 = 6
is, vagy akar (t-nél mérve) x4 + x5 + x6 > 6 vagy x4 + x5 + x5 = 6 is. (2 pont)
Végiil fel kell irnunk a célfliggvényt, az 6sszkoltség minimalizalasat:

min{2x1 + 41’2 + 23 + 3.7}4 + 4.1‘5 + 2.%‘6 + a7 + .778}. (2 pOIlt)

Ezzel az LP feladat felirdsa teljes.



A 4. feladat megoldasa. A bemenet nem metrikus, mert pl. az {5,6} él stlya 5, mig az {5, 1} és {1,6}
élek sulyoszege csak 2. (1 pont)
Az els6 1épéstink tehat a metrizalas kell legyen. (1 pont)
Az els6 2 pontot adjuk meg annak is, aki nem vizsgélja, hogy metrikus-e a bemenet, hanem automatikusan
a metrizalassal kezdi az algoritmust (ez ugyanis semmiképp sem lehet hiba, legfeljebb folosleges) feltéve,
hogy az nagyjabdl helyes.

Ehhez meg kell keresniink az 0sszes pontparra a par tagjai kozti legrovidebb utak hosszat, (1 pont)
de ebbdl valoéjaban csak a T-beli csticsok kozti legrovidebb uthosszakra lesz sziikség. (1 pont)
(Ha valaki kiszdmolja az Osszes péarra a legrovidebb utak hosszait (helyesen), az természetesen nem hiba,
jar ra az el6z6 2 pont.)

A kérdéses tthossz az 6sszes (szamunkra érdekes) par esetén 2, a metrizalas utdn ezek lesznek a kérdéses

élek sulyai, (1 pont)
igy az algoritmus kovetkezo 1épésében, amikor a 1" altal feszitett részgrafban minimalis 6sszsulyt feszito-
fat keresiink, barmelyik fat valaszthatjuk, valasszuk mondjuk a {3,4},{4,5}, {5,6} éleket. (1 pont)
Most az ezen élekhez tartozé legrovidebb utakat kell megkeresniink az eredeti grafban, ezek 3 — 1 — 4,
4—-1-5é5—-1—-6, (1 pont)
végiil ezen utak éleinek uniojaban (2 pont)
kell egy minimalis osszsulyu feszitofat keresntink, (2 pont)
ami persze az {1,3},{1,4},{1,5},{1,5} élekbél all, ez lesz a kimenet. (1 pont)

Az utolsé el6tti pontszam akkor jar, ha a megoldé tisztdban van vele, hogy a kapott élhalmaz egy (mini-
malis) feszitofajat kell megadni (nem pedig magat az élhalmazt vagy egy abbdl egyszertien a parhuzamos
élek megsziintetésével kapott élhalmazt). A legrovidebb utak és a minimélis Gsszsilyu feszit6fa meghata-
rozasakor elvileg megfelel$ algoritmusokat (pl. Dijkstra és Kruskal) kéne hasznalni, de ezek most persze
ranézésre is meghatarozhatok. Szamolasi hibaért darabonként 1 pontot vonjunk le, de ha a szamolasi hiba
a legrovidebb utak meghatérozasandl a szaimunkra érdektelen (vagyis nem T altal feszitett) élek silyaival
kapcsolatos, akkor nem kell érte pontot levonni. Gy6zodjiink meg ugyanakkor arrél, hogy valéban csak
szamolasi és nem elvi hibardl van szé.

Az 5. feladat megoldéasa. A bemenet mérete (az egészrész jelet és a plusz 1-et hanyagolva) n = loga.
(Természetesen nem baj, ha valaki az egészrészt és a plusz 1-et nem hanyagolja el.) (2 pont)
A kérdéses 1épésszam a bemenet méretében megadva (loglogn)'oe™. (1 pont)
A logaritmusfiiggvény definiciéja alapjan loglogn = 2'°sloglogn (1 pont)
igy a lépésszém (210g10glogn)logn — 210gn~loglog logn7 (1 pOIlt)
vagyis (2een)losloglogn, (1 pont)
ami nem mas, mint n'°gloelosn (2 pont)
Mivel a kitev6 végtelenhez tart (ha n végtelenhez tart), (2 pont)
ezért a lépésszam semmilyen ¢; és ¢ konstansok mellett sem korlatozhaté felilrdl c¢yn®-vel, igy nem
polinomidlis. (2 pont



