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Eloszo

Ez a jegyzet a BME mérnok-informatikus MSc képzésének Rendszeroptimali-
zalas és a BME alkalmazott matematikus MSc képzésének Kombinatorikus op-
timalizdlas cim( tdrgyaihoz késziilt. Az emlitett tirgyak anyagdnak ugyanakkor
természetesen csak a kozelitd algoritmusokkal (és az ehhez szorosan kapcsolddo
iitemezéselméleti alapokkal) kapcsolatos részét fedi le, a targyak tobbi anyagré-
széhez Jordan-Recski-Szeszlér: Rendszeroptimalizalds cimi tankonyvét (Typo-
tex, Budapest, 2004.) ajanljuk. Ez a tankonyv is tartalmaz ,,Ko6zelitd algoritmu-
sok” és ,,Utemezési algoritmusok” cimii fejezeteket, ezek anyagdtél azonban a
Rendszeroptimalizalds/Kombinatorikus optimalizdlas el6addsok jelentsen eltér-
nek, éppen ez tette sziikségessé a jegyzet megirdsat.

A jegyzet felépitése a kovetkezd. Az els6 fejezetben a sziikséges algoritmuselmé-
leti alapokat tekintjiik 4t (ennek dontd tobbsége persze ismétlés). A mésodik fe-
jezetben megvizsgaljuk, milyen lehet6ségeink vannak, ha NP-nehéz problémaval
keriiliink szembe. Az additiv hibdval kozelitd algoritmusokrdl sz6l a harmadik, a
multiplikativ hibdval kozelit6 algoritmusokrol pedig a negyedik fejezet, az 6todik
fejezetben foglalkozunk a polinomidlis approximacids sémakkal. Végiil a hatodik
fejezet az iitemezéselmélet alapjaiba ad (nagyon) rovid bevezetést. A részleteseb-
ben targyalt problémadk leirdsat a jobb érthetdség kedvéért az alabbiak szerinr ta-
goljuk. A Probléma részben ismertetjiik a feladatot és esetlegesen annak hétterét,
alkalmazdsi lehetGségeit. A Bonyolultsdg részben foglalkozunk a probléma NP-
nehézségével, kozelithetGségével. Az Algoritmus részben adunk meg egy vagy
tobb kozelitd algoritmust, ezek polinomialitdsaval, illetve a kozelités pontossaga-
val az Elemzés részben foglalkozunk. Esetenként szerepel egy Eles példa 1ész is,
itt azt mutatjuk meg, hogy az adott algoritmus kozelitése a megadottndl nem jobb.
Az algoritmusok leirdsakor nem adunk meg pszeudokddokat és nem foglalkozunk
adatstruktirdkkal sem, az elemzésekben pedig dltaldban nem szerepelnek pontos
1épésszamok, az algoritmusok polinomialitdsat azonban természetesen targyaljuk.

Az iitemezéselméleti fejezet kivételével minden fejezet végén szerepel egy, az
adott fejezet anyagdhoz kapcsol6dé feladatokbol osszedllitott rovidebb-hosszabb
gyljtemény (iitemezéselméleti feladatok a zarthelyiben sem szerepelnek). Ezek-
ben helyet kapnak egyszerli gyakorlé példak (mint példdul egy algoritmus futta-
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tasa adott bemeneten vagy egy definicié megértését ellen6rzd kérdések), egy al-
goritmus vagy bizonyitds mélyebb megértését segitd feladatok és idénként olyan
feladatok is, melyek ennél lazabban kotddnek az anyaghoz. A feladatok egy része
a korabbi félévek sordn szerepelt a zarthelyik valamelyikében. Minden feladatnal
zardjelben kozoljiik a nehézségét (a szerzd szerint), ez lehet konnyd (1), kdzepes
(2) vagy nehéz (3). A feladatokhoz (ahol van értelme) szerepel a jegyzetben egy
egy mondatos segitség. Ezt akkor érdemes igénybe venni, ha par perc gondolko-
dds utan sincs otletiink, hogy hogyan induljunk el. A feladatok dontd tobbségéhez
megoldast is kozliink, az anyag megértéséhez azonban célszert a feladatokat 6ndl-
16an, esetleg csoportmunkdban megoldani vagy legalabb megkisérelni megoldani.
Ez olyasmit jelent, hogy amig nem toltéttiink el 10-15 percet a feladaton val6 ér-
demi gondolkoddéssal, addig nem érdemes megnézni a megoldast. Ez az id6 akkor
sem vész karba, ha igy tlinik, hogy semmire sem jutottunk, a megoldas megértését
a gondolkod4ssal t6ltott id6 nagyban segiti.

A jegyzet végén szerepel egy fliggelék, melybe azon kordbban tanult (szinte ki-
zar6lag grafelméleti) fogalmak és tételek leirdsat gydjtottilk ossze, melyek az
anyag megértéséhez sziikségesek, de a tapasztalat szerint a hallgatdk egy része
nem mindegyikkel van tisztdban. Ez a fiiggelék a jegyzet folyamatos feldolgoza-
sat van hivatva segiteni (vagyis hogy ne kelljen korabbi jegyzetekben vagy az in-
terneten keresgélni egy-egy tétel vagy definicié utdn); a korabbi tananyag esetleg
sziikséges atismétlésére nem alkalmas, e célra Katona-Recski-Szab6: A szamitds-
tudomdny alapjai cim{ tankonyvét, illetve Friedl-Recski-Simonyi: Grafelméleti
feladatok cimi feladatgy(ijteményét javasoljuk.

Végiil szeretném megkdszonni a jegyzet megirdsdhoz nytjtott segitséget Csima
Judit és Szeszlér David tanszéki kollégdimnak.



1. fejezet

Algoritmuselméleti alapok

Ebben a fejezetben a kés6bbiek megértéséhez sziikséges algoritmuselméleti ala-
pokat tekintjiik 4t roviden. Ezek tobbségével a korabbi tanulminyok sordn mar
foglalkoztunk, tobbnyire az itt lefrtnal joval részletesebben.

1.1. Problémak és algoritmusok

A szamit6géppel megoldandd problémdk legéltaldnosabb osztalyét alkotjdk a ki-
szdmitdsi problémdk: egy I bemenet valamely f(I) fiiggvényét szeretnénk kime-
netként megadni. Lehet példdul a bemenet az (a,b) szdmpar, a kimenet pedig
a+ b, de akir a® vagy az (a — b,ab,a) szamharmas, és gyakorlatilag barmi mas
is.

A kiszamitasi problémdknak két fontos specidlis esetével fogunk foglalkozni: az
eldontési problémdkkal és az optimalizdldsi problémdkkal. Eldontési probléma-
16l akkor beszéliink, ha f(I) értéke csak IGEN vagy NEM lehet. Ilyen példdul egy
szam paritdsdnak meghatdrozasa (a bemenet egy egész szam, a kimenet IGEN, ha
a szam paros, NEM, ha pdratlan) vagy annak eldontése, hogy egy grafban van-e
teljes pdrositds. Az optimalizaldsi problémadk definidldsa mar valamivel macera-
sabb. Ilyenkor az I bemenethez egy X; halmaz tartozik, ami az dsszes lehetséges
kimenetet tartalmazza. Az X; halmaz x elemeihez egy c(x) valds fiiggvényértéket
rendeliink, amit optimalizalni (tipikusan maximalizalni vagy minimalizalni) sze-
retnénk. A kimenet egy olyan x* € X, melyre a c(x*) érték (az 6sszes c(x),x € X;
értékek kozott) optimadlis. Elképzelhetd példdul, hogy I egy graf, X; a graf kore-
ibol all, az x € X; korhoz pedig a hosszat rendeljiik c(x) fiiggvényértékként. A
kimenet (mondjuk) egy olyan x* € Xj kell, hogy legyen, melyre ¢(x*) maximalis.
Ezzel egy graf leghosszabb korének megkeresését definidltuk, mint optimalizdl4si
problémat. Fontos, hogy nem csak az optimélis c(x*) értéket (jelen esetben a leg-
hosszabb kor hosszat) kell megkapnunk kimenetként, hanem magat x*-ot (vagy-
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is jelen esetben egy leghosszabb kort). Az is lehetséges, hogy I egy élsilyozott,
osszefiiggd graf, az X; halmaz I feszit6fdibol ll, c(x) pedig az x € X; fa éleinek
osszsilya. Ha a kimenet olyan x* € Xj, melyre ¢(x*) minimélis, akkor a jol ismert
minimadlis feszit6fa problémat kapjuk.

Problémak megoldhatésaga

Mir alapvetd halmazelméleti ismeretek birtokdban be lehet 14tni, hogy vannak
olyan kiszamitasi, s6t eldontési problémadk, melyeket nem lehet szamitogéppel
megoldani (némiképp leegyszeriisitve: a valamilyen programnyelven irt kédok
halmaza megszdmldlhatéan végtelen, az eldontési problémdk halmaza viszont
kontinuum szdmossagu). Ilyen problémat meg is lehet adni: példaul a megallési
probléma (annak eldontése, hogy egy adott program egy adott bemeneten megall-
e) szamitogéppel nem eldonthetd. Azok a problémdk, amikkel ebben a jegyzet-
ben foglalkozni fogunk, nem ilyenek, mindegyikre 1étezik olyan algoritmus, ami
a bemenetbdl véges sok Iépésben kiszamitja a kivant kimenetet. Ez azonban 6n-
magdban még nem jelenti azt, hogy ezek az algoritmusok kelléen hatékonyak is;
el6fordulhat, hogy az emlitett véges sok 1épés annyi id6t igényel, hogy még az
elképzelhet6 leggyorsabb szamitdgép is csak évmillidrdok alatt késziilne el vele.
Fontos ezért, hogy meg tudjuk becsiilni egy-egy algoritmus vérhat6 futdsi idejét.

Algoritmusok lépésszama

Az algoritmusok hatékonysdganak vizsgalatdndl tobb szempontot is figyelembe
kell venniink. A futdsidé még egy konkrét implementacié esetén is fiiggeni fog az
algoritmust futtaté szamit6géptdl €s persze a bemenettdl is (egy nagy bemenetet
példdul mar végigolvasni is sokdig tart). Rdaddsul kiillonbozé szitudcidkban kii-
16nb6z6 futdsidoket tartunk gyorsnak, illetve lassinak. Az interneten bongészve
egy kattintds utdn néhdny masodperc varakozast is soknak érziink, mikozben el-
képzelhetd, hogy egy komolyabb tervezési feladat esetében szivesen varunk tobb
hetet is az optimélis eredményre (a Galaxis Utikalauz Stopposoknak cimii konyv-
ben Bolcs Elme hires valaszara hét és fél millié évet varnak).

N4

A hardvertdl val6 fiiggés kérdését kezelhetjiik azzal, hogy nem futdsid6rél, ha-
nem lépésszamrol beszéliink, ekkor persze meg kell dllapodnunk abban, hogy mit
értiink egy 1€pés alatt. A 1épéseket célszer(i a feladat jellegétdl fiiggben definidlni
(més 1épések lesznek egy szamokkal kapcsolatos probléméndl, mint egy grafelmé-
letinél), iigyelve ugyanakkor arra, hogy a kiilonféle 1épések tényleges iddigénye
kozt ne legyen til nagy kiilonbség. Ezt azzal érjiik el, hogy a 1épéseket un. ele-
mi 1é€pésekbdl épitjiik fel, mégpedig tgy, hogy tul sok elemi 1€pést nem engediink
meg egy lépésen beliil (hogy mi szamit tdl soknak, arra kés6bb visszatériink). Ele-
mi 1épésnek tekinthetjiik példaul egy bit valamely memoriarekeszbe val6 beirdsat
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vagy kiolvasdsét, de olyan miiveleteket is, melyek konstans sok bitenkénti mdve-
let segitségével elvégezhetdk, mint példaul két egyjegyl szam Osszeaddsa, 0ssze-
szorzésa, 0sszehasonlitdsa, adott konstansndl nem nagyobb értékek memoridba
irdsa vagy kiolvasdsa. Az ezekbdl felépiil6 1épések példdul: szdmokkal kapcso-
latos problémakndl két szdm Osszeaddsa, szorzdsa, Osszehasonlitdsa, grafelméleti
problémdkndl egy szomszédsdgi mdtrix vagy éllista egy elemének kiolvasdsa, 4t-
irdsa, halmazokkal kapcsolatos problémékndl unid, metszet, kiillonbség képzése.

A bemenettdl val6 fiiggést ugy kezeljiik, hogy az algoritmusok 1épészamét nem
egyszerlien szdmként, hanem a bemenet méretének fiiggvényében vizsgiljuk. Az,
hogy egy algoritmus 500 1épést tett, semmit nem &rul el réla és az is nagyon ke-
veset, hogy ha annyit tudunk, hogy egy 10 méretli bemeneten tett 500 1épést, hi-
szen lehet, hogy egy 11 méretli bemeneten 10000 1épésre lesz sziiksége, de az is,
hogy csak 501-re, mas méretekrdl nem is beszélve. Ha azonban tudjuk, hogy a
1épésszam n méretii bemeneten legfeljebb 5n?, akkor képet kaptunk az algoritmus
gyorsasiagarol. Itt érdemes megjegyezni, hogy 1épésszam alatt mindig legrosszabb
eseti 1épésszamot értiink, vagyis az algoritmusnak a lehetséges n hosszi beme-
netekhez tartozé 1épésszamai koziil a legnagyobbat (szokds még idonként atlagos
1épésszammal is foglalkozni, de err6l most nem lesz sz0).

A bemenet mérete a leirdsdhoz sziikséges bitek szdma. Itt természetesen ésszer(
kédolasokat akarunk figyelembe venni, vagyis egy a pozitiv egész szamot példaul
nem a darab 1-es bit egymds mogé irdsdaval, hanem egy |loga| + 1 hosszi ket-
tes szamrendszerbeli szamként kodolunk (itt, és a tovdbbiakban is a nem jelzett
alapd logaritmus kettes alapu logaritmust jelol). Grafokat kédolhatunk (mond-
juk) a szomszédsagi métrixukkal, halmazokat a karakterisztikus vektorukkal (egy
H C {0,1,...,n} halmaz karakterisztikus vektora egy olyan n elemi 0-1 sorozat,
melynek i. eleme pontosan akkor 1, ha i € H). Fontos, hogy a ,,bemenet mérete”
elnevezé€s a lehetséges bemenetekre vonatkozik, vagyis értelmes az, hogy a beme-
net egy n jegyl szdm, de értelmetlen azt mondani, hogy most épp a bemenet az
1, és annak mérete 1, hiszen 1 biten tudom dbrizolni (valdjaban barmely konkrét
szam abrazolhat6 1 biten, s6t tulajdonképpen O biten is).

A bemenet méretével és az algoritmusok 1épésszamdval kapcsolatos meggondo-
lasok sokkal precizebbé tehetSk, ha az algoritmusokat a mostanindl formélisab-
ban definidljuk (szigordian véve magukat az algoritmusokat nem is definidltuk),
példaul Turing-gépek vagy kozvetlen elérésti gépek (RAM-ok) segitségével, ez
azonban a jegyzet kereteit meghaladja.



1.2. Polinomialitas és NP-nehézség

A 1épésszadmuk alapjan bizonyos algoritmusokat megfelelelonek (kellden gyors-
nak), masokat lassunak tartunk. Célszer( a kettd kozott €les hatarvonalat hizni,
hogy minden egyes algoritmusrdl eldonthessiik, hogy melyik csoportba tartozik,
ez azonban nem is olyan egyszer(i. Minden igényt kielégit definiciét nem fogunk
tudni adni, a kovetkez6 megkozelités azonban elméleti és gyakorlati szempontbdl
is elég j6l mikodik.

1.1. Definicié Egy f : N — N fiiggvényt polinomidlisnak neveziink, ha léteznek
olyan ci,cy € R konstansok, melyekre bdrmely n € N esetén teljesiil, hogy
f(n) <cn.

Fontos, hogy c; €s ¢ nem fligghetnek n-t6l. Egy fliggvény tehét akkor polinomi-
alis, ha létezik olyan polinom (valéjdban monom, vagyis egy tagu polinom), ami
minden n-re feliilrél becsiili.

1.2. Definicié Egy algoritmus akkor polinomidlis, ha minden n méretii bemenetre
legfeljebb f(n) lépésben kiszdmitja a kimenetet, ahol f polinomidlis fiiggvény.
Egy problémdt pedig akkor neveziink polinomidlisnak (vagy precizebben polinom
idoben megoldhatonak), ha létezik a megolddsdra polinomidlis algoritmus.

Emlitettiik kordbban, hogy a 1épések elemi 1épésekbdl épiilnek fel, az 1.2. Defini-
ci6 alapjan pedig az is vildgos, hogy ha polinom sok elemi 1€pést engediink meg
egy lépésen beliil, akkor az algoritmusok polinomialitdsat nem befolyésolja, hogy
elemi vagy Osszetettebb 1épésekkel dolgozunk.

A polinomidlis algoritmusokat tartjuk gyorsnak, a polinomiélis problémakat pe-
dig jol kezelhet6knek. Bar egy probléma polinomialitdsdnak igazoldsa nem fel-
tétleniil egyszert feladat, a definicié alapjan vilagos, hogy hogyan érdemes ne-
kiallni: adunk rd egy polinomidlis algoritmust, ami megoldja. Annak bizonyitdsa
azonban, hogy egy probléma nem polinomidlis, sokkal kellemetlenebb lehet, hi-
szen ehhez azt kell belatnunk, hogy a problémdt megoldé algoritmusok egyike
sem polinomidlis. Konny( példdul beldtni, hogy két egész szdm Osszeaddsa vagy
Osszeszorzdsa megoldhatd polinom idSben, mint ahogy lattunk polinomidlis al-
goritmusokat szamos grafelméleti problémadra is kordbban. Ilyen példaul egy graf
Osszefiigg6ségének eldontése, maximalis parositds megaddsa, maximdlis folyam
keresése. Olyan problémaval azonban, amirdl beléttuk, hogy csak nem polinomié-
lis algoritmusok vannak r4, ritkdn taldlkoztunk. Ilyen volt az egész szamok hatva-
nyozisa, vagyis az (a,b) bemenetbdl a” kiszamitdsa. a” szimjegyeinek szdma (a
kettes szimrendszerben) |loga®| +1 = |bloga| + 1, ez pedig a bemenet méreté-
ben (ami |loga| + 1+ |[logb| + 1) exponencidlis (hacsak nem tudjuk valahonnan,
hogy b sokkal kisebb, mint a). a” kiszdmitdsa tehdt csakugyan nem valdsithat6
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meg polinom id6ben, hiszen mar a szdmjegyeinek kiirdsa is exponencidlisan sok
1épést igényel. Efféle bizonyitékot dltaldban nem konny taldlni; annak igazoldsa-
ra, hogy egy probléma nehéz, tipikusan mas mdédszereket fogunk haszndlni.

Bonyolultsagi osztalyok

1.3. Definicié A polinom idében megoldhato eldontési problémdk osztdlydt P-vel
Jeloljiik.

Szadmos olyan eldontési probléma van, melyrdl nem vildgos, hogy P-be tartozik-e,
de ha a probléma egy inputjira a vélasz IGEN, akkor lehetséges olyan polino-
midlis méretl bizonyitékot mutatni, aminek helyességét polinom id6ben le lehet
ellendrizni. Nem ismert példdul, hogy létezik-e polinomidlis algoritmus annak el-
dontésére, hogy egy grafnak van-e Hamilton-kore, ha azonban egy adott grafrol
valaki azt éllitja, hogy van Hamilton-kore €s bizonyiték gyandnt meg is mutat
egyet, akkor konnyen eldonthetjiik, hogy a bizonyiték helyes-e, azaz hogy val6-
ban Hamilton-korrdl van-e szo.

1.4. Definicié Azon eldontési problémdk osztdlydt, melyekre létezik polinom mé-
retii, polinom idében ellendrizhetd tanii az 1GEN vdlaszra, NP-vel jeloljiik.

Az NP jelolés a nem determinisztikus polinomidlis (angol nyelvii) elnevezés rovi-
ditése, az NP osztdly egy ekvivalens (és az itt megadottndl precizebb) definicidja
ugyanis a nem determinisztikus Turing-gépekhez kotédik. Azon eldontési prob-
1émak osztalyat, melyeknél ugyanilyen tand a NEM vélaszhoz adhatd, co-NP-vel
jeloljiik. Vilagos, hogy a P-beli problémék NP-ben és co-NP-ben is benne vannak,
hiszen akar az IGEN, akar a NEM valaszhoz alkalmas az tires sorozat tantunak, a
vdlasz helyességérdl a probléméra adhaté polinomidlis algoritmus lefuttatdsaval
gy6zbdhetiink meg. Ez alapjan P C NP N co-NP, nem ismert ugyanakkor, hogy a
tartalmazas valddi-e. Szdmos problémara igaz, hogy az NP-belisége konnyen lat-
hatd, a co-NP-belisége viszont valamilyen fontos, de egyaltaldn nem trividlis tétel
kovetkezménye (pl. teljes pdarositds l1étezése paros grafban — Kénig-tétel, Hall-
tétel, sikbarajzolhatésag — Kuratowski-tétel, teljes parositds 1étezése tetszdleges
grafban — Tutte-tétel).

NP-nehéz problémak

Szadmos olyan probléma van NP-ben, melyre nem ismeriink polinomidlis algorit-
must, ezek jelentds részérdl azt gondoljuk, hogy nincsenek is P-ben. Ezt bizo-
nyitani jelenleg nem tudjuk, de azt be tudjuk litni, hogy valamilyen értelemben
nehezek.
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1.5. Definicié Egy A probléma polinom idében visszavezethetd egy B problémdra,
ha A-t meg tudjuk oldani polinom idében tigy, hogy egy, a B problémdt megoldo
algoritmust szubrutinként meghivhatunk (és a szubrutin meghivdsa egy lépésnek
szdmit).

1.6. Definicié Egy NP-beli problémdt NP-teljesnek neveziink, ha minden NP-beli
probléma polinom idében visszavezethetd rd.

A definici6 alapjan tehat egy A NP-teljes probléma legaldbb olyan nehéz, mint
barmely NP-beli probléma, abban az értelemben, hogy ha A megoldhat6 polinom
id6ben, akkor minden NP-beli probléma is megoldhat6 polinom idében. NP-teljes
problémadk 1étezése a legkevésbé sem magatdl értetddd, az elsd ilyet Cook és Le-
vin talédlta egymastol fiiggetleniil 1971-ben (Levin formalisan csak valamivel ké-
s6bb irta le az eredményeit), ez a Boole-formuldk kielégithet6ségének problémédja
(SAT) volt. Azt, hogy az NP-teljes problémdk nem csak ilyen elvont (-nak tind)
kornyezetben, hanem a szdmitdstudomany legkiilonb6z6bb, gyakorlati szempont-
bél fontos teriiletein is felbukkannak, Karp mutatta meg 1972-ben, amikor is 21
problémardl bizonyitotta be, hogy szintén NP-teljesek. A bizonyitds sordn persze
felhasznalta Cook eredményét, a problémakra visszavezette a SAT-ot.

Azébta rengeteg problémardl deriilt ki, hogy NP-teljes; ezen problémék barmelyi-
kének polinomidlis idejli megoldasa azt jelentené, hogy P=NP. Ez azonban nem
valoszinli: NP-teljes problémak szédzait probaltdk €s probdljdk hat€ékonyan meg-
oldani kutatok ezrei, polinomidlis algoritmust azonban senki nem talalt egyikre
sem, holott ha csak egyre is lenne ilyen, akkor ez természetesen az dsszes tobbire
is teljesiilne. Ez azt sejteti, hogy P#£NP, azonban ezen sejtés bizonyitdsa felé sem
sikeriilt egyeldre igazan komoly 1épést tenni.

Az optimalizdlasi problémék nem lehetnek NP-teljesek, hiszen nem lehetnek NP-
beliek sem (mivel nem eldontési problémak), ezt a fajta nehézség-fogalmat azon-
ban rjuk is be tudjuk vezetni.

1.7. Definicié Egy problémdt NP-nehéznek neveziink, ha minden NP-beli problé-
ma polinom iddben visszavezethetd rd.

Az NP-nehézséghez tehat nem sziikséges, hogy egy probléma eldontési legyen,
barmilyen kiszamitasi probléma szdba johet, igy persze optimalizaldsi problémak
is. A definicidk alapjan egyértelmi, hogy az NP-teljes problémék halmaza az NP-
nehéz problémdk és az NP-beli problémdk halmazainak metszete. Vildgos, hogy
az NP-nehéz problémdkra is igaz, hogy legaldbb olyan nehezek, mint barmely
NP-beli probléma (koztiik az NP-teljes problémdk), igy ezekre sem vérhat6 poli-
nomiélis algoritmus. Problémdk NP-nehézségét tipikusan a Karp altal 1972-ben
bevezetett médon szokds belatni, vagyis igy, hogy polinom idében visszaveze-
tiink rdjuk egy mar tudottan NP-nehéz problémat. Ez a médszer a polinomiélis
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idejl visszavezetés tranzitivitisa miatt miikodik (azaz ha A visszavezethetd B-re
és B C-re, akkor A visszavezethet$ C-re is).

Erdemes megjegyezni, hogy az altalunk hasznalt visszavezetés-fogalom nem
pontosan ugyanaz, mint amit Karp haszndlt és amivel a kordbbi tanulma-
nyok sordn mér taldlkoztunk, tehat ebben a jegyzetben nem a Karp-redukciot
nevezziik visszavezetésnek. Az 1.5. Definiciéban tirgyalt visszavezetés neve
Cook-redukcié. Minden Karp-redukcié egy specidlis Cook-redukcid, a Cook-
redukcidval definidlt NP-nehéz osztdly tehdt tartalmazza a Karp-redukcié sze-
rint NP-nehéz problémadkat, nem ismert viszont, hogy a tartalmazas valédi-e. A
Cook-redukciok hasznalatdnak a Karp-redukciok helyett kényelmi okai vannak: a
visszavezetések konnyebbek (vagy konnyebben leirhatdk) lesznek, mikozben az
NP-nehéznek bizonyul6 problémék nehézsége (vagyis hogy legalabb olyan nehe-
zek, mint barmely NP-beli probléma) igy is fennall.

1.3. Feladatok

1. (1) Polinomidlisak-e az alabbi fiiggvények?
(@ Z+2 (b) nlogn+3ya () 3" (d) Va*8" (¢) logn™ () logn™
2. (1) Tekintsiik a kovetkezd algoritmust az a és b pozitiv egészek Osszeszorza-

sdra: az a szdmhoz hozzdadjuk a-t, sszesen (b — 1)-szer. Polinomidlis-e ez az
algoritmus?

3. (1) Egy probléma bemenete az x,y pozitiv egész szamokbol A4ll.
Polinomidlisak-e az aldbbi 1épésszamu algoritmusok a problémaéra?

(a) logx'e™ (b) loglogx’ (c) (logx)'glogh—

4. (1) Egy probléma bemenete az a; < ap < ... < a, pozitiv egész szamokbdl 4ll.
Polinomiédlisak-e az aldbbi 1épésszamu algoritmusok a problémaéra?

@@ n (b) a; (c) logajas...a, (d) (logap)°t® (e) (loga;)"
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2. fejezet

NP-nehéz problémak kezelése

NP-nehéz optimalizdlasi problémdk pontos megolddsara az eddig latottak szerint
nem érdemes polinom idejli algoritmust keresni. Ez azonban nem jelentheti azt,
hogy ezen problémdk megoldasardl teljesen lemondunk, hiszen ilyenek szamos
gyakorlati alkalmazas sordn elOkeriilnek. Az egyik lehetdség, hogy olyan expo-
nencidlis 1épésszamu algoritmust probalunk adni, amely nem til nagy bemene-
teken még elfogadhat6 id6 alatt lefut. A linedris programozas feladatat megoldo,
exponencidlis futdsidejl szimplex-mddszer példaul ma is haszndlatos, annak elle-
nére, hogy jo ideje ismertek polinomidlis algoritmusok is a feladatra. El6fordulhat
az is, hogy egy, a gyakorlatban felmeriil6 NP-nehéz problémardl kideriil, hogy
valdjdban csak egy specidlis esetét kell kezelniink, ami mér elképzelhetd, hogy
megoldhaté polinom id6ben. Erre a 2.1 alfejezetben ldtunk majd példdkat. Bevett
modszer az is, hogy a problémdk pontos (de lassi) megolddsa helyett kozelitd
megoldast prébalunk adni, ami polinomiélis idében fut. Ha ilyenkor sikeriil bebi-
zonyitanunk, hogy a kapott megoldas valéban jol kozeliti az optimumot és hogy
a futdsidd polinomiélis, akkor beszéliink kozelité algoritmusrol — ezekkel foglal-
kozunk a hétralévd fejezetekben. Heurisztikdnak nevezzik azokat az eljarasokat,
amelyekrdl nem tudjuk belétni, hogy j6 kozelitést adnak vagy hogy polinom ideji-
ek, de a tapasztalat szerint id6ben lefutnak és megfelel6 eredményt adnak (szokés
heurisztikanak nevezni a bizonyitottan polinomidlis, de nem garantalt kozelité-
st algoritmusokat is és az is el6fordul, hogy kozelitd algoritmusokat heurisztika
gyanant haszndlnak — ilyenkor a kozelitésre van bizonyitott becslés, de a tapaszta-
lati eredmények ennél dltaldban jobbak). Heurisztikdkkal ebben a jegyzetben nem
foglalkozunk, mint ahogy az Algoritmusok elmélete tirgyban kordbban mar sze-
repld pszeudopolinomidlis algoritmusokkal, illetve branch and bound médszerrel
sem.
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2.1. NP-nehéz problémak polinomialis
specialis esetei

Ebben az alfejezetben néhany olyan NP-nehéz feladatot mutatunk be, melyek-
nek bizonyos (nem trividlis) specidlis esetei mar megoldhatok polinom id6ben.
Ez a gyakorlati alkalmazdsok szempontjdbol azért lehet érdekes, mert el6fordul-
hat, hogy egy problémat sikeriil (példaul) grafelméleti nyelven megfogalmazni,
de a kapott probléma sziikségteleniil altaldnos és ezért azt gondoljuk, hogy az
eredeti feladat NP-nehéz volt, mikdzben ennek esetleg az ellenkezdje igaz. Ko-
rabbi tanulmanyaink sordn példdul mér esett sz6 a leghosszabb Gt problémardl, s
az is ismert, hogy ez NP-nehéz (hiszen specidlis esetként tartalmazza a Hamilton-
ut problémat), ugyanakkor irdnyitott aciklikus grafban (DAG-ban) a leghosszabb
irdnyitott Ut keresésére mar lattunk polinomidlis algoritmust.

Eroforrasok iitemezése

Adott munkdknak egy {M,M,...,M,} halmaza, ezeket szeretnénk elvégez-
ni a lehetd legkevesebb erdforrds bevonasaval (més optimalizaldsi szempontunk
nincs). Barmelyik erdforrds el tudja végezni barmelyik munkat, munkék bizo-
nyos parjai azonban nem végezhetdk el ugyanazon er6forras segitségével; ezeket
a parokat egy gréffal adjuk meg, melynek csucsai a munkak, élei pedig a kér-
déses parok. Azon kiviil, hogy a grafban 6sszekotott csticsokhoz kiilonbozd erd-
forrasokat kell rendelniink, mas megkotés nincs. Konnyen lathatd, hogy a feladat
nem mds, mint a graf csucsainak szokdsos szinezése a lehet6 legkevesebb szin-
nel (az azonos szinii csicsokhoz tudjuk ugyanazt az er6forrdst rendelni). Ennek
az eldontési véltozata (ahol a bemenet része egy k szam is, és eldontendd, hogy
x(G) < k teljesiil-e) egyike Karp 21 NP-teljes probléméjanak, tehdt a feladat NP-
nehéz (sot, mar azt is NP-teljes eldonteni, hogy egy graf szinezhetd-e 3 szinnel).
Ha azonban tudjuk a munkak kozti konfliktusok okdt (vagyis hogy mi okozza azt,
hogy két munka nem végezhet6 ugyanazon er6forrassal), mar elképzelhetd, hogy
taldlunk polinomidlis idejii algoritmust. Ha példdul minden munkét két adott id6-
pillanat k6zott kell folyamatosan elvégezni és a konfliktusokat mindig az okozza,
hogy a két munka id6ben részben fedi egymadst (ez lehet a helyzet példaul, ha az
erdforrdsok processzorok, amiknek egy nagyobb szamitasi feladat részfeladatait
kell elvégezniiik), akkor a graf intervallumgraf lesz, aminek optimdlis szinezésé-
re konny( polinomidlis algoritmust adni. (Az intervallumok kezdSpontjai szerinti
sorrendben vett mohé szinezés (Id. a Fiiggelékben) optimalis lesz, hiszen csak a
klikkszammal megegyez0 szamu szint haszndl.)
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Maximalis fiiggetlen ponthalmaz keresése

Ismert, hogy egy graf maximadlis fiiggetlen ponthalmazanak megtaldldsa (a tovab-
biakban MAX_FTL) NP-nehéz, hiszen a maximaélis klikk mérete azonos a graf
komplementerében vett maximadlis fiiggetlen halmaz méretével, a klikk-probléma
eldontési véltozata pedig szerepel Karp 21 NP-teljes problémadja kézott. Megmu-
tatjuk viszont, hogy péros grafok esetében a javitoutas algoritmus segitségével
polinom id6ben taldlunk egy maximalis fiiggetlen ponthalmazt. Barmely paros
graf osztalyai persze fliggetlen halmazt alkotnak és csdbité az a gondolat, hogy
a kettd koziil a nagyobbik maximadlis fiiggetlen halmaz is lesz, ez azonban nem
feltétlentil teljesiil (1d. 5. feladat).)

Tegyiik fel, hogy az (A,B,E) pdros grifra lefuttattuk a javitoutas algoritmust
(vagyis mar nem létezik tobb javitout). Jeloljik az A, illetve a B osztdlyban a
kapott M parositds dltal nem lefedett pontok halmazit A-gyel, illetve Bi-gyel,
az A;-bdl alterndl6 tdton elérhetdé B-beli csticsok halmazat B,-vel. Legyen to-
vabba A, a Bp-beli csiicsok M-beli pdrjainak halmaza, végiil A3 := A\ A; \ Az,
B3 := B\ By \ By. Ekkor az F := A] UA, U B| U B3 halmaz a graf egy maxima-
lis fiiggetlen ponthalmaza lesz. A halmaz fiiggetlensége konnyen lathaté: A és
Ay, illetve By és B3 kozott a graf paros volta miatt nem megy €l, A UA, és By
kozott pedig azért nem, mert ellenkez6 esetben még 1étezne javitéut (mivel B;
pontjai elérhetdk alterndld dton A-bdl, ezért ugyanez igaz A, pontjaira is). Vé-
giil ha A; UA, egy csucsa és valamely b € B3 kozott lenne €1, akkor b elérhetd
lenne alterndl6 uton A1-bdl, ami B3 definicidja szerint lehetetlen. Azt kell még
beldtnunk, hogy F-nél nagyobb fiiggetlen halmaz nincs a grafban. Ha az F’ fiig-
getlen halmaz nagyobb méretd lenne, mint F, akkor az AU B\ F’ halmaz (ami
lefog6 ponthalmaz lenne), mérete kisebb volna, mint [AUB\ F| = |A3 U B[, ami
éppen az M parositds éleinek szdma, ez azonban lehetetlen, hiszen semelyik lefo-
g6 ponthalmaz sem lehet kisebb, mint egy tetszdleges parositds mérete (mivel a
parositds élei a grafban is szerepelnek és semelyik kett6t sem tudjuk ugyanazzal a
csuccsal lefogni). A javitéutas algoritmussal tehét paros grafban csakugyan meg
tudjuk oldani polinom id6ben a MAX_FTL-t.

Elszinezés

Bér az élszinezés valamivel konnyebb, mint a csucsszinezés (hiszen a G graf él-
szinezése nem mas, mint G élgrafjanak csucsszinezése, vagyis minden élszinezés
egy specidlis csicsszinezéssel egyenértékii) és joval tobbet is lehet tudni réla (pl.
Vizing tétele szerint minden egyszerd graf élszinezhetd A(G) + 1 szinnel, ahol
A(G) a G-beli maximadlis fokszdm), a grafok optimdlis élszinezésének feladata is
NP-nehéz (s6t, még azt is NP-teljes eldonteni, hogy egy G egyszerii graf élkro-
matikus szdma A(G) vagy A(G) + 1). Pdros grafok esetében azonban K&nig egy
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tétele szerint x.(G) = A(G). EbbSl 6nmagaban még nem kovetkezik, hogy paros
grafokra polinom id6ben meg is taldlunk egy j6 élszinezést, K6nig bizonyitdsa
azonban algoritmikus és az algoritmus polinom id6ben fut, ezt irjuk le az alédbbi-
akban. Konig a tételt 1916-ban bizonyitotta, azéta szamos gyorsabb (és tipikusan
joval bonyolultabb) algoritmus is sziiletett a problémadra.

Legyenek a G paros graf osztdlyai A és B, élei pedig ey, ea,...,e,. Az algoritmus
egymds utdn foglalkozik G éleivel és a sorra keriil§ élt mindig megszinezi a ren-
delkezésre all6 A(G) szin valamelyikével (mégpedig helyesen, vagyis csatlakozo,
mar szinezett élek kiillonboz6 szint kapnak). Ek6zben el6fordulhat, hogy a kordb-
ban mar megszinezett élek egy részét at kell szinezni més szindre, de semelyik
€l nem valtozik vissza szintelenné. Tegyiik fel tehat, hogy az ey, e, ...,e;—1 élek
madr kaptak valamilyen szint és legyen e; = {u, v}, ahol u € A és v € B. Mivel u-ra
és v-re is legfeljebb A(G) él illeszkedik, de ezek kozott még van szintelen (neve-
zetesen e¢;), ezért mindkét csucsnak van szabad szine — vagyis olyan szin, amilyen
szin(i él még nem illeszkedik a csucsra. Ha u-nak és v-nek van kozos szabad szine,
akkor persze e; megkaphatja ezt a szint és készen is vagyunk.

Tegyiik fel most, hogy nem ez a helyzet. Legyen u egy szabad szine a piros, v egy
szabad szine a kék. Legyen C a G-nek az a részgrafja, amely (G 0sszes csucsdbol
€s) az aktualis szinezés szerint pirosra vagy kékre szinezett élekbdl all. Ekkor C-
ben minden pont foka legfeljebb 2, hiszen minden cstcsra legfeljebb egy piros és
egy kék él illeszkedhet. Igy C diszjunkt utakbdl és korokbal dll. Raaddsul u és v
foka C-ben csak 1 lehet, hiszen u-nak a piros, v-nek a kék szabad szine. Vagyis u
és v is egy-egy C-beli ut végpontja.

Legyen P, az a C-beli tit, amelynek egyik végpontja u. Allitjuk, hogy v nincs rajta
P,-n. Ha ugyanis rajta volna, akkor nyilvén v volna a P, mésik végpontja. Ekkor
P, pératlan sok €Ibdl allna, hiszen a péros graf egyik osztalyabol (A-bdl) indul és
a masikban (B-ben) ér véget. Mivel P,-n nyilvan valtakozva kovetkeznek kék és
piros élek és az els6 (u-ra illeszkedd) éle kék (hiszen u-nak a piros szabad szine),
ezért az utolsé éle is kék kell legyen (mert P, paratlan sok él6i). Igy P, mésik
végpontja nem lehet v, mert arra nem illeszkedik kék él.

Szinezziik most 4t a P, kék éleit pirosra, a piros éleit pedig kékre. Ezzel a szinezést
nyilvdn nem rontottuk el, viszont mostant6l az u-nak a kék szabad szine lesz.
Mivel a P, élein zajlé szincsere (a fentiek szerint) a v-re illeszkedd éleket nem
érintette, ezért a kék v-nek is szabad szine maradt. Igy az e¢; él kékre szinezésével
tovabbra is helyes szinezést kapunk.

2.2. Feladatok

5. (2) Adjunk meg olyan Osszefiiggd paros grafot, melyben egyik osztily sem
alkot maximdlis fiiggetlen halmazt.
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6. (2) Minden k > 2-re adjunk meg olyan G grafot, melyre x(G) = k és G egyet-
len k-szinezésében sincs olyan szinosztdly, mely a graf maximalis fiiggetlen csucs-
halmaza lenne.

7. (1) Egy grafnak pontosan nyolc j6 2-szinezése van. Hatdrozzuk meg a kompo-
nenseinek szamat.

8. (3) Egy n csucsu grafnak pontosan hat j6 3-szinezése van. Mutassuk meg, hogy
az éleinek szdma legalabb 2n — 3.
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3. fejezet

Kozelités additiv hibaval

Ebben a fejezetben olyan kozelitd algoritmusokkal foglalkozunk, melyeknél az
optimédlis megoldastdl valo eltérés nem nagyobb egy eldre rogzitett fix konstans-
ndl. Ilyen algoritmusokat NP-nehéz problémékra nem konnyd taldlni; joval gya-
koribb, hogy az eltérés fiigg (mondjuk) az optimum értékét6l. Ennek megfeleléen
a fejezet nem hosszu: két specidlis szinezési problémadra adunk ilyen algoritmust,
majd mutatunk egy olyan problémat, melyrdl be tudjuk latni, hogy ez nem lehet-
séges.

3.1. Definicié Egy optimalizdldsi problémdt egy algoritmus C additiv hibdtol el-
tekintve helyesen old meg, ha minden I bemenetre ad egy olyan x* € X; kimenetet,
melyre a c(x*) érték legfeljebb C-vel tér el a c(x),x € X; értékek optimumdtdl (ahol

c(x) a problémdban szerepld célfiiggvény, Xy pedig az I bemenethez tartozd, szoba
Jjovd kimenetek halmaza). Maximalizdldsi probléma esetén tehdt

c(x") = maxe(x) —C,

minimalizdldsi probléma esetén pedig

< mi
c(x") < )rcren)gc(x) +C

az elvdrds.

Ugyanugy, mint az optimalizdl4si problémak pontos megolddséandl, itt is nagyon
fontos, hogy nem csak az optimalis c(x*) értéket, hanem magat x*-ot is meg kell
kapnunk.

3.2. Definicié Egy algoritmust C additiv hibdval kézelité algoritmusnak neve-
ziink, ha az adott optimalizdldsi problémdt polinom idoben, C additiv hibdtdl el-
tekintve helyesen oldja meg.
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3.1. Specialis szinezési feladatok

Egyszerii grafok élszinezése

Mir esett réla sz6, hogy egy egyszeri graf optimélis élszinezésének megtaldlasa
NP-nehéz. Mivel barmely G esetén x.(G) > A(G) és Vizing tétele szerint egysze-
rii grafokra x.(G) < A(G) + 1, egyszer( grafok élkromatikus szamadt legfeljebb 1
additiv hibdaval konnyen meg tudjuk hatarozni. Ez azonban 6nmagédban még nem
jelenti azt, hogy a problémdra lenne 1 additiv hibadval kozelitd algoritmusunk,
hiszen ahhoz polinom id6ben meg is kell adnunk egy olyan élszinezést, amely
(amellett, hogy helyes) legfeljebb 1-gyel tobb szint haszndl, mint az optimélis.
Szerencsére a Vizing-tételnek van konstruktiv bizonyitdsa, vagyis olyan eljaras,
ami egy G egyszerd graf éleit legfeljebb A(G) + 1 szinnel megszinezi. Mivel az
emlitett eljards rdaddsul polinom idejd, az egyszerl griafok élszinezésére csak-
ugyan létezik 1 additiv hibaval kozelit6 algoritmus. (Magat az algoritmust itt nem
részletezziik, leirdsa megtaldlhat6 példaul Katona-Recski-Szabd: A szamitdstudo-
many alapjai cimd tankonyvében.)

Sikgrafok szinezése

A grafok optimdlis szinezésének még az a specidlis esete is NP-nehéz, amikor a
bemenetnek sikba rajzolhaté grafnak kell lennie. Ismert, hogy a sikba rajzolhat6
grafok 4 szinnel szinezhetSk (négyszin-tétel), ami azt is jelenti, hogy egy ilyen
graf kromatikus szdmét kis additiv hibdval meg tudjuk mondani. Ez azonban,
csakigy, mint az el6z6 példaban, 6Gnmagédban nem elég az additiv hibdval kozelitd
algoritmushoz. Bér a négyszin-tételnek még az uj (a kordbbinal 1ényegesen rovi-
debb és egyszeriibb, Robertson, Sanders, Seymour és Thomas nevéhez f(iz6d6)
bizonyitdsa is igen hosszu és bonyolult, tartozik hozza egy algoritmus, ami tetszo-
leges sikgrafot polinom idében megszinez 4 szinnel, igy a sikgrafok szinezésére
1étezik 2 additiv hibaval kozelitd algoritmus (a kromatikus szdm nyilvén legaldbb
1, s6t ha a grafnak van éle, akkor legaldbb 2). A hiba 2-r6l 1-re csokkenthets, ha
a 4-szinezd algoritmus bevetése eldtt (mondjuk) szélességi kereséssel eldontjiik,
hogy a graf paros-e. Ha a graf paros, akkor a szélességi keresés segitségével meg
is tudunk adni egy 2-szinezést (ekkor ez lesz a kimenet), ha nem péros, akkor johet
a 4-szinezd algoritmus, ami ekkor mar legfeljebb 1-et téved (hiszen a kromatikus
szam ilyenkor legaldbb 3). Mivel a sz€lességi keresés polinom idoben megy, a tel-
jes algoritmus is polinomiélis lesz. A négyszin-tételhez tartoz6 algoritmus helyett
hasznélhatjuk az 6tszin-tétel (polinomidlis) konstruktiv bizonyitdsainak valame-
lyikét is, vagy akar egy ennél is egyszeriibb, hat szinnel szinez$ algoritmust (1d.
11. feladat), ekkor az additiv konstans persze rosszabb lesz.
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3.2. A leghosszabb kor probléma

Egy graf (egyik) leghosszabb korének megtaldldsa (a tovabbiakban MAX_KOR)
nyilvan NP-nehéz probléma, hiszen a leghosszabb kor ismeretében el tudjuk don-
teni, hogy a grafnak van-e Hamilton-kore (a Hamilton-kor probléma egyike Karp
21 NP-teljes feladatdnak). Most megmutatjuk, hogy ennél tobb is igaz: a problé-
mara még additiv hibaval kozelitd algoritmus sem adhat6 (feltéve, hogy P#NP).
Tegyiik fel ugyanis, hogy létezik valamely C konstans mellett C additiv hibaval
kozelité algoritmus a MAX_KOR-re és legyen G egy tetszdleges graf, melyr6l
szeretnénk eldonteni, hogy van-e Hamilton-kore. Készitsiik el el3szor G-bdl a G/
grafot a kovetkez6képp: osszuk fel G minden élét C darab 1j ponttal, vagyis he-
lyettesitsiik G éleit C + 1 €l utakkal, ahogy az az alabbi dbran is l14thato (itt G a
K2,3 gl‘éf, C= 2)

Vildgos, hogy G egy tetszbleges, k é1bdl 4116 korének megfelel G’ egy k(C + 1)
éld kore. Azt sem nehéz végiggondolni, hogy ez a megfeleltetés kdlcsondsen egy-
értelm(i, azaz hogy kiilonbozd G-beli korokhoz kiilonbozé G'-beliek tartoznak
és hogy minden G’-beli kort megfeleltettiink egy G-belinek (mivel G’ Gj csicsai
mind masodfokuak, a régi csucsok pedig csak az ujakkal vannak 6sszekotve). Ha
a feltételezett C additiv hibdval kozelit6 algoritmusunkat G'-re alkalmazzuk, ak-
kor a kimenet G’ egy olyan kore kell legyen, mely a leghosszabb kor hosszanal
legfeljebb C €llel tartalmaz kevesebbet. Mivel a fentiek szerint G’ minden koré-
nek hossza oszthat6 (C + 1)-gyel, az algoritmus kimeneteként kapott kor G’ egy
leghosszabb kore kell, hogy legyen (ellenkez$ esetben ezen kor hosszénak és az
optimalis kor hosszanak kiilonbsége legaldbb C +- 1 lenne). Az ennek megfeleld
G-beli kor igy G egy leghosszabb kore lenne, ennek ismeretében pedig el tudnéank
donteni, hogy van-e G-ben Hamilton-kor. Mivel G'-t polinom id&ben el§ tudjuk
allitani G-bdl és G’ mérete konstansszorosa G méretének, a feltételezett algorit-
mus is polinom id6ben futna G méretében, amib6l P=NP kovetkezne.

3.3. Feladatok

9. (1) Hatdrozzuk meg azon G gréafokat, melyek minden élét C > 1 ponttal fel-
osztva olyan grafot kapunk, melynek van Hamilton-kore.
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10. (2) Mutassunk olyan (nem egyszer(i) grafot, melynek élkromatikus szdma
nagyobb, mint A(G) + 1. (Vagyis igazoljuk, hogy a Vizing-tétel feltételei koziil a
graf egyszertisége nem elhagyhato.)

11. (3) Adjuk meg egy tetszbleges G egyszert sikgraf csicsainak egy olyan sor-
rendjét, melyben a csucsokat mohon szinezve legfeljebb 6 szint kell hasznélni.
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4. fejezet

Kozelités multiplikativ hibaval

Emlitettiik, hogy NP-nehéz optimalizéldsi problémékra additiv hibaval kozelité
algoritmusokat ritkdn lehet taldlni. Anndl gyakoribbak a multiplikativ hibaval ko-
zelitd algoritmusok, ahol az optimum €s a taldlt megoldas értékének hanyadosat
korlatozzuk. Kis hdnyados esetén ezek a kozelitések gyakorlati problémékban is
jOl hasznélhat6k lehetnek (annak ellenére, hogy az optimumtdl valé eltérést ilyen-
kor tipikusan semmilyen konstanssal sem lehet feliilrdl becsiilni).

4.1. Definicié Egy maximalizdldsi problémdt egy algoritmus k > 1 multiplikativ
hibdtol eltekintve helyesen old meg, ha minden I bemenetre ad egy olyan x* € X
kimenetet, melyre

1
c(x*) > Ecréz}()fc(x)

Minimalizdldsi probléma esetén az elvdrds olyan x* € X; kimenet, melyre

*) < kmi .
c(x™) < )rg}gc(x)

c(x) itt is a problémdban szerepld célfiiggvény, Xi pedig az I bemenethez tartozd,
szoba jovd kimenetek halmaza.

Természetesen itt is rendkiviil fontos, hogy nem csak az optimalis c(x*) értéket,
hanem magat x*-ot is meg kell kapnunk.

4.2. Definicié Egy algoritmust k-approximdcios algoritmusnak neveziink, ha az
adott optimalizdldsi problémdt polinom idoben, k multiplikativ hibdtol eltekintve
helyesen oldja meg.

A k-approximdcids algoritmusok tehat mindig polinomiélisak kell legyenek. Szo-
kés k-approximdcios algoritmus helyett egyszeriien k-approximéaciérdl besz€lni, a
k szamot pedig approximécids faktornak nevezni. Az algoritmusok approximécios
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faktordanak elemzésekor egyszer(isiti a targyaldst, ha az egyes problémdkhoz tar-
toz6 optimum értékét egységesen OPT-tal jeloljiik (fiiggetleniil att6l, hogy éppen
milyen tipusu probléméarol van sz6), ezért a tovabbiakban haszndlni fogjuk ezt a
jelolést. Kozelit6 algoritmusok esetében éles példdnak neveziink egy I bemenetet
(vagy esetleg bemenetek egy sorozatdt), ha az algoritmust /-n futtatva a kozeli-
tés nem jobb, mint amit (az dsszes lehetséges bemenetre) bizonyitani tudtunk. Az
éles példak tehat azt mutatjdk, hogy ha az adott algoritmus kozelitésénél jobbat
szeretnénk, akkor nem az algoritmus elemzését kell finomitani, hanem masik al-
goritmusra van sziikség.

A multiplikativ kozelitéseket el6szor par egyszerli példan mutatjuk be, majd meg-
vizsgalunk néhany bonyolultabb problémat, koztiik olyanokat is, melyekre nem
lehet k-approximdciés algoritmust adni (feltéve, hogy P#NP).

4.1. Néhany egyszeri 2-approximacio

4.1.1. A maximalis paros részgraf probléma

Probléma. A maximalis paros részgraf probléma (a tovabbiakban MAX_PAROS)
esetében egy adott G = (V,E) graf maximalis élszamu paros részgrafjat keressiik
(a csucsok szamdra nyilvan nincs értelme maximalizdlni), vagyis a Vcsticshalmaz
egy olyan kettéosztasit A és B halmazokra (AUB =V,ANB = 0), melyre az A és
B kozt mend élek szdma maximdlis.

Bonyolultsdg. A MAX_PAROS NP-nehéz (ennek okait nem részletezziik), 2-
approximdcids algoritmust azonban kénny( rd mutatni.

2-approximdcios algoritmus, elsé megoldds Osszuk ketté tetszGlegesen a csucs-
halmazt és jel6ljiik minden v csdcsra ds(v)-vel a v-bdl a sajét csoportjdba mend
élek szamat, d,, (v)-vel pedig a v-b8l a masik csoportba mend élek szamét. Nyilvan
teljesiil, hogy ds(v) +d(v) = d(v), ahol d(v) a v cstics foka G-ben. Egy olyan v
csucsot, melyre d,, (v) < ds(v), érdemes athelyezni a mdsik csoportba, hiszen ez-
zel noveljiik a két csoport kozt mend élek szamat (mivel d(v) éllel noveljiik és
csak d,, (v) éllel csokkentjiik). Az ilyen v csticsokat ennek megfelelGen nevezziik
athelyezenddnek. Az algoritmus megvizsgalja, hogy van-e athelyezendd cstcs €s
ha igen, akkor egy ilyet at is helyez a masik csoportba, majd ezt ismétli, amig talal
athelyezendd csucsot.

Elemzés. A fenti algoritmus nyilvdn megvaldsithat6 polinom idében: bér egy csu-
csot tobbszor is dthelyezhetiink, az 6sszes athelyezések szama feliilrdl becsiilhetd
a graf éleinek szamadval, hiszen a keresztbe mend élek szdma minden athelyezés-
nél nd.
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Ha mdr nincs dthelyezendd csucs, akkor minden v cstcsra teljesiil, hogy d,(v) >
dg(v). Az adott kettéosztds mellett a két csoport kozt keresztbe mend élek szama
3 Yvev dm(v), mig a csoportokon beliil mend élek szdma 3 ¥,y ds(v), vagyis ha
nincs dthelyezendd csucs, akkor a keresztbe mend élek szdma legaldbb akkora,
mint a csoportokon beliil mendké. Mivel csak ez a két éltipus van, a keresztbe
mend élek szama legalabb akkora lesz, mint a graf 6sszes €lei szdménak fele, ami
pedig nyilvan legaldbb akkora, mint a maximalis paros részgraf élszamanak fele,

igy csakugyan 2-approximécids algoritmust kaptunk.

2-approximdcios algoritmus, mdsodik megoldds Gyorsabb algoritmust kapunk,
ha ahelyett, hogy V-t tetsz8legesen kettéosztandnk, a pontokat egyesével helyez-
ziik el a kezdetben iires A és B halmazokban tgy, hogy a soron kovetkezd pontot
mindig abba a halmazba rakjuk, amelyben kevesebb (nem tobb) szomszédja van
a mar elhelyezettek koziil.

Elemzés. A mar bekeriilt pontok altal feszitett részgrafba igy minden pont be-
vételével legaldbb annyi keresztbe mend €l keriil, mint amennyi csoporton beliil
megy, igy végiil itt is teljesiilni fog, hogy az éleknek legalabb a fele A és B kozott
megy. Mivel ez az eljaras is nyilvan polinomidlis, most is 2-approximdciot kap-
tunk. Erdemes megfigyelni, hogy a mésodik algoritmus kimenetében a csticsokra
nem feltétlen teljesiil dy,,(v) > ds(v), igy a kimenet esetleg javithat6, ha még az
elsé algoritmust is lefuttatjuk az aktuédlis kettéosztdssal kezdve. Ez ugyanakkor
persze nem garantdl jobb approximdcids faktort (1d. 13., 14., 15., 16. feladatok).
A legjobb ismert approximéacids faktor a MAX_PAROS-ra egyébként kb. 1,139.

4.1.2. A minimalis lefogé ponthalmaz probléma

Probléma. TetszOleges bemeneti graf minimalis méretd lefogé ponthalmazanak
keresése (MIN_LEFOGO).

Bonyolultsdg. A 2. fejezetben mdr esett sz6 réla, hogy a maximdlis fiiggetlen
ponthalmaz keresése (MAX_FTL) NP-nehéz feladat. Ebbdl kovetkezik, hogy a
MIN_LEFOGO is NP-nehéz, hiszen egy G = (V, E) grafban egy X ponthalmaz ak-
kor és csak akkor minimadlis lefogé halmaz, ha V \ X maximadlis fiiggetlen halmaz
(egyébként a MIN_LEFOGO eldontési valtozata is egyike Karp 21 problémaja-
nak). Erdekes tény, hogy mikézben a MAX_FTL-re semmilyen k-ra nem létezik
k-approximacio, feltéve, hogy P#NP (ennek bizonyitdsa meghaladja a jegyzet ke-
reteit), addig a MIN_LEFOGO-ra igen konny(i 2-approximdaciét adni.

2-approximdcios algoritmus, elsd megoldds Keressiik meg el6szor a bemenet-
ként kapott G graf egy M maximadlis pdrositasat (erre csak paros grafok esetén
tanultunk algoritmust — a javitbutak moédszerét —, de a feladat éltalanos grafok-
ra is megoldhaté polinom idében), majd adjuk meg kimenetként a parositdsban
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szerepld élek 4ltal fedett csucsokat.

Elemzés. A kapott csiicshalmaz tényleg lefogé lesz, hiszen ha lenne olyan él,
melynek egyik végpontjat sem tartalmazza, akkor ezt az élet az M parositdshoz
véve ismét parositast kapnank, ami M maximalitdsa miatt lehetetlen. Azt kell még
belatnunk, hogy a kapott csiicshalmaz mérete legfeljebb 20PT. Az M-ben szerep-
16 élek lefogdsahoz legaldbb |M| csticsra van sziikség, hiszen semelyik két M-beli
élnek nincs kozos pontja, igy OPT > |M|. Az algoritmus dltal adott csicshalmaz
elemszdma pedig 2|M| < 20PT.

2-approximdcios algoritmus, mdsodik megoldds A fenti algoritmus valdjdban
egyaltalan nem egyszerd, hiszen felhaszndl egy altalanos grafban maximalis paro-
sitast keresd algoritmust. Vegyiik azonban észre, hogy az M parositasrdl csak azt
haszndltuk ki, hogy G tetszSleges élét hozzavéve az 1j élhalmaz nem pdrositds,
vagyis M a G egyetlen élével sem bovithetd. Ilyen pérositast pedig nem nehéz
taldlni: valasszuk ki G egy tetsz6leges €lét, majd toroljiik az €l két végpontjit G-
bdl. A kapott grafban ismét valasszunk egy €let és toroljiik a végpontokat. Addig
folytatjuk ezt az eljarast, amig mar nem marad csucs hatra vagy a kapott grafnak
mar nincsenek élei.

Elemzés. Vilagos, hogy a kapott élhalmaz parositas lesz €s az is, hogy ez a paro-
sitds tovabb nem bdvithetd (ellenkezd esetben nem allt volna le az eljards, hiszen
lenne még él a maradék grafban). Az eddig l4tottak szerint tehét az igy taldlt pa-
rositds dltal fedett cstcsok is olyan lefogd ponthalmazt hatdroznak meg, melynek
mérete legfeljebb 20PT. Az algoritmus 1€pésszama nyilvan polinomidlis, st jo-
val kisebb, mint az el6z6 algoritmus 1épésszama. Ez azért is figyelemre mélto,
mert a masodik algoritmus dltaldban valamivel jobb eredményt ad az elsénél, hi-
szen a nem bdvithetd parositasok nem feltétlen maximadlis méretliek; ez ugyanak-
kor nem jelenti azt, hogy az approximdcids faktora jobb lenne, mint 2 (éles példat
nem nehéz adni, 1d. 19. feladat). Ez az algoritmus (melyet egymastol fiiggetle-
niil taldlt meg Gavril és Yannakakis) mar csakugyan nagyon egyszerli, aminek
fényében igencsak meglepd, hogy ennél jobb konstans faktorti approximacié nem

ismert a feladatra.

4.2. A silyozott halmazfedési probléma

Probléma. A silyozott halmazfedési probléma (a tovabbiakban
S_HALMAZ_FED) esetében adott egy n elemd U alaphalmaz, U részhal-
mazainak egy # rendszere, melyre UgcS = U, tovdbbd egy ¢ : # — R*
koltségfiiggvény. A feladat U egy minimadlis 0sszsdlyud fedésének megaddsa. Mds
sz6val olyan #Z' C Z rendszert keresiink, melyre UgeprS = U és Y geg ¢(S)
minimdlis.
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Bonyolultsdg. A probléma NP-nehéz, ezt azzal igazoljuk, hogy visszavezetjiik
rd a MIN_LEFOGO-t. Maga a visszavezetés rendkiviil egyszerd, val6jdban ar-
rél van sz6, hogy a MIN_LEFOGO az S_HALMAZ_FED specidlis esete. Legyen
G = (V,E) egy tetsz0leges graf, ennek keressiik egy minimalis lefogé ponthalma-
zat. Most megadjuk az S_ HALMAZ_FED egy olyan esetét, melyet megoldva meg-
kapjuk G egy minimdlis lefog6 ponthalmazét. Legyen U :=E, % :={E,:vEV},
ahol E, a G-ben a v csicshoz csatlakozé élek halmaza. Legyen végiil minden
Z-beli halmaz koltsége 1. Az igy kapott silyozott halmazfedési feladat nyilvan
ekvivalens lesz a G graf egy minimélis lefogd ponthalmazdnak megtaldldsaval.
Ebbdl az is kovetkezik persze, hogy az S_ HALMAZ_FED-nek még az a specidlis
esete is NP-nehéz, amikor minden halmaz sulya 1. Ennek a specidlis esetnek az
eldontési véltozata is szerepel Karp 21 NP-teljes problémadja kozott.

Az eddigiek azt sejtetik, hogy az S_ HALMAZ_FED-re még approximacios algorit-
must sem lesz egyszer( taldlni. A helyzet valoban ez, nem ismert konstans faktoru
approximéci6 az S_HALMAZ_FED-re (s0t, azt sejtik, hogy ilyen nem is létezik,
feltéve, hogy P#NP). Ha azonban nem koveteljik meg, hogy az approximacios
faktor konstans legyen (vagyis hogy egyaltalan ne fiiggjon a bemenettdl), akkor
mar adhatunk elfogadhat6 kozelitést. Chvatal aldbbi mohé algoritmusanak app-
roximdcios faktora Hy = 1 + % + % +...+ % lesz, ahol k az Z-beli legnagyobb
elemszdmu halmaz mérete. A k szam akar meg is kozelitheti az n-et (s6t, egyenld
is lehet vele), az approximdcids faktor tehat akar H,, is lehet. Ismert az analizis-
bdl, hogy Inn < H,, <Inn+1, tehat az approximdcids faktor Inn koriil lesz. Ennél
nagysagrendileg jobb approximacié nem is ismert a feladatra.

Algoritmus. Az algoritmus soran egyesével fogunk halmazokat vélasztani %-bdl,
és egy C halmazban taroljuk az U alaphalmaz azon elemeit, melyeket a mar kiva-
lasztott halmazok lefednek. C kezdetben természetesen iires. A soron kovetkez6
S € Z halmazt ugy valasztjuk ki, hogy a % hanyados minimalis legyen, mas
szoval mindig azt a halmazt valasztjuk, melynek egy djonnan lefedett elemre es6
koltsége minimalis. Ezt addig folytatjuk, mig a teljes U halmazt le nem fedtiik.

Elemzés. Az algoritmus természetesen polinomidlis lesz, azt kell igazolnunk,
hogy a kimenet 0sszstilya nem haladja meg az optimum Hj-szorosat. Ehhez defi-
nidljuk egy elem arat az algoritmus altal 6t els6ként fedd halmaz egy elemre esd
koltségeként, vagyis ha az x elemet els6ként az S halmaz fedi, akkor x dra G(\—SC)|
ahol C az x fedése el6tti helyzetben mar fedett elemek halmaza. Vildgos, hogy
barmely, a fedésbe bevett halmaz silya egyenl6 az altala els6ként fedett elemek
arainak Osszegével és igy az is, hogy a fedés Osszstlya az Gsszes elem drainak
Osszege lesz.

Legyen most Z* C % egy minimalis Osszsulyu fedés és legyen S € Z* tetsz-
leges. Legyenek § elemei x,x2,...,x,, ahol r < k. Tegyiik fel (anélkiil, hogy az
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az altaldnossdg rovdsdra menne), hogy az algoritmusunk S elemeit x,,x,_1,...,x]
sorrendben fedi le és vizsgaljuk azt a 1€pést, amikor x;-t lefedjiik. E 1épést meg-
el6z6en x;-n kiviil az x;_1,x;_»,...,x; elemek is fedetlenek, ekkor tehat az S hal-
oS )| hanyados legfeljebb ( ) Mivel az algoritmus a legkisebb
hanyadoshoz tartoz6 halmazt valasztja, a klvalasztott x;-t fedd halmazhoz tartozé

mazhoz tartozdo s

hanyados is legfeljebb ennyi, igy definici6 szerint x; dra is legfeljebb - ( ) Mivel
i < r tetszOleges volt, ez azt jelenti, hogy az S elemeinek fedéséhez szukseges
oOsszes ar legfeljebb Y/, @ = c(S)H, < ¢(S)Hy. Az 6sszes, Z* valamelyik hal-
mazéban szerepl$ elem drainak Osszege igy legfeljebb Y ¢c - Hic(S) = H,OPT,
(ahol OPT a minimadlis 6sszsulyud fedés silya). Figyelembe véve, hogy Z* hal-
mazai U minden elemét fedik, az 0sszes elem drainak 6sszege pedig épp az algo-
ritmus altal adott fedés 0sszstlya, ezzel €pp a bizonyitand6 allitast kaptuk.

Eles példa. Megmutatjuk, hogy a Hj, sét a H, approximaci6s faktornal jobbat
nem lehet az algoritmusra bizonyitani. Legyen ehhez U = {1,2,...,n}, az #
rendszer pedig dlljon az {1},{2},...,{n} halmazokbdl és magabdl U-bdl. Legyen
ezen kiviil ¢({i}) = 1, c(U) = 1+ ¢, ahol € > 0 késdbb specifikdlandé szdm. Vi-
lagos, hogy az optimélis fedés csak az U halmazt fogja hasznalni, koltsége igy
1 + €. Az algoritmus ezzel szemben az els 1épésben az {n} halmazt vilasztja,
hiszen erre lesz a legkisebb az egy 1j elemre esd koltség (%, az U esetében ez a
koltség 1%). A madsodik 1épésben az algoritmus az {n — 1} halmazt vélasztja, hi-

szen most erre lesz a legkisebb az egy Uj elemre esd koltség (L az U esetében ez

most 1+8 , hiszen egy elem maér le van fedve). A harmadik 1épésben az algoritmus

az {n 2} halmazt vdlasztja, és igy tovabb, végiil utolséként az {1} halmaz keriil
sorra, aminek az egy 1j elemre es6 koltsége ekkor mar kevesebb lesz, mint U egy
tj elemre es6 koltsége (1, szemben az (1 + €)-nal). Az algoritmus &ltal adott fedés
teljes sulya tehat épp H, lesz, ami 1{&5
legesen kicsi pozitlv szamnak Valaszthaté semmilyen H,-nél kisebb szdmra sem

semmllyen H,-nél klsebb szam sem lehet alkalmas az algorltmus approx1macms
faktoranak.

4.3. Steiner-fak

Egy élsulyozott 6sszefiiggd graf minimaélis 0sszsulyu feszitdfajanak polinom idejt
megtaldldsdra szamos algoritmus ismert (pl. BorGvka, Kruskal, Jarnik-Prim), és
ezek gyakorlati alkalmazdsokban is fel szoktak bukkanni (Bortivka példaul 1926-
ban Morvaorszdg villamositdsa kapcsan fedezte fel a réla elnevezett algoritmust,
melynek fontossdgét az is mutatja, hogy 1938-ban, 1951-ben és 1965-ben is Ujra
felfedezték). Lényegesen bonyolultabb a helyzet, ha a keresett fa nem kell, hogy
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a graf minden csucsat tartalmazza, hanem csak bizonyos elére adottakat.

Probléma. A Steiner-fa probléma esetében adott egy G = (V,E) egyszerd,
Osszefiiggd graf, a csucsok egy kettéosztdsa az S és T halmazokra (SUT =V,
SNT =0, S elemeit Steiner-pontoknak, 7' elemeit terminaloknak hivjuk), tovab-
bd egy ¢ : E — R™ €lsiilyozés. F a G Steiner-f4ja, ha F olyan részgrafja G-nek,
amely T minden csticsat tartalmazza és persze fa. Osszefiiggd grafnak mindig
van Steiner-fija, hiszen barmelyik feszit6fa ilyen lesz. Egy Steiner-fa koltsége
(vagy sulya) a faban szerepld élek silyainak 6sszege. A feladat G egy minimalis
koltségli Steiner-fajanak megaddsa (a bemenet természetesen G-n kiviil az S, T
sz€tosztast €s a c élsulyozast is tartalmazza).

Bonyolultsdg. A feladat eldontési valtozata egyike Karp 21 NP-teljes probléma-
janak, igy persze az optimalizlasi verzié NP-nehéz, de szamos specidlis esete
megoldhaté polinom idSben (1d. 27., 28., 29. feladatok). Az aldbbiakban egy 2-
approximéciot fogunk megadni (a legjobb ismert approximéci6 faktora kb. 1,39,
ugyanakkor %—nél jobb approximdcids faktort algoritmust csak P=NP esetén le-
het adni).

Algoritmus. El6szor a probléma egy jéval egyszertibbnek tind specidlis ese-
tére adunk 2-approximéciét, majd megmutatjuk, hogy hogyan adhatunk ugyan-
ilyen approximéciot tetsz8leges bemenetre. A specidlis eset az ugynevezett met-
rikus Steiner-fa probléma, itt a G graf teljes graf, az élsulyozas pedig teljesiti
a hdromszog-egyenltlenséget, vagyis tetszdleges x,y,z csicsokra és a koztiik
fut6 (x,y),(y,2), (z,x) élekre teljesiil, hogy c((x,z)) < c((x,y)) 4+ c((y,2)). Jelol-
jik egy G = (V,E) gréf tetszleges X C V csicshalmaz dltal feszitett részgrafjat
G[X]-szel. Az algoritmus rendkiviil egyszer( lesz: éllitsunk el§ a G[T] grafban
egy (a ¢ élsulyozas szerint) minimélis sulyu feszitofat (pl. Kruskal algoritmusa-
val) és adjuk meg ezt a fat kimenetként. Az altalanos eset kezeléséhez legyen
most (G,S,T,c) egy tetszSleges, nem feltétlen metrikus bemenet, ebbdl elGal-
litjuk a metrikus speciélis eset egy (G',S',T’,c’) bemenetét; ezt az eljardst hiv-
juk metrizdldsnak. G’ legyen teljes graf G cstcshalmazan, 8’ = S, =T, az
(x,y) él ¢’(x,y) sulya pedig legyen az x és y csicsok kozti, G-beli legrovidebb ut
hossza, a ¢ sulyozds szerint. [lyen ut mindig 1étezik, mivel G 6sszefiiggd. Vildgos,
hogy a kapott bemenet metrikus, hiszen G’ teljes graf és barmely x,y,z csticsokra
((x,2)) < ((x,y)) +((3,2)), ellenkezd esetben egy x és y kozti legrovidebb
ut éleihez egy y és z kozti legrovidebb tit €éleit adva olyan x és z kozti élsorozatot
kapndnk, melynek hossza kisebb, mint ¢/((x,z)), ami lehetetlen. Haszndljuk most
a metrikus esetre adott algoritmust a (G',S’,T’,¢’) bemenetre (vagyis adjunk meg
egy minimélis sdlyu feszitéfat G'[T]-ben). Az igy kapott F’ fa persze nem lesz
j6 kimenet az eredeti problémadra, hiszen elképzelhetd, hogy bizonyos élei nem is
szerepelnek G-ben. Helyettesitsiik 7/ minden (x,y) élét az x és y kozti G-beli leg-
rovidebb ut éleivel. Az igy kapott K élhalmazban (precizebben a K és a K-beli élek
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altal fedett csicsok 4ltal meghatarozott Gk grafban) lehetnek korok, sét K-ban G
élei tobbszorosen is szerepelhetnek. Vegyiik ezért Gk egy F” minimalis feszitGf4-
jat (ismét Kruskal algoritmusat hasznalva), ez mar G Steiner-faja lesz; adjuk meg
ezt kimenetként. Az algoritmus futdsdra példat a Feladatok alfejezetben taldlunk
(26. feladat).

Elemzés. Lassuk be el6szor, hogy a metrikus esetre adott algoritmusunk 2-
approximdcid; legyen a bemenet (G, S, T, c). Az, hogy Steiner-fat kapunk, éspedig
polinom id6ben, nyilvdnvald, az approximacios faktort kell igazolnunk. Legyen D
optimalis Steiner-fa, dupldzzuk meg ennek az éleit (vagyis helyettesitsiink minden
élet két parhuzamos éllel, melyek az eredeti él végpontjai kozt mennek €s stulyuk
is azonos az eredeti €l silyaval), nevezziik a kapott grafot D'-nek. D’ dsszefiig-
g6, hiszen D fa volt és minden cstics D'-beli foka pdros, igy 1étezik D'-nek egy
U = (ug, f1,u1, f2,u2, -, fm,m = ug) Euler-korsétdja (itt ug,uy,...,u, D’-beli
csucsok, f1, f2, ..., fm pedig D' élei és az f; €l az u; 1 és u; csticsok kozt megy). U-
bl elééllitjuk a G[T] graf egy H Hamilton-korét a kovetkez8képp. Tekintsiik D’
csdcsainak az (ug,uy,uy, ..., u,) sorozatdt, vagyis vegyiik a csicsokat az U végig-
jarasa szerinti sorrendben, egy csticsot akar tobbszor is (egy D’-ben 2d foku cstics
d-szer fog elofordulni, de ez nem lényeges). Tartsuk meg minden 7'-beli csicsnak
az els6 eldforduldsat ebben a sorozatban (vagyis kidobjuk a sorozatbdl az S-beli
csucsokat és a T'-beli csiicsok masodik és minden tovabbi példanyat); vegyiik ész-
re, hogy ekkor T minden csticsa szerepelni fog, hiszen D Steiner-fa, igy D és D' is
tartalmaz minden T -beli csticsot. Legyen az igy kapott sorrend (u;,,u;,,. .., Wiy, ).

Alljon most H az (u;,,u;, ), (i, iy), - - - (i ttir)), (i 7, iy ) €lekbBl. H nyil-
van Hamilton-kor G[T]-ben. Megmutatjuk, hogy H éleinek Osszkoltsége, c(H)
legfeljebb 20PT . Ehhez sziikségiink lesz az aldbbi egyszerli lemmara.

4.3. Lemma Legyen c a G teljes grdf metrikus élsiilyozdsa és legyen R tetszdleges
élsorozat az x és 'y csicsok kozt G-ben. Ekkor c((x,y)) < ¢(R).

Bizonyitds. Az R-ben szerepl$ élek r szdma szerinti teljes indukcidval bizonyi-
tunk. Ha r = 1, akkor az allitds magatdl értet6dd. Az indukcids feltevés az lesz,
hogy r =i esetén az 4llitas igaz; azt kell belatnunk, hogy ekkor » =i+ 1 esetén is
igaz lesz. Legyen (x,z) az R élsorozat els6 éle és jeldljik R'-vel az R-nek a z és y
kozti, r — 1 = i é1bdl all6 részét. Ekkor

c(R) = c((x,2)) + c(R) = ¢((x,2)) +¢((z,3)) = e((x,y)),

ahol az els6 egyenldtlenség az indukcios feltétel, a masodik pedig ¢ metrikussaga
miatt teljesiil. O

Figyeljik most meg, hogy H-t uigy kapjuk az U Euler-korsétabol, hogy a korséta
ui, és u;, kozti szakaszdt az (u;,, u;, ) éllel helyettesitjiik, az u;, és u;, kozti szakaszt

32



az (u;, u;;) €llel helyettesitjiik, és igy tovébb, végiil az u;;, €s u;, kozti szakaszt az
(uiyy ,uiy ) €llel helyettesitjiik. Ezt az eljrdst hivjuk a korséta levagdsanak (G[T]
egy Hamilton-korévé). A 4.3. Lemma szerint a helyettesitések nem novelik az
élhalmaz Osszsilyat (hiszen minden levagott élsorozat helyére épp az €lsorozat
két végpontja kozti €l keriil), igy teljesiil, hogy

c¢(H) < c(U) =c(D") =2¢(D) =20PT.

Hagyjunk el most egy tetszSleges élet H-bSl. A kapott H' grafra nyilvan ¢(H') <
c(H) < 20PT, hiszen az élsilyozds nem negativ. H' a G[T] egy Hamilton-ltja,
vagyis egyben feszit6fdja is, igy a kimenetként adott minimadlis feszit6fa sdlya
ennél nem lehet nagyobb, tehat szintén legfeljebb 20PT, igy a metrikus esetben
csakugyan 2-approximdciot kaptunk.

Lassuk be most, hogy az 4ltalanos esetre adott algoritmusunk is 2-approximacio;
legyen a bemenet (G, S,T,c). Az eljards nyilvan polinomidlis, az F” kimenet pe-
dig csakugyan Steiner-fa, hiszen F” fa, csak G-beli élei vannak és minden olyan
csdcsot tartalmaz, amit F’, amely pedig tartalmazza T minden csticsét. Az appro-
ximécids faktor igazoldséhoz legyen OPT, illetve OPT’ a (G,S,T,c)-hez, illetve
a (G',S',T',c')-hez tartoz6 optimélis Steiner-fa 6sszsilya, jeldljiik tovdbba c(H )-
val, illetve ¢’ (H)-val egy H gréf éleinek osszstlyat a c, illetve ¢’ silyozds szerint.
Ekkor
c(F") < c(K) = (F') <20PT' <20PT.

F" élei a K éleinek részhalmazat alkotjdk és a ¢ silyozds nem negativ, ez iga-
zolja az elsd egyenlGtlenséget. Az ezt kdvetd egyenléség ¢ és K definici6jabol
kovetkezik, ¢’ (F') < 20PT’ pedig abbdl, hogy a metrikus esetre vonatkozé algo-
ritmus 2-approximdcié. Végiil az utolsé egyenl6tlenség igazolasahoz legyen F*
egy (G,S,T,c)-hez tartoz6 optimdlis Steiner-fa. Ekkor F* minden 7'-beli csticsot
tartalmaz, minden e = (x,y) éle szerepel G'-ben is, s6t ¢’(¢) < c(e), hiszen e egy
egy €l dt x és y kozott G-ben, ’(e) pedig az x és y kozti legrovidebb ut hossza (a
c stilyozés szerint). Igy OPT' < ¢/(F*) < ¢(F*) = OPT.

A fentiek szerint az F” Steiner-fa sszsilya tehdt valéban legfeljebb az opti-
mum kétszerese. Erdemes megfigyelni, hogy az éltaldnos eset vizsgalatakor an-
nak, hogy épp a 2-es approximadcios faktort akartuk igazolni, nem volt jelent&sé-
ge: ha barmilyen k-ra van egy k-approximécionk a metrikus esetre, akkor a leirt
modon k-approximdciot kapunk az altalanos esetre is.

Eles példa. Legyen G teljes graf az {1,2,...n} csticsokon, S = {1}, T =
{2,3,...,n}, ¢((1,i)) = 1 minden i = 2,3,...,n esetén és ¢((i,j)) = 2 minden
i# j,i,j # 1 esetén. Ez a probléma egy metrikus esete, az algoritmus futtatdsa
sordn tehat a metrizdlasi 1épésre nincs sziikség, a kimenet a 2,3,...,n csicsok
altal feszitett részgraf egy feszitGfdja lesz, melynek silya 2(n — 2). Az optimalis
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Steiner-fa ugyanakkor egy 1 koz€ppontu csillag, ennek silya n— 1. A kapott ered-
mény tehat az optimum 2(,1”__12 ) szerese lesz, amibdl kovetkezik, hogy semmilyen
2-nél kisebb szdm sem alkalmas az algoritmus approximécids faktoranak, hiszen
2(n—2)
n—1

barmely k < 2 esetén 1étezik olyan n, melyre > k (mivel n — oo esetén

2An2) 2).

n—1

4.4. Az utazé6iigynok probléma

Képzeljiik el, hogy egy automatdkat tizemeltetd cég alkalmazottjaként a cég te-
lephelyérdl kiindulva és ugyanoda visszaérkezve végig kell latogatnunk az au-
tomatdkat a lehet6 legkisebb 6sszkoltséggel (koltségnek tekinthetjiik példaul az
eltelt id6t, a megtett Ut hosszat, a felhaszndlt iizemanyag arat, vagy akér egy ezek-
bdl szamitott fiiggvényt). Ha minden automatét csak egyszer latogathatunk meg
és a telephelyre sem térhetiink vissza miel6tt végeztiink volna, akkor a feladat
a jol ismert utazéiigynok problémaval (minimalis koltségli Hamilton-kor keresé-
se) ekvivalens. Erdemes azonban megemliteni, hogy ha ilyen kiktés nincs, mds
feladatot kapunk: ekkor olyan minimadlis koltségii zart élsorozatot kell taldlnunk,
mely minden csucsot tartalmaz. A két feladat kozti kiilonbség egyaltalan nem
elhanyagolhat6: mindkettd NP-nehéz, de az utazéligynok probléma nem is appro-
ximadlhat6, mig a masik igen (1d. 35. feladat). A némiképp meglepd jelenség oka
az, hogy az élstilyozds nem feltétleniil metrikus.

Probléma. Az utazdiigynok probléma bemenete egy nem negativan élsulyozott
teljes graf (tehét (G, c), ahol G teljes gréf, ¢ : E(G) — R™), a feladat G egy mini-
malis 0sszsulyd Hamilton-korének megaddsa.

Bonyolultsdg. Korabbi tanulmanyaink soran mar lattuk, hogy ez a probléma NP-
nehéz, most ennél joval tobbet mutatunk meg: a problémadra semmilyen konstans
k-ra sem létezik k-approximdacids algoritmus, feltéve, hogy P£NP. Tegyiik fel
ugyanis ezzel ellentétben, hogy ilyen algoritmus valamely k-ra 1étezik. Megmu-
tatjuk, hogy ekkor polinom iddben el tudnidnk donteni, hogy egy tetszélegesen
adott G grafnak van-e Hamilton-kore, amibdl az 4llitds a Hamilton-kor problé-
ma NP-teljessége miatt kovetkezik. Hozzunk létre G csicshalmazan egy G’ teljes
grafot a kovetkezd €lsulyozéassal. Azon élek, amelyek G-ben is benne voltak, kap-
janak 1 sulyt, a tobbi €l pedig legyen kn sulyu, ahol n a G csucsainak szama.
Figyeljikk meg, hogy ekkor G’ Hamilton-kéreinek silya vagy n (ha csupa 1 si-
lya €1bdl all a kor), vagy legaldbb kn +n — 1 (ha van a korben 1-tdl kiilonboz6
sulyu él). Futtassuk most az igy kapott bemenetre a feltételezett k-approximacios
algoritmust. Ez polinom id&ben taldlna egy olyan Hamilton-kort, melynek stlya
az optimumnak legfeljebb k-szorosa. Ha a talélt kor sulya n, akkor az eredeti G
grafban van Hamilton-kor, hiszen az n sulyd kor csupa 1-es €1bdl éll, ezek pedig
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G-nek is élei. Ha viszont a taldlt kor sdlya nagyobb, mint n, akkor az el6z6ek
szerint a suly legaldbb kn 4+ n — 1. Ekkor G-ben nem lehetett Hamilton-kor, el-
lenkez$ esetben a G'-beli optimalis Hamilton-kor silya n lenne, az algoritmus
(mivel k-approximadcios) igy legfeljebb kn sulyu kort kellene, hogy adjon kime-
netként, mikdzben a taldlt kor silya legaldbb kn+n— 1. Mivel G’ elGllitasa G-bsl
polinom id6ben megvaldsithat6 és G’ mérete csak kevéssel nagyobb, mint G mé-
rete (szomszédsagi matrix haszndlata esetén pl. legfeljebb logkn-szerese, mig G
mérete n?), igy az utazéiigyndk problémara adott k-approximéciés algoritmus se-
gitségével csakugyan polinom id6ben tudnink eldonteni egy tetsz6leges grafrdl,
hogy van-e Hamilton-kore.

A 2. fejezetben esett arrdl szd, hogy ha gyakorlati feladatok megoldasakor talal-
kozunk NP-nehéz problémaval, akkor érdemes megvizsgélni, hogy nem elég-e a
probléma egy specidlis esetét kezelni. Az utazéiigynok probléma esetében pon-
tosan errdl van szd: a gyakorlati alkalmazdsok sordn szinte biztosan teljesiil a
haromszog-egyenlétlenség az é€lsilyozdsra, ilyenkor beszEliink metrikus utazo-
ligynok problémardl. Sajnos még a metrikus utazéiigynok probléma is NP-nehéz
(1d. 32. feladat), erre azonban maér 1étezik kostans faktord approximdcids algorit-
mus. Az aldbbiakban el6szor egy 2-approximaciét adunk meg, majd ezt finomitva
egy %—approximéci(’)t, mely Christofides nevéhez fliz6dik. Bar Christofides algo-
ritmusa 1976-bdl szdrmazik, ennél jobb approximacié jelenleg sem ismert a fel-
adatra. A legjobb k approximacios faktorrél ennek ellenére csak annyit lehet tudni,
hogy k > %. Egy tovébbi specidlis esetre, az euklideszi utaz6iigynok problémara
(ahol a csdcsok a sikon helyezkednek el, a koztiik 1évo élek silya pedig a pontok
kozti szokdsos tdvolsdg) ugyanakkor tetszéleges € > 0 mellett 1étezik (1 + €)-
approximécio (ilyen algoritmusokkal bévebben az 5. fejezetben foglalkozunk).

2-approximdcios algoritmus. Az algoritmus harom {6 1€pésbdl 4ll:
(1) G egy minimalis 0sszsulyu F feszit6fdjanak megkeresése.

(2) F éleinek megdupldzdsa és az igy kapott F’ grafban egy S Euler-korséta meg-
keresése.

(3) Az S Euler-korséta atalakitdsa Hamilton-korré, a Steiner-fa problémanadl (az
approximadcios faktor igazoldsakor) latott levagésos technikaval.

Az elsé 1€pés megvaldsitasa polinom id6ben nem okoz nehézséget: hasznéalhatjuk
példaul Kruskal algoritmusat.

A madsodik 1épésben el6szor F' minden e élét két olyan éllel helyettesitjiik, mely
e végpontjai kozott megy. Mivel F 6sszefiiggd, ezért az igy kapott F’ is az lesz.
Nyilvédnval6 tovabba, hogy F’ minden csticsa paros foku, igy Euler tétele szerint
F'-nek van Euler-korsétdja. Az Euler-korsétat tobbféleképp is megkaphatjuk, az
alabbi algoritmus polinomialitdsa konnyen lathat6 (s6t, az algoritmus linedris ide-
jii lesz). Kivélasztjuk F’ egy tetszGleges vg csicsat €s keresiink egy vo-bdl induld
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S korsétat a kovetkezGképp: legyen e = (vg,v1) egy tetszdleges, vp-hoz csatlako-
z6 él. Viélasszunk most egy vi-hez csatlakozé e; = (v, ;) élet tgy, hogy az ne
legyen azonos e;-gyel, majd egy e, = (v2,v3) élet Ggy, hogy az ne legyen azonos
sem e-gyel, sem e;-vel. Folytassuk az eljarast amig lehetséges, vagyis amig az
e; élen elért v; csicsbol indul ki olyan F’-beli €1, mely a kordbbiak egyikével sem
azonos. Az igy kapott

S: (V0,€17V1,€2,V2,..-,er,vr)

élsorozat €élei mind kiilonb6z6k, ugyanez azonban nem feltétlen kell, hogy telje-
stiljon a csdcsokra, s6t konnyen lathatd, hogy vo = v,: ha v, kiilonbdzne vy-tdl,
akkor az S élsorozatban pdratlan sok €l illeszkedne rd és mivel F’-ben minden
fokszdm paros, illeszkedne ra olyan él, amely F’-ben benne van, de S-ben nincs,
vagyis az eljards nem allt volna le v,-ben. S tehat zart élsorozat, s6t az is igaz (az
el6bbiek alapjan), hogy minden vo = v,-re illeszkedd él szerepel benne. Ha most
S az F’ minden élét tartalmazza, akkor az algoritmus leéll, ha nem, akkor megke-
ressiik azt a legkisebb i szdmot, melyre F’-nek van olyan S-en kiviili éle, amely
illeszkedik v;-re. Keressiink most az el6z6khoz hasonléan v;-bél induld zart élso-
rozatot az F'\ S grafban (F'\ S minden fokszdma is paros, hiszen S zart élsorozat),

legyen ez
/
S = (Viaer+lyvr+laer+2>vr+27 s Oty Vel = Vi)~

Illessziik be az S’ élsorozatot S-be a v; csticsndl, vagyis a tovdbbiakban legyen
S = (Vo,el,V1,€2,V2, s 7eiaviaer+17vr+laer+2avr+27 )

@it Vel = Viy € 1, Vi1, €i42, Vi 2y - - - €5,V = VD).
Ha most mér S az F’/ minden élét tartalmazza, akkor az algoritmus leall, ellenkezd
esetben addig ismételjiik az eljardst (vagyis egy Gjabb S’ zdrt élsorozat beillesz-
tését az aktudlis S-be), amig ez be nem kovetkezik. Ha mar minden S 4ltal fedett
csucsra teljesiil, hogy minden ra illeszkedd F’-beli €l szerepel S-ben is, akkor F’
OsszefiiggGsége miatt S az F’ Buler-korsétdja lesz. Euler-korséta megtaldldséra
persze mds polinomidlis algoritmust is adhatunk (I1d. 36. és 37. feladat).

A harmadik 1épéshez legyen S = (uo, f1,u1, fo,u2,--., fnsum = ug) az F’
Euler-korsétdja, ebb6l a mar ismert levdgdsos technika segitségével készi-
tink Hamilton-kort. Tekintsik G csdcsainak az (ug,uy,us, ..., uy) soroza-
tat, vagyis vegyiik a csucsokat az S végigjardsa szerinti sorrendben. Tart-
suk meg minden cstcsnak csak az elsd el6forduldsat ebben a sorozatban, le-

gyen az igy kapott sorrend (u;,,ui,,...,u;,). Az algoritmus kimenete ekkor az
(uiy,uiy), Uiy, Uis ), - (Wi, i, ), (i, ui, ) élekbdl dl16 H Hamilton-kor lesz.

Elemzés. A kapott H kor nyilvan Hamilton-kor, hiszen minden cstcs legfeljebb
egyszer szerepel benne és mivel F a G feszit6fdja, S a G minden csticsat tartalmaz-
za, igy ugyanez igaz H-ra is. Mindhdrom 1épés megvaldsithaté polinom idében;
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a 2-es approximdcios faktort kell még igazolnunk. Legyen H* a G egy minimalis
Osszstlyd Hamilton-kore, ennek osszsilya OPT. H* egy élét elhagyva Hamilton-
utat kapunk, melynek sulya legfeljebb OPT, hiszen az élstlyozas nem negativ. A
Hamilton-utak feszit6fdk is, igy G-nek létezik legfeljebb OPT koltségii feszito-
faja, vagyis ¢(F) < OPT, hiszen F minimalis koltségii feszitGfa. F'-t F éleinek
duplédzésdval kaptuk, igy c(F') = 2¢(F) < 20PT. Mivel S az F' Euler-korsétéja,
annak minden é1ét pontosan egyszer tartalmazza, tehdt ¢(S) = ¢(F') <20PT.A H
Hamilton-kort agy kapjuk az S Euler-korsétdbol, hogy a korséta u;; és u;;, , kozti
szakaszat (itt u;,,, = u;) egyetlen (u; o Ui +1) éllel helyettesitjiik. A hdromszog-
egyenldtlenség miatt a két csucs kozti €l silya nem lehet nagyobb, mint egy, a
két cstics kozt mend élsorozat Osszsilya (4.3. Lemma), igy a helyettesités sordn
az Osszsuly nem ndhet, vagyis c(H) < ¢(S) < 20PT, amivel az approximacids
faktor igazoldsat be is fejeztiik.

%—approximdcio’s algoritmus. Az imént latott 2-approximadci6 (2) 1épésében meg-

dupléztuk F éleit, hogy a kapott grafnak legyen Euler-korsétdja, ez a cél azonban
kevesebb €l hozzavételével is elérhetd. Legyen V), az F paratlan foku csucsainak
halmaza. Ha bizonyos €élek hozzdaddsaval a V),-beli csticsoknak eggyel megndvel-
nénk a fokdt, mikdzben a tobbi cstcs foka nem valtozik, akkor csak paros foku
csucsokkal rendelkez6 grafot kapndnk. A pératlan foku csicsok szama minden
grafban paros (ellenkezd esetben a graf fokszdmosszege pdratlan lenne, ami le-
hetetlen), igy F-ben is, tehét |V,| paros. Az éldupldzas helyett adjuk F-hez G[V,,]
(vagyis G V), dltal feszitett részgrafja) egy teljes pérositasat. Ilyen pdrositasbol
persze sok van, mi egy minimélis Osszsulyut szeretnénk vélasztani, ami — ha nem
is egyszerlien, de Edmonds egy (itt nem tdrgyalt) algoritmusa segitségével — po-
linom idében megoldhatd. A 2-approximdcids algoritmus tobbi részét valtozatlan
formaban atvessziik, (2) helyett pedig — a fentieknek megfelel6en — az aldbbi (2”)
1épést hasznaljuk:

(2) F éleihez hozzavessziik G[V,] egy M minimdlis 6sszkoltség teljes parositd-
sat, ahol V), az F paratlan foku csticsainak halmaza.

Az algoritmus futdsara példdkat a Feladatok alfejezetben taldlunk.

Elemzés. Az M parositasban a V),-beli csiicsok foka 1, a V,-n kiviilieké 0,
igy a (27) lépés csakugyan eléri a céljat. Az el6z6 algoritmus approxima-
cids faktordnak igazoldsdndl latottak szerint elég belatnunk, hogy M éleinek
Osszstulya legfeljebb %. Legyen H* ismét egy optimalis Hamilton-kér G-
ben és legyen aj,az,...,ax a V,-beli csiicsok egy, a H*-on val6 elhelyezke-
dés szerint vett sorrendje (vagyis H* a; €s a1 kozotti szakaszdn nincs ma-
sik V),-beli cstics semelyik i < 2k esetén). Legyen H* a V), csticsaibdl €s az
(a1,a2),(az,a3),. .., (axy_1,a), (axy,a;) élekbdl 4116 Hamilton-Kor. H*-ot ugy
kapjuk H*-bdl, hogy H* a; és a; kozti szakaszat (itt ay, 1 = ay) az (a;,ai+1)
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¢llel helyettesitjik. A 4.3. Lemma szerint barmely két cstcs kozti €l stlya nem
lehet nagyobb, mint egy, a két cstics kozt mend élsorozat osszsulya, igy c(H*) <
c(H*) = OPT. Legyen most Py az (ay,az),(az,as),. .., (axy_1,az) élek halmaza,
P, pedig az (ap,a3),(aq,as),...,(ax_2,ax—1), (axy,a;) élek halmaza. Ekkor P|
és P, teljes pdrositdsai G[V)]-nek, melyek (diszjunkt) unidja a 0 Hamilton-kor,
igy ¢(P)) +c(Py) = c(H*) < OPT. Igy c(P1) < 2T &s ¢(Py) < 9T koziil leg-
aldbb az egyik teljesiil. Ez azt jelenti, hogy G[V,]-nek létezik olyan pdrositdsa,
melynek Osszsilya legfeljebb %, vagyis ugyanez az M minimalis 6sszkoltsé-
gli teljes pdrositdsra is igaz, €s épp ezt akartuk belatni. Figyeljiik meg, hogy P
és P, megkeresése nem része az algoritmusnak (hiszen ehhez egy H* optimélis
Hamilton-korbdl indultunk ki), e parositdsoknak csak a 1étezése fontos: ez igazol-

. 2 2 2 sz P . . OPT
ja azt, hogy az dltalunk hasznalt M pérositds sulya is legfeljebb =5

4.5. Feladatok

12. (2) Adjunk 2-approximdcids algoritmust tetszdleges grafok élszinezésére.

13. (2) Mutassuk meg, hogy ha G éles példa a MAX_PAROS-ra adott valamelyik
approximécios algoritmushoz, akkor G paros €élszamu péros graf.

14. (2) Legyen k tetszdleges pozitiv egész. Adjunk 2k éli éles példat a
MAX_PAROS-ra adott masodik approximdciés algoritmushoz.

15. (2) Legyen k tetszbleges pozitiv egész. Adjunk meg olyan 4k €14 grafot, mely
éles példa lesz a MAX_PAROS-ra adott mindkét approximacids algoritmushoz.

16. (3) Mutassuk meg, hogy ha G éles példa a MAX_PAROS-ra adott els6 appro-
ximaciés algoritmushoz, akkor az élszama oszthat6 4-gyel.

17. (2) Adjunk olyan 2-approximdcids algoritmust egy Osszefiliggé graf maxi-
malis élszamu paros részgrafjanak megkeresésére, amely paros graf bemenetekre
optimédlis megoldést ad.

18. (2) Mutassuk meg, hogy tetszéleges G grafra a MIN_LEFOGO-ra adott elsd
algoritmus kimenete legfeljebb kétszer annyi csicsot tartalmaz, mint a masodik
algoritmus kimenete.

19. (1) Legyen k tetszbleges pozitiv egész. Adjunk olyan G éles példat a
MIN_LEFOGO-ra adott approximdciés algoritmusokhoz, melyre 7(G) = k.

20. (2) Adjunk meg olyan 10 cstcsu, 10 €1t egyszerd, Osszefiiggd grafot, melyre
a minimadlis lefogd ponthalmaz problémara latott 2-approximécids algoritmusok
soha nem adnak optimalis eredményt.
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21. (3) Legyen G 10 cstcsu egyszer( graf, melyre 7(G) = 8. Igaz-e, hogy minden
ilyen G gréafra 1étezik a MIN_LEFOGO-ra latott approximacidok valamelyikének
olyan futdsa, melyre a talalt lefog6 ponthalmaz minimalis?

22. (2) Adjunk 2-approximécids algoritmust a maximalis fiiggetlen ponthalmaz
keresésének problémdjdra olyan bemenetek esetére, melyekre a fiiggetlen pontok
maximélis szdma legalabb 23—", ahol n a bemeneti graf csicsszdma. Az algoritmus
miikodését szeml€ltessiik is a K 5 teljes paros grafon.

23. (1) Tekintsikaz {a,b,c,d,e, f,9,h,i,3,k,1,m,n,0,r,s,t,w,y}
betlthalmazt, és az elemeibdl képzett aldbbi szavakat, mint részhalmazokat (a
szavak utdni zaréjelben 1év6 szam jelenti az adott halmaz koltségét):

mackey (4),

ike (3 )I
( 6), gerald (6)

chef (3
kyle (

), jimbo (3), stan (4
5), wendy (

),
5), liane (6), randy

Hajtsuk végre ezen adatokkal az S_HALMAZ_FED-re adott kozelitd algoritmust.

24. (1) Tekintsik az {a,b,c,e,é,9,1,k,m,r,s,v} betlihalmazt, és az
elemeibdl képzett alabbi szavakat, mint részhalmazokat (a szavak utani zardjelben
1év6 szam jelenti az adott halmaz koltségét):

béka (2), maki (3), egér (4), réce (4), maci (4),
bika (4), csiga (5), veréb (5), gébics (6), vércse (6)

Hajtsuk végre ezen adatokkal az S_HALMAZ_FED-re adott kozelitd algoritmust.

25. (2) Adjunk %-approximéciés algoritmust a MIN_LEFOGO 3-reguldris gra-
fokra vonatkoz6 specidlis esetére.

26. (1) Egy hét csucsu teljes graf csicsai legyenek a sikon egy egységoldali sza-
balyos hatszdg cstcsai (sorrendben A, B,C,D,E | F) és kozéppontja, G. A G-bdl
indul6 élek silya azonos az él végpontjainak sikbeli tdvolsdgaval, a tobbi €l silya
a végpontok sikbeli tdvolsdganal %-del nagyobb. Hajtsuk végre és dokumental-
juk a Steiner-fa problémadra tanult kozelité algoritmust a grafra, ha a termindlok
halmaza {B,C,E,F}.

27. (1) Mutassuk meg, hogy a Steiner-fa probléma polinom idében megoldhato,
ha a Steiner-pontok halmaza iires, illetve ha a termindlok halmaza két elemd.

28. (2) Igaz-e, hogy a Steiner-fa probléma polinom id6ben megoldhaté, ha a
Steiner-pontok halmaza pontosan két elem?
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29. (2) Igaz-e, hogy a Steiner-fa probléma polinom idében megoldhat6, ha a
Steiner-pontok halmaza legfeljebb 21logn elemd, ahol n a graf csticsainak szdma?

30. (1) Egy négyzet egyik atlgjat osszuk harom pont segitségével négy egyenld
részre. Legyenek a G teljes graf csticsai a négyzet cstcsai és az 4tlon 1év6 harom
pont, minden €l stlya legyen azonos végpontjainak tdvolsadgaval. Hajtsuk végre és
dokumentéljuk a G grafra a Christofides-algoritmust.

31. (1) Tekintsiik az utazéligynok probléma azon specidlis eseteit, amikor a graf
csucsai egy szabalyos n-szog csucsai, az élek sulya pedig a végpontok sikbeli ta-
volsdga. Igaz-e, hogy ezen esetekre a Christofides-algoritmus optimélis megoldast
ad?

32. (2) Mutassuk meg, hogy a metrikus utaz6iigynok probléma NP-nehéz.

33. (2) Tekintsiik a metrikus utaz6iigynok probléma azon specidlis eseteit, ami-
kor a graf barmely két csticsa kozt 1étezik olyan tt, amely csak 1 sdlyu éleket
haszndl. Igaz-e, hogy ezen esetekre polinom id&ben taldlhatunk olyan Hamilton-
kort, melynek Osszsulya legfeljebb 2n — 2 (ahol n a graf csucsainak szdma)?

34. (2) Mutassuk meg, hogy a 33. feladat feltételei mellett lehetséges, hogy a
grafnak nincs (2n — 2)-nél kisebb silyd Hamilton-kore.

35. (3) Adjunk %-approximéciés algoritmust egy 0sszefiiggd, nemnegativan él-
sulyozott graf olyan minimadlis 0sszsulyu zart élsorozatdnak megtaldldsara, mely
minden cstucsot érint.

36. (3) Legyen G olyan 0sszefiiggd graf, melyben minden fok pdros, S pedig
G egy tetszdleges €lsorozata, melyben egyetlen €l sem szerepel egynél tobbszor.
Adjunk polinomiélis algoritmust annak eldontésére, hogy S kiterjeszthet6-e G egy
Euler-korsétajava (vagyis létezik-e olyan Euler-korséta, melyben S élei az S-beli
sorrendben szerepelnek), majd ezt felhaszndlva adjunk polinomidlis algoritmust
G egy Euler-korsétdjanak megaddsara.

37. (2) Legyen G olyan graf, melyet egy fa éleinek duplazdsaval kaptunk. Adjunk
a mélységi keresésen alapul6 algoritmust G egy Euler-korsétdjanak megaddsara.
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5. fejezet
Polinomialis approximacios sémak

Ebben a fejezetben olyan algoritmusokkal foglalkozunk, melyek segitségével NP-
nehéz optimalizalasi problémdkat tetsz6legesen kicsi multiplikativ hibdval tudunk
kozeliteni. Ennek persze tipikusan dra van: minél pontosabb a kozelités, annél na-
gyobb lesz a 1épésszam. Valdjdban egy adott problémédhoz nem is egy algoritmust,
hanem algoritmusok egy csalddjat kell megadnunk: minden adott, egynél nagyobb
szamhoz tartoznia kell egy polinomidlis algoritmusnak, aminek az approximacios
faktora az adott szam.

5.1. Definicié Egy adott optimalizdldsi problémdra approximdcios sémdnak ne-
veziink egy olyan algoritmust, melynek két bemenete van: az adott probléma egy
I esete és egy € > 0 szdm, a kimenet pedig egy (1 + €)-kozelitd megoldds, vagyis
maximalizdldsi probléma esetén olyan x* € Xj, melyre

1
*) > —— maxc(x),
) 2 g maxe(®)

minimalizdldsi probléma esetén pedig olyan x* € X, melyre

c(x’) < (1+8))I}€11§110(X),

ahol c¢(x) szokds szerint az adott optimalizdldsi problémdban szerepld célfiigg-
vény, Xj pedig az I bemenethez tartozo, szoba jovd kimenetek halmaza.

5.2. Definicié Egy approximdcios séma polinomidlis, ha a lépésszdma minden
rogzitett € esetén az I bemenet méretében polinomidlis.

Ha egy problémdra van polinomidlis approximécids sémdnk, akkor a definicié

szerint gyakorlatilag barmennyire meg tudjuk kozeliteni a megolddst ugy, hogy
kozben az algoritmus 1épésszdma polinomidlis marad, ami mar csaknem olyan
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hatékony, mintha polinomiélis algoritmusunk lenne a problémara. Ne feledkez-
ziink meg azonban arrdl, hogy a 1épésszam fiigghet (és tipikusan fiigg is) €-tdl,
vagyis ahogy € csokken, ugy a lépésszam kellemetleniil megndhet. Ez az appro-
ximdcids séma polinomialitdsat nem fogja befolydsolni, hiszen rogzitett € ért€k
mellett barhogy is fiigg a léplésszém £-tdl, ez csak a konstansokat véltoztatja meg.

Példaul egy 5_12”3 és egy 2¢2n 1épésszamu approximacids séma is polinomiélis

lesz, de mig az elsd j6l hasznalhato kis € esetén is (mondjuk € = 0,001), addig a
masodik mar € = 0, 1 mellett sem fog emberi idében lefutni. Erdemes tehat kiilon
is megvizsgdlni azokat az approximécids sémakat, melyeknél a 1épésszamot az
e-tdl fiiggden is korlatozzuk.

5.3. Definicié Egy approximdcids séma teljesen polinomidlis, ha a lépésszdma az
I bemenet méretében és é—ban is polinomidalis.

A 1épésszam polinomialitdsat azért épp %—ban szokds vizsgdlni, mert ez végtelen-

hez tart, ha € nulldhoz. Persze % helyett lehetne 8—12-et vagy \/g-t is haszndlni,
de ez a 1épésszam polinomialitdsdn nem véltoztatna. Pontosabb lenne ugyanakkor
é helyett Léj -r6l besz€lni (hiszen a 1épésszdm polinomialitdsat egész szdmokra
definialtuk), de mivel nyilvdnval6an nem okoz problémat, a definicioban és a to-
vabbiakban is hanyagoljuk az egészrész jel hasznélatit. Azt, hogy egy kétvaltozos
f(x,y) fuggvény (jelen esetben a 1épésszdam, ahol a valtozok az I mérete és %)
az x véltozoban polinomidlis, tigy kell érteni, hogy ha az y valtoz6t konstansnak
tekintjiik, akkor f(x,y) polinomidlis x-ben (és persze y-ban polinomialis, ha x-et
konstansnak tekintve f(x,y) polinomidlis y-ban). Példaul az f(x,y) = xy° fiigg-
vény x-ben és y-ban is polinomialis, mig az f(x,y) = 3"y fiiggvény csak y-ban.
Erdemes megfigyelni, hogy polinomiilis, illetve teljesen polinomidlis approxi-
mdcids sémakat elég megadni valamilyen rogzitett pozitiv szamndl kisebb €-ok
mellett, hiszen ha van egy (1 + €)-approximdacionk, akkor az ennél rosszabb app-
roximéciok nem érdekesek.

5.1. A részosszeg probléma

Tegyiik fel, hogy bizonyos csomagokat szeretnénk egy kamionnal elszallitani. A
csomagok sulyai ay,as, . .., a, kilogramm, a kamion teherbirésa ¢ kilogramm. Me-
lyik csomagokat vdlasszuk ki, ha az a cél, hogy minél nagyobb Osszsulyt szallit-
sunk el? Kivalaszthatok-e csomagok tgy, hogy a kamionnak ne maradjon f616s-
leges kapacitdsa? Az els6 kérdés esetén a részosszeg probléma optimalizalasi, a
madsodik esetén a dontési verzidjat kell megoldanunk (ez utébbi egyike Karp 21
NP-teljes problémdjanak). A nyilvianvalé alkalmazdsokon tdl a probléma a krip-
tografidban is komoly jelent6séggel bir. Az 1970-es évek végén példaul nyilvanos
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kulcsu titkosirast készitettek a segitségével, melyet azonban 1982-ben sikeriilt fel-
torni (ettdl fiiggetleniil a probléma persze tovdbbra is haszndlhat6 kriptografiai
célokra, csak nem az adott médon).

Probléma. A részosszeg probléma eldontési valtozatdban adottak az ay,ay,...,a,
pozitiv egész szamok és egy t célérték, ami szintén pozitiv egész. A kérdés az,
hogy ki lehet-e valasztani néhdnyat az aj,as,...,a, szdamok koziil Ggy, hogy az
Osszegiik éppen ¢ legyen. Az optimalizdlasi valtozatnal ugyanezen bemenet mel-
lett olyan részosszeget keresiink, mely nem nagyobb ¢-nél, de a lehet6 legjobban
megkozeliti azt (alulrdl). Formdlisabban: olyan I C {1,2,...,n} indexhalmazt ke-
restink, melyre ) ;c;a; <t mellett ) ;-; a; maximalis.

Bonyolultsdg. Emlitettiik, hogy az eldontési valtozat NP-teljes , igy természetesen
az optimalizaldsi verzi6 is NP-nehéz. Erdemes megemliteni, hogy az eldontési
feladatnak még az a speciélis esete is NP-teljes, amikor t = #, vagyis amikor
azt kell eldonteniink, hogy az a;-k halmaza két azonos 6sszegli részre bonthaté-e.
E specidlis eset neve PARTICIO probléma. Az alabbiakban megadunk egy teljesen

polinomidlis approximdcids sémat a részosszeg optimalizalasi feladatra.

Algoritmus. El6szor egy pontos algoritmust adunk, aminek 1épésszama persze
nem lesz polinomidlis, majd ezt picit ,,elrontva” kapunk egy nem teljesen pontos
(de azért jol kozelitd) és mar polinomidlis algoritmust. A pontos algoritmus olyan
L; n6vo listakat fog 1étrehozni, melyek az 6sszes olyan részosszeget tartalmazzak,

melyeket az ay,a, . ..,a; szamokbdl lehet 1étrehozni. Erdemes (bar nem feltétlen
sziikséges) az ay,ay, ... ,a, szamokat névekvd sorrendbe tenni az algoritmus fut-

tatdsa el6tt. Egy L lista és a szdm esetén hasznéljuk az L+ a jelolést arra a listara,
melynek elemei azok a szimok, melyeket L elemeibdl az a hozzdadédsaval kapunk,
vagyis L+a={l+a:l€L}.

Az L lista egyediil a O-t tartalmazza, az L; listit pedigaz L;  és L] | :=L;_1+a;
listak Osszefésiilésével kapjuk. Konnyen lathaté (ha nagyon precizek akarunk len-
ni, akkor pl. teljes indukcidval), hogy az L; listdban éppen azok a részdsszegek
lesznek benne (egyesek esetleg tobbszor is), melyeket az ay,as,...,a; szamok-
bol lehet 1étrehozni, igy az L, lista az Osszes lehetséges részosszeget tartalmazza.
Konnyen lathat6 az is, hogy az L; listdk novok (nem csokkendk): az Ly (egy ele-
mii) lista persze novs és ha L; n6v6, akkor L. is ngva. Igy az 6sszefésiiléses 1épés-
nél két novekvd lista unidjat kell novekvs sorrendben megkapni, ami (a kordbbi
tanulmdnyainkbdl ismert Osszefésiiléses rendezés egy 1€pésének segitségével) a
listdk Osszméretében linedris idé6ben megvaldsithatd. A z-t alulrdl legjobban ko-
zelitd részosszeget igy konny( leolvasni: ez az L, lista legnagyobb olyan eleme
lesz, amely nem nagyobb z-nél. Ahhoz, hogy tudjuk, hogy ez a szdm melyik ele-
mek Osszegeként allt eld, persze minden részosszegrol fel kell jegyezniink, hogy
hogyan kaptuk. Figyeljiik meg, hogy a 7-nél nagyobb elemekre igazdbdl nincs
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sziitkségiink, érdemes tehdt az algoritmust gy moédositani, hogy az L] listdkba az
ilyen elemeket méar be se vegyiik, ekkor ezek persze L;-be és igy L,-be sem keriil-
hetnek be. A kimenethez tartozé részosszeg igy egyszerlien az L, lista legnagyobb
eleme lesz. Tovdbbi gyorsitdsi lehet6ség, hogy ha egy részosszeget tobbszor is
megkapnénk, akkor is csak egyszer szerepeltetjiik a listi(k)ban. Az algoritmus
persze tipikusan igy is exponencidlis futdsidejli lesz, hiszen a listdk hossza 1épé-
senként akar meg is duplazédhat.

Az algoritmust a listdk ritkitdsa segitségével gyorsitjuk fel; azokat a részosszege-
ket, melyekhez kellden kozel van egy néluk kisebb részosszeg, ki fogjuk dobni a
listakbol. Legyen 0 < 6 adott konstans, x < y pedig pozitiv szimok. Azt mondjuk,
hogy x képviseli y-t, ha (14 8)x > y. Az L novekvd lista 8-val torténd ritkitdsa
azt jelenti, hogy a lista elemeirdl alulrél kezdve egyesével megvizsgaljuk, hogy
az Oket kozvetleniil megel6z6 elem képviseli-e ket (vagyis ha a kérdéses elem
y, a listdban kozvetleniil elStte 16vS elem x, akkor fenndll-e, hogy (14 8)x > y).
Ha a valasz nem, akkor tovabblépiink a kovetkezd elemre, ha azonban igen, akkor
tovabblépés elbtt az y elemet toroljiik a listdbol. A torolt elemeket a tovabbi vizs-
gélatok sordn természetesen nem vessziik figyelembe, tehdt minden y elemet az 6t
az aktudlis listdban kozvetleniil megel6z6 x elemmel kapcsolatban vizsgdlunk.

Most megadunk egy teljesen polinomidlis approximacios s€émat a részosszeg prob-
lémara € < 1 mellett. A pontos algoritmus azon valtozatdbdl indulunk ki, amikor
a t-nél nagyobb elemeket toroltiik (és a listdkat persze nov6 sorrendben tartjuk
nyilvdn). Ezt az algoritmust csak annyiban médositjuk, hogy 1 <i <n—1 esetén
az L; listat a 1étrehozds utdn & := Zg—n-nel ritkitjuk (vagyis az L, listit mar nem
ritkitjuk). Az algoritmus futdsara példakat a Feladatok alfejezetben taldlunk.

Elemzés. Be kell latnunk, hogy a kimenetként kapott részosszeg értéke legalabb

OPT . h L & : S413 Lratd 4o 1
Tre ©s hogy az algoritmus lépésszama polinomidlis a bemenet méretében €s -

ban is. A kimenet értékének becsléséhez figyeljiik meg, hogy barmely olyan s
részosszeghez, mely az aj,ay, ... ,a, szamokbdl eldallithato, 1étezik egy olyan s/
részosszeg, mely az L, listdban benne van és 5" > @ Ennek bizonyitdsa nem
nehéz, a leirds azonban némiképp koriilményes, igy a Feladatok alfejezetbe szam-
tztiik (42. feladat). Ha s-et az optimélis részsszegnek vélasztjuk, akkor azé kap-
PT

juk, hogy 1étezik olyan részosszeg az L, listdban, melynek értéke legalabb oy
2n

igy a kimenetként kapott részosszeg értéke is legalabb ennyi.

54.Lemma (1+4-)"<1+e.

Bizonyitds. Felbontjuk a zérdjeleket az (14 )" kifejezésben a binomidlis tétel
segitségével, majd az eredmény egyszeri felsd becsléseit adjuk (az utolsé elotti
egyenldtlenségnél felhasznaljuk, hogy € < 1):

<1+%)n:§<;_n)l<]:) :i;;in(n—l)..i.!(n—ﬂrl) <

i=0
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nogio nogl n g n g "
' = = —
nginl’n—%5—1+;5§1+25—1+8;§§1+3
1= = 1= i= i—

O

Az algoritmus kimeneteként kapott részossszeg értéke tehat legalabb % >
2n
OPT

1+¢-

A futdsido vizsgalatdhoz eldszor vegyiik észre, hogy elegendd azt belétni, hogy a
listdk hossza polinomidlis a bemenet méretében. Val6ban, az L; legydrtdsa L;-bol,
a két lista Osszefésiilése, illetve a ritkitds is megvaldsithat6 a lista méretében poli-
nomiélis id6ben, s mivel ezeket legfeljebb n-szer végezziik el, a teljes futdsido is
polinomidlis lesz, ha a listdk mérete polinomidlis (n kisebb, mint a bemenet mé-
rete, hiszen az n+ 1 szambdl all). Figyeljiilk meg, hogy a listdk legkisebb eleme a
0, legnagyobb eleme pedig legfeljebb 7, tovabba hogy a listdkban ritkitds utan két
szomszédos elem ardnya (nagyobbik osztva a kisebbikkel) legalabb 1 + 28—”, ellen-
kezd esetben ugyanis a nagyobbik elemet a ritkitds soran toroltiik volna. Barmely
lista i. eleme igy legaldbb (1 + %)i_z. Legyen az adott lista legnagyobb eleme m
és legyen ez az i. elem a listdban. Ekkor (14 £)™% <m és m <1 (hiszen egyetlen
elem sem lehet nagyobb ¢-nél), igy

e .
(1+2_)l_2§mgt7
n

ahonnan mindkét oldal 14 5 alapi logaritmusét véve
i—2< log1+%t.

log,. b
log.a

a=1+ 2’3—”, b =t, ¢ = e szereposztdsban) innen

A logaritmus-fiiggvények jol ismert log, b = azonossagat felhaszndlva (az

Int

o<
T+ E)

A listaméretek felsé becsléséhez most az alabbi lemmara lesz sziikségiink.

5.5. Lemma x > 0 esetén In(1 +x) > l%rx

Bizonyitds. Ez a lemma analizisbdl mar valdszintileg ismerds, de a teljesség ked-
véért bizonyitsuk be. Vizsgdljuk az In(1 +x) — ;3 fiiggvényt, errSl kéne beldt-
nunk, hogy x > 0 esetén az értéke nem negativ. A fliggvény a 0-ban 0-t vesz fel,
elég tehat beldtnunk, hogy a a [0, ) intervallumban monoton n6v3. Ehhez pedig
az elegendd, ha megmutatjuk, hogy a derivéltja minden x > 0 esetf:n pozitiv. A de-

rivalt (néhdny j6l ismert derivalasi szabélyt alkalmazva) ﬁ ~ ami nyilvan
1

pozitiv, hiszen - nem nagyobb, mint 1. O
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£
Alkalmazzuk most az 5.5. Lemmét x = 5~ > O-ra: In(1+ 5) > 1J2r”2£. Ezt, és 1

pozitivitasat felhaszndlva a korabbi, i-re vonatkoz6 becslés a kovetkez6képp ala-
kul:

i_2< 1n(1h:z%) - h;i _ 2n(1+8§1)1nt.
1+

Igy egyetlen listdban sem lehet olyan elem, melynek sorszdima nagyobb, mint

2n(14£)Int

pedig polinomidlis lesz a bemenet méretében és %-ban is (az utébbi nyilvanvald,

az el6bbinél hasznéljuk, hogy 2n(1+ %) <2n+1¢é&sInr <logt, ahol n és logt is
nyilvén kisebb, mint a bemenet mérete).

+ 2, vagyis minden lista legfeljebb ennyi elem lehet. Ez a fiiggvény

5.2. Feladatok

38. (1) Dontsiik el, hogy az aldbbi kétvaltozos fliggvények koziil melyek polino-
midlisak mindkét véaltozéban.

() f(x,y) — xlogy (b) f(x,y) — (xy>logxy () f(x,y) — plogxy-++/Togy*

39. (1) Egy approximéciés séma 1épésszama f(n,€), ahol n a bemenet mérete.
Dontsiik el, hogy az aldbbiak koziil melyik esetben lesz az approximdacids séma
polinomiilis, illetve teljesen polinomidlis.

Zlog(Z% +2
@ f(n,e)=en® (b) f(n,E):%i) © fln,e)=Vn

40. (1) Hajtsuk végre és dokumentéljuk a részosszeg problémara tanult teljesen
polinomidlis approximacids sémat az alabbi bemenetre.

2,6,7,14,28,44; = 409; e:%

41. (2) Mutassuk meg, hogy a részosszeg probléma polinom id6ben megoldhato,
ha az ay,ay,...,a,,t bemenetre t <logaja,...ay,.

42. (2) Mutassuk meg, hogy a részosszeg feladatra latott approximécids sé-

ma futtatdsakor minden olyan s részdsszeghez, mely az aj,as,...,a, szdmokbol
elGallithato, 1étezik egy olyan s' részdsszeg, mely az L, listdban benne van és
/ s
s > -

= (145"
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6. fejezet

Az iitemezéselmélet alapjai

6.1. Utemezési problémak

Az iitemezési feladatokban bizonyos paraméterekkel rendelkezd Ji,J»,...,J,
munkdkat (job") kell adott gépek (machine) segitségével tigy elvégezniink, hogy a
megoldas valamilyen (természetesen szintén adott) célfiiggvény szerint optimalis
legyen. Minden gépre igaz, hogy egyszerre egy munkat tud végezni és hogy ha
egy adott munkan elkezd dolgozni, akkor azt nem szakithatja meg, vagyis addig
kell folytatnia a munkat, mig az el nem késziil. A munkakat teljes egésziikben egy
gépen kell elvégezni (ami persze az egyes munkdk esetében lehet kiillonbozd, de
egy munka csak egy gépen késziilhet).

Minden munkédnak adott a hossza, litemezéselméleti szakszoval a megmunkdldsi
ideje (processing time). A J; munka megmunkalasi idejét p;-vel jeloljiik. Adot-
tak lehetnek ezen kivill még rendelkezésre dlldsi idok (release time), vagyis azok
az iddpontok, amikor az egyes munkdk elkezdhetdk; hatdridok (due date); sii-
lyok (weight), amik az egyes munkdk fontossdgat mutatjdk meg; €s persze még
sok egyéb paraméter is, de jelen jegyzetben ezek egyikével sem fogunk foglal-
kozni. Fontosak lesznek viszont az Un. megeldzési feltételek (precedence const-
raints), melyek a munkdk bizonyos pdrjaira azt szabdlyozzdk, hogy a par melyik
tagjat kell el6bb elvégezni. Valamivel precizebben: ha J; és J; két munka, akkor
a (J;,Ji)-val jelolt megel6zési feltétel azt jelenti, hogy a J; munkat csak akkor
tudjuk megkezdeni, ha a J;-vel mar végeztiink. A megel6z€si feltételeket a leg-
egyszertibb egy irdnyitott grafban tdrolni: a graf cstcsai a munkak, a (J;,J;) meg-
el6zési feltételnek pedig a J;-bol Ji-ba mend irdnyitott €l felel meg. Az igy kapott
grafot nevezziik a megel6zési feltételek grafjanak, vagy rovidebben precedencia-
grdfnak. A precedenciagraf nem tartalmazhat irdnyitott kort, ellenkezd esetben az

! Az iitemezéselméleti szakirodalom dontd részben angol nyelv(, ezért a fogalmak angol neveit
is megadjuk.
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itemezési feladatnak semmilyen megolddsa nem lenne.

A gépek kiilonboz6 képességekkel rendelkezhetnek, jelen jegyzetben azonban
csak olyan iitemezési problémdkkal foglalkozunk, melyekben egyforma (avagy
pdrhuzamos) gépek (parallel machines) szerepelnek.

Egy iitemezés minden munkdhoz megadja, hogy azt melyik gépen, mett6l med-
dig végezziik el (az id6t a 0 id6pillanattdl szamitjuk). Az litemezések tehat tulaj-
donképpen fiiggvények, melyek a munkdkhoz hozzdrendelik a munkat végzd gép
sorszamat és a munka kezdési idejét (a befejezési idd (completion time) automa-
sordn a J; munka befejezési idejét Ci-vel jeloljiik. Ne feledkezziink el réla a ké-
s6bbiekben, hogy a C; szdmok nem tartoznak a probléma bemenetei kozé, azok
egy bizonyos iitemezéshez tartoznak (mivel mindig vildgos lesz, hogy melyik iite-
mez€srol van szo6, ezt kiilon nem is jeldljiik).

Az optimalizdlni kivant célfiiggvények koziil csak a két leggyakoribbal foglalko-
zunk. Az egyik ezek koziil az utolsénak elkésziil6 munka befejezési ideje, tehat
max C;, ezt Cpqy jeloli, a neve pedig teljes dtfutdsi idé (makespan). A masik az
dtlagos dtfutdsi idd, vagyis %, ami persze ekvivalens azzal, mintha } C; lenne a
célfiiggvény, hiszen n (a gépek szdma) a bemenetben megadott konstans. Termé-
szetesen mindkét célfiiggvényt minimalizélni szeretnénk.

Az ilitemezési problémdk tomor leirdsdhoz érdemes bevezetni az aldbbi jelolést.
Minden problémandl harom mezében adjuk meg az adatokat, a mezdket fiiggo-
leges vonalakkal valasztjuk el. Az els6 mez&ben szerepel, hogy hany és milyen
gépet haszndlunk: ha csak egy gépiink van, akkor ide egyszeriien 1-et {runk, ha
tobb, akkor P jeloli az ismeretlen szamu parhuzamos gépet (a gépek szdma ekkor
a bemenet része), Pm pedig azt, ha m parhuzamos gépiink van. A masodik me-
z0ben szerepel, hogy az atfutdsi idokon kiviil milyen egyéb paraméterek vannak
megadva (pl. hataridok, sdlyok), de az egyes paraméterekre vonatkoz6 tobbletin-
formaciok is itt szerepelnek (pl. p; = 1 jelentése: minden atfutdsi id6 egységnyi).
Ha precedenciagraf is adott a problémahoz, azt (ebben a mez&ben) prec. jeldli,
ekkor a grifot természetesen kiilon meg kell adni. Végiil a harmadik mez6ben
adjuk meg a célfiiggvényt, esetiinkben ez vagy Cpqc vagy Y.C; lesz. Igy példaul
P2|prec.|Cpqy jeloli azt a problémat, ahol két egyforma gépen kell titemezniink
ugy, hogy a p1, p2,. .., p, megmunkalasi id6kon kiviil precedenciagraf is adott, a
minimalizdland6 célfiiggvény pedig Cpnqx = maxC;. Az 1|| Y C; jelentése: egy gé-
pen iitemeziink, az atfutdsi id6kon kiviil semmilyen tovabbi adat nincs megadva,
a célfiiggvény pedig ) C;.
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6.2. Egygépes ilitemezések

Bemelegités gyanant megvizsgalunk néhdny egyszeri, egygépes iitemezési fel-
adatot. A legkonnyebb az 1||Cqx probléma, itt optimdlis megolddst kapunk, ha a
munkadkat tetszéleges sorrendben, sziinetek nélkiil tessziik fel az egy szem gépre
(ezt meg is tudjuk tenni, hiszen semmilyen paraméter nincs megadva, ami meg-
akaddlyoznd), a teljes atfutdsi id6 egyszeriien ) p;. Ez a megoldds nyilvan optima-
lis, hiszen csak egy géplink van és minden munkat el kell végezni, tehdt barmely
titemezés legalabb Y p; id6t igényel.

Valamivel nehezebb az 1|prec.|Cyqy probléma, itt a precedenciak miatt nem tud-
juk tetszbleges sorrendben iitemezni a munkdkat. Szerencsére azért van jo sor-
rend: mivel a precedenciagrafban nincs irdnyitott kor, létezik a csicsainak topo-
logikus rendezése, vagyis olyan sorrendje, melyben minden €l a kisebb sorsza-
mu cstcs feldl mutat a nagyobb sorszdmdu felé. A munkdkat ebben a sorrendben
titemezve (sziinet nélkiil) itt is ) p; teljes atfutasi idejd, vagyis optimdlis megol-
déast kapunk. Ahhoz, hogy az iitemezést polinom idében megadjuk, sziikségiink
van a topologikus sorrend polinom idejii el6allitdsara (és ez nyilvén elég is). Eh-
hez a legegyszeriibb az irdnyitott graf egy O kifokd csticsat venni elsének, ezt
a csucsot elhagyni, majd a maradék grifra megismételni az eljarast, hogy meg-
kapjuk a sorrendben masodik cstcsot, s.i.t. (irdnyitott kor nélkiili (véges) iranyi-
tott grafban mindig van O kifokd csics, mert barmely leghosszabb irdnyitott tt
kezddpontja ilyen). Ez az eljards nyilvan polinomidlis lesz, bar ismert gyorsabb
mobdszer is a topologikus sorrend el6éllitasara: a grafon végrehajtott tetszdleges
mélységi bejards sordn a befejezési szamok szerinti forditott sorrend ilyen lesz. A
mélységi keresésrol és a topologikus sorrendrdl bdvebben is esett sz6 a Beveze-
tés a Szamitaselméletbe 2 targy keretei kozt, errdl kitlind 0sszefoglalot taldlunk a
www.cs.bme.hu/bsz2/dfs.pdf cimen.

Vizsgéljuk most meg az 1|| Y. C; problémat. Nyilvdn itt is sziinet nélkiil érdemes
litemezni, de a sorrend megdllapitdsa mar nem teljesen magatdl értet6dd, érezhetd
azonban, hogy minél révidebb egy munka, anndl hamarabb érdemes elvégezni. A
munkdk egy Ji,J2, ... ,J, sorrendjét SPT-sorrendnek (SPT: Shortest Processing Ti-
me) nevezziik, ha p; < p, <... < p,. Az SPT-sorrend megéllapitdsa nyilvan megy
polinom id&ben, most ldssuk be, hogy ebben a sorrendben iitemezve a feladat op-
timalis megoldasat kapjuk. Tegyiik fel indirekten, hogy van olyan S optimalis iite-
mezési sorrend, ami nem SPT-sorrend, legyen ez J,J, ..., J,. Ekkor létezik olyan
k < n—1 pozitiv egész, melyre py > pi1, ellenkezd esetben p; < pr <... < p,
teljesiilne, vagyis az S iitemezés — feltevésiinkkel ellentétben — SPT-sorrendi
lenne. Tekintsiik most azt az S’ iitemezést, mely S-t8l csak annyiban tér el, hogy a
Ji és Jr1 munkak sorrendjét megeseréljiik. Jeloljiik a J; munka befejezési idejét
az S iitemezés esetén C;-vel, az §' litemezés esetén C;-vel. Konnyen lathatd, hogy
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Ci=C/mindeni=1,2,....k—1ési=k+1,k+2,...,n esetén is. Teljesiil to-
vabba, hogy C = Cy_1 + pk» Ciy1 = i1 + Pk + prs1 6s Cyp = it + Pis1s
Cy = Ci—1 + piy1 + pr> ahonnan Y7 Cf = pryy — pr + X7 G < XL G, ami
ellentmondas, hiszen ekkor az S’ iitemezés jobb lenne, mint az S, amit pedig opti-
malisnak vélasztottunk. Az SPT-sorrendd titemezés tehdt valoban az 1|| Y C; prob-
léma optimdlis megoldésat adja.

6.3. Tobbgépes ilitemezések

A megvizsgélt egygépes litemezések mindegyikénél sikeriilt polinom idében op-
timélis iitemezést taldlnunk. A tobbgépes iitemezések esetében kordntsem ilyen j6
a helyzet, itt mar kozelit6 algoritmusokra lesz sziikség. Kezdjiik a tobbgépes fel-
adatok vizsgdlatdt a viszonylag egyszertinek tind P2||Cpq, feladattal. Esett mar
sz6 az NP-teljes PARTICIO problémar6l, ahol egész szamok egy halmazardl kel-
lett eldonteniink, hogy kettéoszthaté-e tigy, hogy a két részben a szamok Osszege
azonos legyen. Konnyen lathatd, hogy ha a P2||Cp,, feladatot meg tudndnk ol-
dani polinom id6ben, akkor a PARTICIO problémara is igaz lenne ugyanez. Le-

gyen ugyanis aj,ay,...,a, a PARTICIO probléma egy bemenete és oldjuk meg a

P2||Cyax feladatot az ay,an,...,a, megmunkaldsi id6k mellett. Az ay,ay,...,a,
halmaz pontosan akkor lesz két azonos Osszegll részre szétoszthatd, ha a kapott
Z?:l ai

megoldas teljes 4tfutdsi ideje =5'—. A P2||Cpqx probléma tehat NP-nehéz, és igy
persze NP-nehéz az ennél altalanosabb P||C,,4y probléma is.

Probléma. P||Cpyy-

Bonyolultsdg. A gépek szdma a bemenet része, elképzelhetd tehdt, hogy két gé-
piink van, amikor is az NP-nehéz P2||C,,, problémat kell megoldanunk, tehat
a P||Cpax is NP-nehéz. Az aldbbiakban lefrjuk a listds iitemezés nevet viselS
(2— %)—approximéciés algoritmust (m a gépek szdma), mely Graham nevéhez

2y 2

fliz6dik, majd ennek egy finomitott véltozatit, melynek approximdcids faktora
4 _ 1

3 3m

(2— %)—approximdcio’s algoritmus. Maga az algoritmus rendkiviill egyszeri: a
munkdkbol egy listit készitiink (innen a név), majd amint van szabad gép, arra
azonnal feltessziik a listdban soron kdvetkezd munkat (ha egyidejiileg tobb szabad
gép is van, akkor hasznéljuk — mondjuk — a legkisebb sorszamuit).

Elemzés. Az eljaras polinomialitdsa nyilvdnvald, feladatunk az approximdcids

7 2z

faktor vizsgélata. Ehhez el6szor is belatunk két egyszeri allitast a teljes atfutdsi
1d6 optimumaval kapcsolatban (amit szokds szerint OPT -tal jeloliink).

6.1. Allitas a) OPT > X512 ) OPT > max p:.
l
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Bizonyitds. Figyeljik meg, hogy az OPT iddpillanatban az 6sszes munkanak ké-
szen kell lennie. Ebbdl azonnal kovetkezik a b) allitds, figyelembe véve, hogy
minden megkezdett munkat ugyanazon a gépen kell elvégezni, ahol elkezdtiik.
S6t, a megfigyelésbdl az a) 4llitas is kovetkezik, hiszen ha — az a) 4llitdssal ellen-

tétben — OPT < % teljesiilne, akkor az OPT 1ddpillanatban elvégzett munkak
osszhossza (mivel m gépiink van) kisebb lenne, mint )" | p;. O

Legyen a listds iitemezés sordn az utolsénak befejez6d6 munka J; és legyen Jy

elkezdésének pillanata 7, ekkor a teljes atfutdsi 1d6 Cyqx =1 + py. A listds litemezés

sordn amig van munka, addig minden gépnek folyamatosan dolgoznia kell, igy a ¢

id6pillanatig mind az m gép folyamatosan dolgozott (hiszen a ¢ pillanatig biztosan

volt elvégezhetd munka, nevezetesen Jy). A ¢ pillanaztig az m darab gépen végzett
ik Di
m

munka Osszhossza tm, igy tm <}, pi, vagyis < . Innen

Z. Di n . 1
Cmax:t+Pk§ i7k l‘f’pk:M"— 1—— Pk
m m m

< OPT + (1 — l) OPT = (2— l) OPT,
m m
ahol az utols6 egyenlGtlenség a 6.1. Allitds a), illetve b) része miatt teljesiil. Ezzel
az approximacios faktort igazoltuk.

Eles példa. Legyen m gépiink, n = m(m — 1) + 1 munkank, a munkdk hosszai
pedig legyenek p1 = p2 = ... = ppm—1) = L, Pm(m—1)+1 = m. Ha a lista utolso
eleme J,,(;,—1)41 (amit semmi sem zdr ki), akkor az els6 m(m — 1) munkdt az m
gép m — 1 idGegység alatt végzi el (mindegyik gép m — 1 darab 1 hosszi munkat
végez el), végiil az elsd gép tovabbi m idSegység alatt elvégzi az utolsé munkat
is, ekkor a listas litemezés teljes atfutdsi ideje Gy = 2m — 1. Konnyen lathato
ugyanakkor, hogy OPT = m: az egyik gép m idGegység alatt elvégzi a J,,(,,—1)41
munkadt, a tobbi m — 1 gép pedig ugyanennyi id§ alatt az m(m — 1) darab 1 hosszd
munkadt. A listds iitemezés teljes 4tfutdsi ideje tehdt az optimum 221 = (2 — 1)
szerese.

A bizonyitasbol és az éles példabdl is l4thatd, hogy a kellemetlenséget az okozza,
ha (a tobbihez képest) hosszi munkat késon kezdiink el. Ha a hosszi munkakat
eldrevessziik, akkor 1ényegesen jobb approximdcids faktort is elérhetiink.

(% — %ﬂ)-appmximdcio’s algoritmus. A munkak egy Ji,Js,...,J, sorrendjét LPT-
sorrendnek (LPT: Longest Processing Time) nevezziik, ha py > p» > ... > py.
Tegyiik a munkdkat egy listdba az (egyik) LPT-sorrend szerint, majd {itemezziink
listasan e lista szerint.

Az eljaras nyilvan polinomidlis, az approximécids faktor bizonyitdsat nem részle-

. . . . .4 1
tezziik, megmutatjuk azonban, hogy a faktor nem jobb, mint 5 — 5.
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Eles példa. Legyen m gépiink (G1,Go,...,Gp), n = 2m+ 1 munkénk, a munkak
hosszai pedig legyenek

pr=p2=2m—1,p3=ps=2m—2, ps=pe=2m—3, ..., pyp1=pPon=m

és pom+1 = m. Ekkor J1,J2, ..., o1 LPT-sorrend. Ebben a sorrendben listdsan
litemezve, a teljes atfutdsi id6 4m — 1 lesz. Ennek beldtdsdhoz azt az esetet vizs-
galjuk meg részletesen, amikor m péros, paratlan m esetén a bizonyitas hasonléan
gondolhaté végig. A 0 idGpillanatban a G; gépre J; kerill i = 1,2,...,m esetén.
A gépek koziil elséként G,,—1 és G, végez, hiszen ezeken vannak a legrovidebb
munkdk: p,,,—1 = p, = %m A kovetkezd két munka (J,,;,+1 és Jy,42), melyek hossza
%m — 1, tehat erre a két gépre keriil. Ezt kovetden a G,—3 és G,,—» gépek késziil-
nek el a munkdjukkal (a %m + 1 id6pillanatban), ezekre keriil a két %m — 2 hosszu
munka (/43 €s Jt4). A Gp—3,Gp—2,Gp—1 és Gy, gépek tehat a masodik mun-
kaval a 3m — 1 id6pillanatban késziilnek el. Konnyen ellendrizhetd, hogy ez az
Osszes gépre igaz lesz: amennyivel hosszabb munkat kap egy gép els6ként G-
hez képest, épp annyival rovidebb a mdsodik munkdja. Tehat az m gép az elsd 2m
munkéaval egyszerre végez a 3m — 1 idGpillanatban, igy az utols6 munkat az els6é
gép kapja és a 4m — 1 id6pillanatban fejezi be, valoban ez lesz tehdt a teljes atfu-
tasi id6. Konny beldtni ugyanakkor, hogy OPT = 3m: tegyik i = 1,2,... ,m—1
esetén a G; gépre a J; és a Jy,,— 1 —; munkdkat (sziinet nélkiil), G,,-re pedig az utols6
harom munkét, vagyis Jo,,,—1-et, Jo,-et €s Jo,41-et. Ekkor minden munkét elvé-
geztiink és minden gép a 3m idGpillanatban végez a munkdival, a teljes atfutdsi
1d6 tehat ekkor csakugyan 3m és persze ennél kevesebb nem is lehet (pl. a 6.1.

allitas a) része miatt). Az approximdcids faktor tehat csakugyan nem jobb, mint
dm—1 _ 4 _ 1

3m 3 3m’
Probléma. P|prec.|Cpay.

Bonyolultsdg. Ha a precedenciagraf iires (vagyis csak izoldlt pontokbdl all), a
P||Cnax problémat kapjuk, ez tehat specidlis esete a P|prec.|Cyqy-nak, igy termé-
szetesen az utdbbi is NP-nehéz. Szerencsére a listas litemezés alkalmas modosita-
sa (2 — %) -approximacios algoritmus lesz.

(2— %)—approximdcio’s algoritmus. A listés iitemezést annyiban médositjuk csak,
hogy az adott pillanatban elvégezhetd munkék koziil tessziik fel a legkisebb sor-
szamu elérhetd gépre a listaban legelol all6 munkat (ezt az algoritmust is listds
iitemezésnek hivjuk). Ilyenkor mar elképzelhetd, hogy egy gép 4ll, pedig van még
elvégzend6 munka, de ennek oka csak az lehet, hogy az 6sszes hatralévé munka
olyan, hogy csak valamelyik még el nem végzett munka befejezése utin kezdhet6

el.

Elemzés. Az eljaras polinomialitdsa nyilvanvald, az approximécios faktor vizsga-
lata viszont meghaladja a jegyzet kereteit. Az, hogy az approximacios faktor nem
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jobb, mint 2 — %, kovetkezik abbdl, hogy ez mar a P||Cy,4y specidlis esetre is igaz
volt, most azonban azt is megmutatjuk, hogy az approximaciés faktor most akkor
sem jobb, mint 2 — %, ha a lista LPT-sorrendd.

Eles példa. A P||Cyuax problémahoz adott listds iitemezés éles példdjat modositjuk
minimalisan. Legyen m gépiink, n = m(m — 1) + 2 munkénk, a munkédk hosszai
pedig legyenek

1 1
pr=m— 57 P2=pP3=--- = Pm(im-1)+1 = 1, Pm(m—1)42 = 5

A precedenciagraf tartalmazzon egyetlen irdnyitott élet, mely mutasson
Jn(m—1)+2-b0l Ji-be. Ekkor a Ji,J2,...,Jy—1)42 lista LPT-sorrendd és evvel a
listdval haszndlva az algoritmust, a teljes atfutdsi idé 2m — 1 lesz. Ennek az az
oka, hogy a J; munkat csak a J,,(,,_1)42 utdn végezhetjiik el, igy az 1 id6igényd
munkékat fogjak a gépek elGszor elvégezni: az m(m — 1) munkét az m gép m — 1
id6egység alatt. Ezt koveti a J,,(,,1)42 munka, majd ennek elvégzése utan a J;, a
teljes atfutasi id6 tehat csakugyan Gy = 2m — 1. Most is konnyen l4that6 ugyan-
akkor, hogy OPT = m: az egyik gép m idOegység alatt elvégzi a J,,(,,—1)42, majd
a J; munkdt, a tobbi m — 1 gép pedig ugyanennyi id§ alatt az m(m — 1) darab
1 hosszii munkat. A listds iitemezé€s teljes atfutasi ideje tehat itt is az optimum
2";1—_1 = (2 — %)—szerese.

Az iménti éles példa j6l mutatja, hogy a P|prec.|Cynqx probléma esetében nem ak-
kor érdemes eldrevenni egy munkdt, ha a megmunkalési ideje nagy, hanem sok-
kal inkdbb akkor, ha a precedenciagrafban hosszu irdnyitott ut vezet ki beldle
(a hosszut ugy értve, hogy az uton 1évd csicsokhoz tartozé munkdk dsszhossza

nagy).

Algoritmus (listds iitemezés a leghosszabb it szerint). Allapitsuk meg minden
munkdrdl, hogy a precedenciagrafban bel6le kiindul6 irdnyitott utakon mennyi az
uton szereplé munkdk 6sszhosszanak maximuma, majd az igy kapott érték (leg-
hosszabb 1t hossza) szerint csokkend lista alapjan iitemezziink listdsan. A csu-
csokbdl indulé leghosszabb ut hosszat nem teljesen magatdl értetddd polinom
id6ben kiszdmitani, hiszen egy csticsbdl nagyon sok (nem polinomiélis mennyi-
ségli) irdnyitott 1t is kiindulhat. Ismert azonban, hogy irdnyitott élsilyozott acikli-
kus grafban polinom id6ben meg lehet taldlni barmely csicsbdl a belSle kivezetd
legrovidebb és leghosszabb utakat is a topologikus sorrend segitségével, errdl is
1d. a www.cs.bme.hu/bsz2/dfs.pdf anyagot. A mi esetiinkben nem az élek, ha-
nem a csticsok vannak stlyozva (a precedenciagraf csicsai a munkdk és ezeknek
van hossza), de ettdl a helyzet csak egyszeriibb lesz. El6szor is keressiik meg a
csucsok egy topologikus sorrendjét, legyen ez Jy,Js,...,J,. A J,-b6l indulé utak
maximadlis hossza persze p,, hiszen J,,-b6l nem indul él. Tegyiik fel most, hogy
aJii1,Jka2,-..,Jn csticsokbdl induld leghosszabb utak s;1,s¢12,...,5, hosszait
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mdr ismerjiik. Jeloljiik a Ji-bdl indulé €lek végpontjainak halmazat X-szel, ekkor
persze X C {Jii1,Jk12,---,Jn}, hiszen Jy, /o, ..., J, topologikus sorrend. Ekkor a
Ji-bol induld leghosszabb 1t hossza nyilvdn py + max;ey s;. Ezzel a modszerrel
sorban a J,_1,J,—2,...,J; csicsokbdl vezetd leghosszabb utak hosszait ki tudjuk
szamitani.

Elemzés. Foglalkozzunk el8szor az algoritmus polinomialitdsdval. A topologi-
kus sorrendet (mint mér lattuk) meg tudjuk taldlni polinom id&ben, a leghosszabb
utak hosszdnak szdmitdsa sordn az egyes csticsokndl legfeljebb n szam koziil kell
maximumot valasztanunk, a teljes szamitds tehat legfeljebb n’-tel ardnyos 1épés-
szamot igényel (valdjaban a precedenciagraf élszamaval ardnyos 1épést végziink
csak, de ennek most nincs jelentdsége). A leghosszabb utak hosszainak ismere-
tében a munkakat ezek szerinti csokkend sorrendben kell listasan iitemezni, ez
nyilvdn megy polinom id&ben.

Az approximdcids faktorrdl tudjuk, hogy nem rosszabb, mint 2 — % hiszen bdr-
mely listds litemezés ilyen faktord approximdciét ad. A leghosszabb ut szerinti
listas litemezés ennél gyakran sokkal jobb, nem ritkdn optimalis eredményt is ad-
hat. Err6l R. L. Graham: Combinatorial scheduling theory c. 1978-as 6sszefogla-
16jaban (melyet megtaldlunk pl. a Rendszeroptimalizélds konyv 4.7. fejezetében)
szerepel egy igen szdérakoztat6 példa. Az approximécios faktor mindezek ellenére
itt sem jobb, mint 2 — %, mint azt az aldbbi példa mutatja.

Eles példa. Legyen m gépiink és 2m + 1 munkénk, melyek hosszai legyenek

pir=p2=...=pm=1, pur1 =Pmi2=...=pun=m—1, prpr1 =€>0.

(€ pontos értékérdl majd késdbb lesz szd). A precedenciagraf legyen a kdvetkezd
(1d. az alabbi abrét is, ahol a cstcsokba irt szamok a munkak hosszai). A csticsok
persze a munkak, €l vezet J,,,11-bol a Jy,Ja,...,J, csicsokba és a Jy,Jp,...,Jp
csticsokbdl a Jy,, csucsba.

)
Jm+2 @

J: 2m+1

J2m—1 @
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Az algoritmus a 0 id6pillanatban az elsé gépre a J»,,1-1 munkat teszi, a tobbi gép-
re pedig a Jy+1,Jm12,-- -, Jom—1 munkdkat. e-t kell6en kicsinek valasztva (err6l
még lesz sz6, egyel6re legyen kisebb, mint 1) persze az elsé gép végez el6szor
és elkezdi az 1 hosszi munkdkat, melyek koziil m — 1 darab keriil fel r4, miel6tt
a tobbi gép elkésziilne az elsé munkdjaval az m — 1 idGpillanatban. Az utolsé 1
hosszid munka igy mar a médsodik gépre keriil, mely az m iddpillanatban végez
vele. Csak ekkor lehet elkezdeni a J,,, munkat (mely az els6 gépre fog keriilni, de
ennek nincs jelentdsége, ekkor mar minden gép szabad lesz), a teljes atfutdsi id6
igy 2m — 1. Nem nehéz ugyanakkor megadni egy m + € atfutasi ideji iitemezést:
eloszor végezziik el az € koltségli munkét az egyik gépen, addig a tobbi gép ne
csindljon semmit, majd tegyiik fel az m gépre a most mér elvégezheté m darab
1 hosszi munkat, végiil ha ezek kész vannak, akkor feltehetjiikk az m gépre az
m darab m — 1 hosszi munkét is, melyek ekkor mar mind elvégezhetdk. Ez azt
mutatja, hogy a leghosszabb tit szerinti (s6t, igazdbdl barmilyen sorrend) listds

titemezés approximdécids faktora nem jobb, mint Zm’"—J:el Mivel e-t tetszdlegesen ki-

csi pozitiv szamnak vélaszthatjuk, semmilyen (2 — %) -nél kisebb szam sem lehet
J6 approximdcios faktornak.

Van ugyanakkor olyan specidlis esete a P|prec.|Cpqx problémanak, amikor a
leghosszabb 1t szerinti listds iitemezés optimdlis megoldast ad: ilyen lesz a
ségnyi, a precedenciagraf pedig egy un. be-fenyé (in-tree), vagyis olyan irdnyi-
tott graf, mely irdnyitatlan értelemben fa, és 1étezik egy olyan r csicsa, melybe
barmely csicsbdl el lehet jutni irdnyitott dton. Ebben a specidlis esetben a leg-
hosszabb Ut szerinti listds iitemezést Hu algoritmusanak nevezik. Els6 ranézésre a
P|prec. = in-tree, p; = 1|Cyqy tdlsdgosan is specidlisnak ttinik, de jé tudni, hogy
pl. a P|prec., p; = 1|Cpax probléma még NP-nehéz.
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Segitségek a feladatokhoz

2. A bemenet mérete |loga| + |logh| +2.
3. A bemenet mérete |logx| + [logy| + 2.
4. A bemenet mérete |loga; | + |logasz |+ ...+ |[loga, | +n.

5. PL |A| = |B| = 3 mellett prébéljunk olyan G = (A,B,E) 0sszefiigg6 pdros
grafot megadni, melyre a(G) = 4.

6. k= 2-re j6 az 5. feladat grafja, k > 2-re ehhez vegyiink tovabbi pontokat és
éleket.

7. Ha G 6sszefiiggd paros graf, akkor két j6 2-szinezése lesz.

8. Vizsgaljuk meg azon részgrafokat, melyeket valamelyik két szinosztdlyhoz
tartoz6 csucsok alkotnak.

9. A felosztds sordn kapott 4j csicsok foka 2, igy a eredeti grafnak nem lehet
legalabb 3 foku csucsa (miért?).

10. Héarom cstcs elég.

11. Olyan csucs, aminek a foka legfeljebb 5, j6 lesz utolsonak (miért? és miért
1étezik ilyen?).

12. A mohd algoritmus j6 lesz.

13. Eles példanal az élek fele kell, hogy keresztbe menjen.

14. Minden €les példa paros graf kell legyen, taldljuk meg el6szor a 2 éldt (k= 1).
15. Minden éles példa péros graf kell legyen, taldljuk meg el6szor a 4 élit (k = 1).

16. Az algoritmus kimeneteként kapott kettéosztasra éles példa esetén bar-
mely v csticsra dy,(v) = dg(v) (miért?); vizsgéljuk meg a Y ,c4 ds(v), Ypcadm(v),
Yocpdn(v) és Y, cpds(v) Osszegeket, ahol A és B a kimenetként kapott paros graf
osztalyai.

17. Haszndljuk a MAX_PAROS-ra adott masodik algoritmust gy, hogy a mar
elhelyezett csicsok minden 1€pés utdn Osszefiiggd részgrafot alkossanak.
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18. A masodik algoritmus kimenete is lefogé ponthalmaz, ezért lefogja minden
maximalis pdrositas éleit is.
19. Egy megfeleld méreti fiiggetlen élhalmaz j6 lesz.

20. Mindkét algoritmus paros csicsd kimenetet ad.

21. Nem; prébéljunk olyan G gréfot keresni, melyre 7(G) = 8 és minden 4 éld
parositasa bovithetd.

22. X akkor és csak akkor fiiggetlen ponthalmaz G = (V, E)-ben, ha V \ X lefogd
ponthalmaz.

25. A MIN_LEFOGO az S_HALMAZ_FED specialis esete.
26. Eloszor ellendrizziik, hogy metrikus-e a silyozas.

27. Az els6 rész magatdl értet6dd, a masodikhoz lassuk be, hogy az optimalis
Steiner-fa tt kell legyen.

28. Az optimdlis Steiner-fa négyféle lehet aszerint, hogy a Steiner-pontok mely
részhalmazat tartalmazza.

29. Az optimalis Steiner-fa a Steiner-pontok egy S’ részhalmazit fogja tartalmaz-
ni; hany ilyen S’ létezik?

32. Hasznéljuk a 34. oldalon latott visszavezetést, de kn helyett egy alkalmasan
megvalasztott szammal.

33. Az 1 silyu élekbdl allo részgraf 6sszefiiggd.
34. Az 1 silyu élek alkossanak csillagot.
35. Metrizdljunk gy, mint a Steiner-fira vonatkozé approximécional.

36. Ha S kiterjeszthetd Euler-korsétava, akkor S éleit G-bdl elhagyva 0sszefiiggd
grafot kell kapnunk; ez elég is lesz.

37. Hajtsunk végre egy mélységi keresést a fan és probaljuk az élek mélységi

//////

Osszerakni.
41. A latott pontos algoritmus listdi nem lehetnek tdl hosszdak.

42. Probélkozzunk teljes indukciéval.
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A feladatok megoldasai

1. (a) ’3—3 + % <m+n:<2d a polinomialitds definicijdban szerepld konstan-
sokra tehdt ¢; = 2, cp = 3 j6 vdlasztas lesz, igy a fiiggvény polinomidlis.

(b) nlogn+3+y/n < n?+3n < 4n?, itt tehat c; = 4, c; = 2 igazolja a polinomialit4st
(valdjaban persze c» = 1,5 is boven elég €s ci-en is lehet finomitani, de ebben a
feladatban erre nincs sziikség).

(C) 3logn — (2log3)logn — 2log310gn — (2logn)log3 — nlogS, itt tehat ci=1,c0= 10g3
igazolja a polinomialitdst.

(d) \/ﬁlog" = n% logn amit semmilyen c; €s ¢, konstansok mellett sem lehet feliilrél
becsiilni ¢;n°2-vel, hiszen

n%logn n%logn—cz

c1ne2 c;

ami n — oo esetén végtelenhez tart (holott 1-nél nem lehetne nagyobb), ez a fiigg-
vény tehit nem polinomidlis.
2 . . . . el
(e) logn™ = n? logn < n3, tehdt e =1, ¢y =3 igazolja a polinomialitdst.
(f) logn™ = n"logn, ami nem polinomiilis, hiszen tetszSleges ¢ és ¢> konstansok

n
mellett "Clll?%" végtelenhez tart n — oo esetén.

2. A bemenet mérete |loga] + [logh| + 2. Az algoritmus b — 1 Gsszeadast vé-
gez, b — 1 pedig tipikusan exponencidlis a bemenet méretében, hiszen a bemenet
mérete példdul a < b esetén nem nagyobb (2logh + 2)-nél. Az algoritmus igy
természetesen nem polinomidlis.

3. A bemenet mérete n = [logx| + |logy| + 2, igy az (a) feladat 1épésszama
polinomiadlis, hiszen

logx'°2® = Jogxylogx = (logx+logy)logx < n®.
A (b) feladat 1épésszama is polinomidlis, mivel

loglogx” =log(ylogx) <log(yx) =logx+logy < n.
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A (c) feladat 1épésszama mar nem polinomialis: példdul az x = 2%, y = 2k+1 v4-
lasztdssal a bemenet mérete n = 2k + 3, a lépésszam pedig (logx)'eglogk—yl =
Kogk  amit semmilyen ¢ és ¢, konstansok mellett sem lehet feliilr6l becsiilni
c1n°2-vel, hiszen

klogk klogk klogk klogkfcz

= > =
cin? ¢ (2k+3)2 ~ ¢ (5k)<2 c15¢2

ami végtelenhez tart, ha k végtelenhez tart.

4. A bemenet mérete [loga; | + |logaz]| + ...+ |loga, | +n, igy az (a) feladat
1épésszama linedris (sét, legfeljebb akkora, mint a bemenet mérete), igy persze
polinomidlis. Mivel

logajay...a, =loga; +logay+...+loga, < [loga; | + |logaz | ... |loga,| +n,

ugyanez igaz a (c) feladat 1épésszdmadra is. A (b) feladat 1épésszama azonban nem
polinomiaélis, hiszen a; barmilyen nagy lehet n-hez képest, ugyanakkor a, nem
kell, hogy sokkal nagyobb legyen a;-nél. Példaul az a; = a, = ... = a,—1 = 2",
a, = 21 vilasztassal a bemenet méretére

llogay | + [logaz] + ...+ [loga,| +n<n+(n—1)(n+1)+n< (n+1)?

adodik, vagyis a bemenet méretében a; exponencialis. Ugyanez a példa mutatja,
hogy a (d) és (e) feladatok 1€pésszdmai is lehetnek exponencidlisak.

5. |A| = |B| = 3 mellett adunk olyan G = (A, B, E) 0sszefliggs paros grafot, mely-
re o(G) = 4. Mivel a(G) + 7(G) a graf csticsszamdval egyenld (Gallai 1. téte-
le), jelen esetben 7(G) = 2 kéne hogy legyen, vagyis a graf élei lefoghatok két
csuccsal. Az aldbbi graf ezt teljesiti és a tobbi feltételnek is megfelel.

6. Legyen H az 5. feladat megolddsaban megadott graf, G pedig az a graf, melyet
H-bol ugy kapunk, hogy hozzavesziink k — 2 4j csucsot, melyeket 0sszekotiink
H minden csticsdval €s egymadssal is. G nyilvéan szinezhetd k szinnel (2 szin elég
H-hoz, k — 2 a tobbi csicshoz), masrészt az 4j csicsoknak minden szinezésben
kiilonb6z6 szintieknek kell lenniiik, és a szineiknek kiilonbozniiik kell a H-ban
haszndlt szinektdl is, igy legaldbb k szinre lesz sziikség G szinezéséhez. S6t, k
szinnel is csak akkor szinezhetd G, ha a H részgrifot 2 szinnel szinezziik. Igy
X (G) =k és egyetlen k-szinezésben sincs olyan szinosztaly, mely a graf maximalis
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fliggetlen csicshalmaza lenne, hiszen H 2-szinezésében (ilyenbdl csak egy van,
mivel H 9sszefiiggd) mindkét osztily 3 elemd, mig o(G) = 4.

10. Legyen G az a gif, amit egy 3 csudcsu teljes graf (vagyis egy haromszog)
éleinek megduplazdsaval kapunk (vagyis minden élet két parhuzamos éllel he-
lyettesitiink). Ennek maximadlis foka 4, az élkromatikus szama viszont 6, hiszen a
hat é1 k6ziil barmelyik kettnek van kozos csticsa. Erdemes megfigyelni, hogy ha
a haromszdg minden éle helyett k pArhuzamos élet vesziink be, akkor a maximalis
fok 2k, az élkromatikus szdm 3k lesz (Shannon egy tétele szerint a % ardny ennél
nagyobb nem is lehet).

11. Ismert, hogy egy n csuicsu egyszeri sikgrafnak legfeljebb 3n — 6 éle van,
igy kell hogy legyen olyan cstcsa, melynek foka legfeljebb 5 (ellenkezd esetben
a graf fokszamosszege, vagyis az élek szamdnak kétszerese legaldbb 6n lenne).
Viélasszunk egy ilyen v cstcsot a sorrendiinkben utolsonak, majd toroljiik v-t és
ismételjiik meg az eljarast a maradék grafra, igy kapva az utolso6 el6tti csucsot, és
igy tovabb. Ha az igy kapott sorrendben szineziink mohén, akkor minden csucs
szinezésekor teljesiil, hogy annak legfeljebb 5 szomszédja kapott mar szint (hi-
szen legfeljebb 5 olyan szomszédja lehet, aki ndla kisebb sorszamu), igy 6 szin
csakugyan elég lesz.

12. Szinezziik az éleket mohon, tetsz6leges sorrendben. Mivel minden élhez leg-
feljebb 2(A(G) — 1) mésik €l csatlakozik (az él mindkét végpontjdban legfeljebb
A(G) — 1), a szinezés sordn soha nem lesz sziikségiink (2A(G) — 1)-nél nagyobb
sorszamu szinre. Mivel az élkromatikus szam legalabb A(G) és a moho szinezés
polinom idében megvaldsithatd, valéban 2-approximécidt kaptunk.

13. Mindkét algoritmusra igaz, hogy az éleknek legalabb a fele keresztbe kell,
hogy menjen. Ha ennél tobb menne keresztbe, akkor nem lenne éles a példank,
tehat az éleknek épp a fele megy keresztbe, igy az élszam paros. Mésrészt ha a be-
menet nem péros graf, akkor a maximalis paros részgrafnak |E|-nél kevesebb éle

van. Mivel az algoritmusok kimenetei legaldbb @ élet tartalmaznak, a kimeneti
paros graf élszdma ilyenkor nagyobb lenne, mint az optimum fele, vagyis a példa
nem lenne éles.

14. Péros gréafot keresiink (a 13. feladat szerint), mégpedig k = 1-re 2 éliit; egy
2 €1l (3 csucsu) ut jo lesz. Ha eldszor a két szé€lso csucsot helyezziik el, mégpe-
dig kiilonb6zd csoportokba (amit megtehetiink), akkor barhova is keriil a kozéps6
csucs, 1 €1t megoldast kapunk. & > 2 esetén minddssze annyit kell tenniink, hogy
a 3 csucsu utat k példanyban vessziik, a bizonyités a fentihez hasonlé.

15. Most is paros grafot keresiink (a 13. feladat szerint), most k = 1-re 4 élit:
a 4 hosszu kor mindkét algoritmushoz jo lesz. Legyenek a kor csucsai a,b,c,d,
élei (a,b),(b,c),(c,d),(d,a). Az elsd algoritmus esetében ha a kezdeti kettéosz-
tds A = {a,b}, B = {c,d}, akkor az algoritmus dthelyezések nélkiil ledll és az
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optimélis 4 €l péros részgraf (vagyis maga G) helyett 2 éldit taldl. A masodik
algoritmusndl legyen az els6ként elhelyezett csics a, a masodikként elhelyezett
csucs ¢, ezt barmelyik csoportba tehetjiik, tegyiik abba, amelyik nem tartalmaz-
za a-t. Most b-t és d-t is barmelyik csoportba tehetjiik, de barhogy is helyezziik el
Oket, 2 €1t megoldast kapunk. k > 2 esetén most is minddssze annyit kell tenniink,
hogy a 4 hosszu kort k£ példdnyban vessziik, a bizonyités a fentihez hasonlé.

16. Az algoritmus kimeneteként kapott A, B halmazokra torténd kettéosztasnal
éles példa esetén barmely v csdcsra dy,(v) = ds(v). Ez azért igaz, mert ha lenne
olyan v, amire d,,(v) < ds(v), akkor még nem dllna le az algoritmus, mig d,,(v) >
dg(v) esetén (mivel minden mds x csticsra d,, (x) > dg(x)), a graf éleinek tobb, mint
a fele menne A és B kozott, s ekkor nem lenne éles a példank. Jeloljiik a graf A-n
beliil mend €leinek szdmdt e4-val, B-n beliil mend éleinek szdmét ep-vel, végiil az

27 z

A és B kozt mend élek szamat e4p-vel. Ekkor

2eq = Z ds(v) = Z dn(v) = eap = Z dn(v) = Z dy(v) = 2ep.
veA veA veB vEB

A masodik és az 6todik egyenldség d,, (v) = dg(v) kovetkezménye, a tobbi magatol
értetddd. Innen a graf éleinek szdma eq +ep+eap = es +2e4 +e4 = 4ey4, ahonnan
a kivant allitas adodik.

17. A gréf cstcsait sorban, egyesével két osztalyba soroljuk a médsodik algoritmus
szerint, azaz egy Ujonnan érkezd csicsot abba az osztalyba helyeziink, ahol keve-
sebb (nem tobb) szomszédja van. Lattuk, hogy ez az algoritmus 2-approximacios.
Ha a csucsokat olyan sorrendben vessziik, hogy az aktudlisan mar elhelyezett csu-
csok mindig Osszefiiggd részgrafot alkossanak, akkor az egy osztalyba keriil$ csu-
csok kozt lesz (paros hosszi) dt a grafban, igy semelyik kettd nem lehet szomszé-
dos, ekkor ugyanis lenne a grafban paratlan kor, ami paros grafban lehetetlen. Eb-
ben a sorrendben véve tehdt a csicsokat, minden él bekertil a paros részgrafba, igy
a kapott megoldas optimaélis lesz. Azt kell még belatnunk, hogy a kérdéses tipusu
sorrend 1étezik és elballithatd polinom iddben: példaul szélességi vagy mélységi
kereséssel is ilyen sorrendhez jutunk.

Maisodik megoldas. Egyszertibb megoldas, ha el6szor ellendrizziik, hogy a kapott
graf paros-e (szélességi kereséssel, polinom idSben). Ha igen, akkor a kimenet
maga a gréf lesz, ellenkez$ esetben a két latott algoritmus valamelyikét hajtjuk
végre. Paros grafokra optimdlis, mds grafokra 2-kozelitd algoritmust kapunk, ami
nyilvan polinom idében fut.

18. A madsodik algoritmus kimenete is lefogd ponthalmaz, ezért lefogja az els6
algoritmusban szerepld M pérositds éleit is, igy a mérete nem lehet kisebb |M|-nél,
amibdl az éllitas kovetkezik, hiszen az els6 algoritmus kimenete 2|M | csticsbdl 4ll.

19. Ha 7(G) = k mellett szeretnénk éles példat adni, akkor vegyiik egyszeriien
azt a grafot, ami k fliggetlen €lbdl 4ll. Erre futtatva a két algoritmus barmelyikét,
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a teljes csicshalmaz lesz a kimenet, mikdzben nyilvan feleekkora halmaz is elég
lenne (minden élnek csak az egyik végpontja).

20. Mivel mindkét algoritmus egy (nem bdvithetd) parositas végpontjait adja ki-
menetként, a kimenet mindig paros szamu csucsbdl 4ll. Ha az optimum értéke
paratlan, akkor tehat egyik algoritmus sem adhatja ezt. Olyan 10 csucst, 10 éld
egyszer(, osszefiiggd G grafot, melyre 7(G) = 3 nem nehéz adni: legyen példaul
G egy haromszog, melynek A, B, C csucsaihoz rendre 3,2,2 tovdbbi cstcs csatla-
kozik egy-egy éllel. Kbnnyen lathatd, hogy ekkor A,B,C lefogd ponthalmaz és
hogy 2 elemt lefog6 ponthalmaz nincs G-ben.

21. Az allitds nem igaz. Legyen G egy 8 csticsu és egy 2 cstcsu teljes graf disz-
junkt unidja, erre nyilvan teljesiil 7(G) = 8. A tanult algoritmusok akkor (és csak
akkor) taldlnak 8 csicsu lefogdé ponthalmazt, ha az ltaluk taldlt nem bdévithetd
parositds 4 éli. Konnyen lathat6 azonban, hogy G-nek nincs ilyen pérositdsa: a
kiilonallé é1 minden nem bd&vithetd parositasban szerepel (hiszen a végpontjaira
mads €l nem illeszkedik), igy mivel a graf tobbi csucsa teljes részgrafot feszit, a

pays

nem bovithetd parositdsok mind 5 éliiek lesznek.

22. Tudjuk, hogy egy X csicshalmaz akkor és csak akkor fiiggetlen a G = (V,E)
grafban, ha V' \ X lefogé ponthalmaz G-ben. Keressiink a grafban (példdul a 14-
tott moho eljarassal) egy nem bdvithetd parositast. A parositds végpontjai altal
alkotott halmaz legyen L. Tudjuk, hogy L lefogd, V \ L tehdt fiiggetlen, legyen
ez az algoritmusunk kimenete. Megmutatjuk, hogy V \ L legaldbb feleakkora,
mint a maximélis fiiggetlen ponthalmaz (ezzel igazolva, hogy algoritmusunk app-
roximdcios faktora csakugyan 2, az eljards polinomialitdsa nyilvdnvald). Mivel
n—|V\L|=|L| <2v(G) <27(G), tehit
a(G)  a(G) a(G)

VAL Zn-2¢(G) = a(G) - 1(G) = 7+ £ —w(G) = £,

felhaszndlva az a(G) + 7(G) = n egyenlGséget (Gallai 1. tétele), a feladat szove-
(G

gében megadott aT)
16tlenséget.

A K> 5 teljes paros grafon val6 alkalmazashoz legyenek a csticsok K> 5 egyik osz-
talyaban 1 €s 2, a masik osztdlydban A, B,C, D, E. Egy nem bdvithet6 parositas 2
é1bdl fog allni, az egyik tartalmazza az 1-et (pl. (1,A)), a masik a 2-t (pl. (2,B)).
Az algoritmus &ltal kimenetként adott ponthalmaz tehét ez esetben a {C,D,E}
halmaz lesz.

+7
> 7 egyenlStlenséget és az ezekbdl ad6dé 7(G) < 3 egyen-

23. Az algoritmus mindig azt a részhalmazt valasztja ki, amelyre a lehetd legki-
sebb a halmaz koltségének és az djonnan lefedett elemek szamanak hdnyadosa.
Az elsd 1épésben a jimbo részhalmazt kell valasztanunk, mert ennek a legki-

sebb az egy 1j elemre esO koltsége (%). Ezt kdvetden a chef részhalmaz jon, %
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koltséggel. A kovetkezd halmaz a stan kell legyen, ez Gjabb 4 elemet fed le, 4
koltséggel, majd a gerald halmaz kovetkezik, itt a hanyados % Az ezt kovetd 1é-
pésben a mackey halmazra lesz minimaélis a hdnyados (2), az utols6 bevalasztott
sz0 pedig a wendy, 5-0s értékkel.

A kapott fedés tehat: {jimbo, chef, stan, gerald, mackey,
wendy }, koltsége 25.

24. Az algoritmus mindig azt a részhalmazt valasztja ki, amelyre a lehetd legki-
sebb a halmaz koltségének és az djonnan lefedett elemek szamanak hdnyadosa.
Az els6 1épésben a béka részhalmazt kell valasztanunk, mert itt a legkisebb az
egy uj elemre esd koltség (%). A kovetkezd halmaz a vércse lesz, ez a hatralévd
8 betlibdl 5-6t fed le, 6 koltséggel. Kovetkezik amak i halmaz, % -es egy Uj elemre
esO koltséggel, végiil a hatralévé g betiit a legolcsobban az egér halmaz fedi.

A kapott fedés tehat: {béka, vércse, maki, egér},koltsége 15.

25. A MIN_LEFOGO az S_HALMAZ_FED specidlis esete, igy haszndlhatjuk
az S_HALMAZ_FED-re adott kozelitd algoritmust. Mivel a bemenetként kapott
graf 3-regularis, az S_HALMAZ_FED-ben szerepld részhalmazok mind 3 elemf-
ek lesznek. Az S_HALMAZ_FED-re adott algoritmus approximécids faktordnak
bizonyitdsakor latottak szerint igy a kapott megoldds az optimélisnak legfeljebb
Hy =1+ % +% = %-szorosa lesz.

26. A csucsok kozt haromféle sikbeli tdvolsag lehetséges: a hatszogén szomszé-
dos csucsok tavolsaga 1, ugyancsak 1 G és barmely mas csucs tdvolsaga. A hat-
sz6gon masodszomszédos csticsok tavolsdga v/3, a szemkoztieké 2. Ez alapjdn a
megadott sulyozds nem lesz metrikus, a feladat megoldasat tehit metrizdlassal kell
kezdeniink. Ehhez meg kell dllapitanunk az Osszes csucsparra a koztiik 1évo legro-
videbb 1t hosszit. Ez G és barmely mads csucs esetén 1, a hatszogén szomszédos
csucsok esetén %, barmely mds csticspar esetén 2 (mivel /3 + % > 2). Ezek lesz-
nek tehdt a metrizalds utan kapott graf élsilyai. Kovetkezd 1épésként minimalis
Osszsulyu feszitofat kell keresniink a B,C, E, F csticsok altal feszitett részgrafban.
Ebben benne lesz a BC és az EF él, melyek sulya %, valamint a maradék négy szo6-
ba jovo €l koziil egy tetszbleges (hiszen ezeknek egyardnt 2 a sulya), mondjuk CE.
Ezzel a metrizalt graf egy Steiner-fajat kapjuk, amit az utolsé 1épésben dtalakitunk
az eredeti graf Steiner-fajava. Ehhez a szerepl6 éleknek megfeleld pontparok koz-
ti legrovidebb utakat kell venniink az eredeti gratban. Ezek a BC és EF esetében
maguk az élek, CE esetében a CGE ut, az algoritmus tehédt a BC, CG, GE, EF
élekbdl all6 fat adja kimenetként.

28. Legyenek a és b a Steiner-pontok. Ekkor az optimalis Steiner-fa négyféle le-
het aszerint, hogy melyiket tartalmazza az a és b pontok koziil: tartalmazhatja csak
a-t, csak b-t, mindkett6t vagy egyiket sem. A graf tobbi pontjat a fanak természe-
tesen tartalmaznia kell, hiszen ezek termindlok lesznek. Az optimélis Steiner-fa
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tehata T, TU{a}, TU{b}, T U{a,b} ponthalmazok valamelyike 4ltal feszitett
részgraf egy feszitfija lesz. gy az emlitett feszitett részgrafokon minimalis feszi-
tofat keresve (ha van) a moh¢ algoritmussal, majd a kapott fak koziil a minimalis
Osszsulyut véve polinomidlis algoritmust kapunk a legkisebb koltségli Steiner-fa
megtaldlasara.

29. Legyen a Steiner-pontok halmaza S, a termindlok halmaza T, az optimélis
Steiner-fa F. F tartalmazza T minden csdcsét és S csdicsainak egy R részhalma-
zat (ami lehet iires 1s). A T U R halmazok éaltal feszitett részgrafokon minimalis
feszitofat keresve tehdt megtaldljuk az F' fat vagy egy masik, vele azonos sulyu
Steiner-fat, ha minden lehetséges R C S halmazt kiprébédlunk. A sz6bajové R hal-
mazok szdma 25l = n2, ami a bemenet méretében polinomidlis, az egyes esetek
1épésszama pedig (pl. a Kruskal-algoritmust haszndlva) szintén polinomalis. A ka-
pott fak koziil a minimadlis 6sszsulytt véve tehat polinomidlis algoritmust kapunk
a legkisebb koltségli Steiner-fa meghatarozasara.

z2_ 7z

30. Legyenek a négyzet csicsai A,B,C,D, az AC atlén 1év6 pontok (A-t6l
vett tdvolsdg szerint novo sorrendben) E, F,G. Az algoritmus el6sz6r minimalis
0sszkoltségli feszitofat keres (példaul) Kruskal algoritmusdval, azaz kivalaszt-
ja elészor az AE,EF,FG,GC éleket (valamilyen sorrendben), majd a BF,DF
éleket (szintén tetszOleges sorrendben), mivel ezek a legrovidebbek azok koziil,
amik a mar meglévokkel egyiitt nem alkotnak kort. Kovetkezd 1épésben az igy
kapott feszit6fa paratlan foku csdcsai éltal feszitett részgrafban kell minimaélis
Osszsulyu parositast taldlnunk. A pdratlan fokd csicsok A,B,C,D, a minima-
lis 6sszsulyu teljes parositds tehat az AB,CD vagy pedig az AD, BC élekbdl all.
(Alljon mondjuk az AD,BC élekbdl). A feszitéfa és a parositds éleinek uni6-
jaként kapott részgraf egy Euler-korsétdjanak megkeresése, majd a tanult mod-
szer szerint Hamilton-korré vald levagédsa van hatra. Az Euler-korséta lehet pl.
A,D,F,B,C,G,F,E, A (csak a csucsokat felsorolva), ekkor az elsé és egyetlen le-
vagas a G — F — E ut GE éllel val6 helyettesitése lesz. A kapott Hamilton-kor
ekkor tehitA—-D—-F -B—-C—-G—-E —A.

31. Az algoritmus el6szor minimdlis sulyu feszitofat keres a grafban, ez nyilvan
a sokszog oldalai koziil tartalmaz (n — 1)-et. Ebben két paratlan fokd cstcs van,
tehdt a paratlan foku csicsokon vett minimédlis 0sszsulyu teljes parositas egy é1bdl
all, mely szintén a sokszog egyik (az eddig be nem vett) oldala. Ezt a fdhoz véve
az eredeti graf Hamilton-korét kapjuk, igy a levdgasok hatdsara az élhalmaz mar
nem véltozik. A kapott megoldds nyilvdn optimélis, hiszen épp az n legkisebb
sulyu é1bdl 4ll.

32. Ha a 34. oldalon latott visszavezetésben a G-ben nem szerepld élek kn helyett
2 sulyuak lesznek, akkor metrikus €lsulyozast kapunk. Az igy kapott problémara
adott pontos vdlasz (vagyis egy optimalis Hamilton-kor) ismeretében ugyanakkor
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tovédbbra is el tudjuk donteni, hogy az eredeti grafban van-e Hamilton-kor: ha a
kimenet silya n, akkor igen, ha ennél nagyobb, akkor nem.

33. A feltétel szerint a graf csicsaibdl €s 1 sulyu éleibdl all6 részgraf osszefiiggd,
igy létezik a grafnak csak 1 sulyu élekbdl all6 feszit6faja (amit meg is tudunk ta-
lalni polinom id6ben). Ennek az éleit megdupldzva, majd a kapott graf Euler-korét
megkeresve és az approximdcids algoritmusokndl latottak szerint levagva legfel-
jebb 2n — 2 sdlyt Hamilton-kort kapunk (a levdgdsok a metrikussdg miatt nem
novelik a koltséget). Ervelhetiink azzal is, hogy mivel a grafnak van n — 1 silyd
feszitdfdja, ezért a (mondjuk) Kruskal-algoritmussal talélt feszit6fa sulya is legfel-
Jjebb ennyi, igy a 35. oldalon latott 2-approximécids algoritmus legfeljebb 2n — 2
sulyd Hamilton-kort ad. Nem igaz ugyanakkor, hogy a Christofides-algoritmust
futtatva legfeljebb %n stlyd Hamilton-kort kapnank (I1d. a 34. feladatot).

34. Legyenek 1 sdlytak a graf egy v csicsabol kiindul6 €élek, minden mas él
sulya legyen 2. Ez a sulyozds nyilvan metrikus és barmely két csucs kozt 1étezik
olyan ut, amely csak 1 sulyu éleket hasznal, ugyanakkor a minimalis dsszsulyu
Hamilton-kor (s6t, minden Hamilton-kor) sdlya 2n — 2 lesz (hiszen az 1 silyu
élek koziil csak kettdt hasznalhat).

40. Elkészitjiik a részosszegek listdit, minden fzisban § = & = ﬁ—del ritkitva.

Ez azt jelenti, hogy 24-nél kisebb szdmok senkit nem tudnak képviselni, a 24 és 47
kozti szamok a naluk eggyel nagyobbat tudjdk képviselni, az ennél nagyobb sz4-
mok tudnédnak két szamot is képviselni, erre azonban nem fog sor keriilni, hiszen
49-nél nagyobb szamokat nem vesziink fel a listdkba.

Lo={0}, Lj={2}, L; ={0,2}, itt ritkitani nem lehet.

L) ={6,8}, L, ={0,2,6,8}, ritkitani nem lehet.

L, ={7,9,13,15}, L3 ={0,2,6,7,8,9,13,15}, ritkitani nem lehet.

L ={14,16,20,21,22,23,27,29},
Ly=1{0,2,6,7,8,9,13,14,15,16,20,21,22,23,27,29}, ritkitani tovdbbra sem le-
het.

L), ={28,30,34,35,36,37,41,42,43,44,48,49}, hiszen a 49-nél nagyobb eleme-
ket nem vessziik be a listdba.

Ls ={0,2,6,7,8,9,13,14,15,16,20,21,22,23,27,28,29,30,34,35,36,37,
41,42,43,44,48,49}, itt a ritkitds soran toroljik a 28,30,35,37,42,44,49 elemeket,
ezt kovetden tehat
Ls=4{0,2,6,7,8,9,13,14,15,16,20,21,22,23,27,29,34,36,41,43,48}.

Ly = {44,46}, hiszen a 49-nél nagyobb elemeket nem vessziik be a listéba.

L¢ = {0,2,6,7,8,9,13,14,15,16,20,21,22,23,27,29,34,36,41,43,44 46,48} .
Itt mér nem ritkitunk, az algoritmus kimenete az utolsé lista legnagyobb ele-
me, vagyis 48. Figyeljilk meg, hogy a 49-es célérték megjelent az Ls listaban,

66



de dldozatdul esett a ritkitdsnak. Természetesen megtehetnénk, hogy az algorit-
mus soran figyeljiik, hogy megkapjuk-e 7-t részosszegként €s ha igen, akkor az
adott részosszeget kimenetként megadva ledllitjuk az algoritmus futdsat. Szamos
mas triikkkel is lehetne minimdlisan javitani az algoritmust, példaul nem csak ¢
megtaldlasakor dllhatndnk le, hanem mar akkor is, ha kelléen megkozelitettiik, de
megtehetnénk azt is, hogy valamely ¢ egész konstansra az utolsé ¢ kérben nem rit-
kitunk. Mindezek azonban magdban az algoritmusban nem szerepelnek, a 48-t6l
eltérd kimeneti érték tehat nem helyes megoldasa a feladatnak.

41. A pontos megoldas azon véltozatanal, amikor a #-nél nagyobb elemeket torol-
jik és minden részosszeget csak egyszer szerepeltetiink, minden lista legfeljebb
t+1 elembdl all. A feladat feltétele szerint # most polinomidlis a bemenet mére-
tében, hiszen t <logaja;...a, =loga; +logas + ... +loga,. Mivel lattuk, hogy
ha minden lista hossza polinomidlis, akkor maga az algoritmus is polinomidlis,
kész is vagyunk.
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Fiiggelék

o(G) — Fiiggetlen halmaz.
Binomilis tétel (a+b)" =) ab"! (n) :
i=0 !

Csucsszinezés —> Szinezés.
A(G) A G graf maximalis fokszama.

Euler-korséta Olyan zart élsorozat egy grafban, mely minden élet pontosan
egyszer tartalmaz.

Euler-séta Olyan élsorozat egy grafban, mely minden élet pontosan egyszer
tartalmaz.

Elgraf A G gréf élgrafja az a graf, melynek csiicsai G éleinek felelnek meg, az
e és f éleknek megfeleld csicsok pedig pontosan akkor szomszédosak, ha e és f
csatlakoz6 élek G-ben.

Elkromatikus szam — Elszinezés.

Elsorozat Egy G = (V,E) grifban (vo,eq,vi,e2,v2,...,e,,v,) élsorozat, ha
Vo,V1,.--,Vr €V, er,e3,...,e, € E és az e; él a v;_; és v; csucsok kozt megy.
Az ut olyan élsorozat, melyben minden csucs kiilonbozd. Egy élsorozat zart, ha
vo = v,. Kornek neveziink egy olyan zart élsorozatot, melyben az €élek kiillonb6z6k
ésavy,vy,...,v,—1 csucsok egymastdl és vg = v,-t6l is kiillonboznek.

Elszinezés Egy G grif élszinezése r szinnel egy olyan ¢ : E(G) — {1,2,...,r}
fiiggvény, melyre teljesiil, hogy ha az e és f élek csatlakozok (vagyis van k6zos
végpontjuk), akkor c(e) # c(f). A G graf x.(G)-vel jelolt élkromatikus szdma k,
ha G-nek 1étezik élszinezése k szinnel, de nem létezik k — 1 szinnel.

Feszitett részgraf Egy G = (V,E) grafnak H = (X, F) feszitett részgréfja, ha X C
V és F-ben pontosan azon E-beli élek szerepelnek, melyek mindkét végpontja X -
beli. H-t ilyenkor G-nek az X dltal feszitett részgrafjanak nevezziik és G[X]-szel
jeloljiik.
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Feszitofa Egy G grafnak F feszit6faja, ha F fa, részgrafja G-nek és G minden
csucsat tartalmazza.

Fiiggetlen élhalmaz — Pérositas.

Fiiggetlen ponthalmaz Egy G graf X C V(G) ponthalmaza fiiggetlen, ha X
semelyik két pontja kozt sincs él. &(G) jeloli egy graf maximalis elemszamu fiig-
getlen ponthalmazdnak méretét. Ld. még: Gallai tételei, Konig tételei.

Gallai tételei 1. Ha G n cstcsut (hurokélmentes) graf, akkor a(G) + 7(G) = n.
2. Ha G n cstcst, izoldlt pontot nem tartalmaz6 graf, akkor v(G) + p(G) = n.

Hamilton-kor A G graf egy kore Hamilton-kor, ha G minden cstcsét tartalmaz-
za.

Hamilton-ut A G graf egy dtja Hamilton-it, ha G minden csucsat tartalmazza.

Intervallumgraf Tegyiik fel, hogy adott valés, zart intervallumok egy rendsze-
re. Az intervallumrendszerhez tartozé graf csucsai az intervallumok, két csticsot
0sszekotiink, ha a hozzdjuk tartozo6 intervallumoknak van kozos eleme. Egy G graf
intervallumgraf, ha létezik olyan intervallumrendszer, melyhez épp G tartozik.

KIiKkk, klikkszam A G graf teljes részgrafjait klikknek nevezziik, a maximalis
klikk méretét (vagyis csticsainak szamat) @(G)-vel jeloljiikk és G klikkszdménak
hivjuk.

Komplementer Egy G = (V,E) egyszerii graf komplementere a G = (V,E') graf,
ahol E' = {(x,y) : x #y,(x,y)  E}.

Kor Egy élsorozat zart, ha vy = v,. Kdrnek neveziink egy olyan zart élsorozatot,
melyben az élek kiillonbozdk és a vy, vs, ..., v, csicsok egymdstol és vo = v,-t6l
is kiillonboznek.

Konig tételei 1. Ha G pdros gréf, akkor v(G) = 7(G) (és igy Gallai tételei miatt
o(G) = p(G)). 2. Ha G péros graf, akkor x.(G) = A(G).

Kromatikus szam — Szinezés.

Kruskal algoritmusa Elstlyozott graf minimalis osszsilyi feszitéfajanak meg-
keresésére szolgal. Az éleket sily szerint novéen rendezziik, majd e sorrend sze-
rint haladva egy é€let pontosan akkor vdlasztunk be a kimeneti élhalmazba, ha a
mar bevélasztottakkal nem alkot kort.

Lefogé élhalmaz Egy G graf C C E(G) élhalmaza lefogd, ha a C-beli élek vég-
pontjai kozt G minden csucsa el6fordul. Ha G-ben van izolalt pont, akkor ter-
mészetesen nincs lefogd élhalmaza. p(G) jeldli egy graf minimélis elemszdmd
lefog6 élhalmazanak méretét. Ld. még: Gallai tételei, KOnig tételei.

Lefogé ponthalmaz Egy G graf X C V(G) cstcshalmaza lefogd, ha minden
élnek tartalmazza legalabb az egyik végpontjat. T(G) jeloli egy graf minimalis
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elemszdmu lefogé csicshalmazanak méretét. Ld. még: Gallai tételei, K6nig téte-
lei.

Moho szinezés Egy graf csucsait szeretnénk az 1,2,...,r szinekkel szinezni.
Rogzitjiik a csucsok egy sorrendjét, majd ebben a sorrendben haladva szineziink
ugy, hogy az aktudlis csucs a legkisebb sorszamu olyan szint kapja, amilyen szin(i
csticesal nincs kozos szomszédja. Ertelemszer( valtoztatasokkal csticsok helyett
természetesen éleket is szinezhetiink igy.

Négyszin-tétel Minden sikbarajzolhat6 graf szinezhetd négy szinnel.
v(G) — Parositas.

Otszin-tétel Minden sikbarajzolhaté graf szinezhet 6t szinnel.
Regularis graf Egy graf r-regularis, ha minden csicsanak foka r.
p(G) — Lefogé élhalmaz.

Szinezés Egy G grif (csics)szinezése r szinnel egy olyan c: V(G) — {1,2,...,r}
fiiggvény, melyre teljesiil, hogy (x,y) € E(G) esetén c(x) # c(y), vagyis szomszé-
dos csticsokhoz kiilonbozs szineket kell rendelni. A G graf x(G)-vel jelolt kro-
matikus szama k, ha 1étezik szinezése k szinnel, de nem létezik k — 1 szinnel.

7(G) — Lefogé ponthalmaz.

Ut Olyan élsorozat, melyben minden csucs kiilonb6z6.
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