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1. Totalis unimodularitas

Mig a linearis programozas polinomialis id6ben megoldhatd, az egészértékii programozés valoszintleg
sosem lesz az (hiszen ez egy NP-nehéz probléma). Sok gyakorlati alkalmazas azonban csak egészértékii
programozassal kezelhets. Mi tehat a kiat? Az egyik irany, hogy megprobalunk a lehetségek hatarain
beliil minél hatékonyabb algoritmusokat fejleszteni — remélve, hogy igy meg fogunk tudni oldani elég
nagy méretl feladat feladatokat ahhoz, hogy a gyakorlati életben felmeriil problémakat is kezelni
tudjunk. Van azonban egy masik igéretes irany is: megkereshetjiik az egészértéki programozasnak egy
olyan specidlis esetét, ami elég sziik ahhoz, hogy hatékonyan megoldhat6 legyen, de elég széles ahhoz,
hogy gyakorlati szempontboél érdekes alkalmazési lehetGségeket tartalmazzon. A kovetkezdkben ezt
az irdnyt kovetjiik.

Definicié. Egy mdtriz totalisan unimodularis (vagy réviden TU), ha minden négyzetes részmdtri-
zdnak a determindnsa 0, 1, vagy —1.

Emlékezziink vissza, hogy egy matrix négyzetes részmdatrizait gy kaphatjuk meg, hogy kivalasz-
tunk néhéany (nem feltétleniil szomszédos) sort és ugyanennyi oszlopot és az ezek keresztezGdéseiben
allo elemeket vizsgaljuk. Természetesen egy totalisan unimodularis matrix minden eleme csak 0, 1
vagy —1 lehet, mivel minden elem maga is egy 1 x 1-es négyzetes részmatrixot alkot. Ez azonban nem
elégséges, mint azt a lentebbi A matrix is mutatja: nem totélisan unimoduléris, hiszen a determinéan-
sa 2. A B matrix totalisan unimodularis, ami igazolhaté mind a harom 2 x 2-es részmatrixanak (és
a 6 elemének) ellendrzésével. A C' matrix ismét nem totalisan unimodularis: annak a 2 x 2 részmat-
rixnak, amit a négy sarkidban 1év$ elem kivalasztasaval kapunk, a determinansa —2 (az 6sszes tobbi
részmatrixa megfelelne a TU definiciojanak).
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A TU métrixok fogalméanak fontossaga a kovetkezs tételben rejlik.

Tétel. Tegyiik fel hogy adott a max{cx : Ax < b} linedris program gy, hogy Az < b megoldhatd
és {cx : Ax < b} felilrdl korldtos. Tegyiik fel ezen felil, hogy A totdlisan unimoduldris és b egy
egész szamokbdl dllo vektor. Ekkor max{cx : Ax < b} felveszi a mazimumdt eqy egész szamokbdl dlld
vektoron.

Ezt a tételt itt nem bizonyitjuk, inkdbb az alkalmazasaira koncentralunk. Fontos hangsilyozni,
hogy a tétel nem azt dllitja, hogy egy, a feltételeknek megtelel6 LP feladat minden optimalis megol-
déasa egész — ez ugyanis nem volna igaz; csak annyit allit, hogy az optimélis megoldasok kozott van
egész vektor is.

Bar a fenti tétel a max{cx : Az < b} LP feladatrol szol, az alkalmazasaiban (a fentebb irtaknak
megfelelGen) IP feladatok szerepelnek. Valoban, a tételbdl kovetkezik, hogy ha A TU és b egész sza-
mokbol all, akkor a linearis és az egészértéki programozas komplexitasa koézotti kiilonbség eltiinik:



P

a megoldaséval. Valoban: ha a relaxacié megoldasakor az deriil ki, hogy az Ax < b rendszer nem
megoldhato6, akkor nyilvan egész megoldasa sem lehet, igy az IP rendszere sem megoldhat6. Hason-
loan: ha az deriil ki, hogy az LP relaxicié rendszere megoldhato, de a célfiiggvénye nem feliilrél
korlatos a megoldashalmazan, akkor ugyanez az IP feladatroél is elmondhat6*. Ha viszont az LP re-
laxéacié rendszere megoldhato és a célfiiggvénye is feliilr6l korlatos, akkor a fenti tételbdl kovetkezik,
hogy az IP és az LP feladat optimumértéke megegyezik. S6t, fontos (bizonyitas nélkiil) megjegyezni,
hogy ilyenkor az egészértékl optimum léte nem csak elméletben garantalt: az LP feladatat megoldo
algoritmusokbol nyerhetd is egy ilyen megoldas.

A fenti tétel kiilonféle alkalmazasaiban gyakran el6fordul, hogy a megoldandé feladat kicsit meg-
valtozik, ami az egyiitthatomatrix kisebb modositasaval jar. Ha példaul ez a modositas azt jelenti,
hogy egy egyenl6tlenséghdl egyenlet lesz, ez egy tijabb sort ad az egyiitthatométrixhoz, amely egy
mar létezd sor negéltja. Egy masik példa, amikor egy valtozot feliilrél korlatozunk: ez egy 1j sort ad
az egylitthatomatrixhoz, melynek minden eleme 0, egyetlen 1-est kivéve. A kovetkezs egyszeri, de
hasznos lemma kimondja, hogy ezek a kis valtoztatasok megtartjak a matrix TU tulajdonsagat.

Lemma. Egy mdtriz totdlisan unimoduldris marad, ha
1. egqyik sordt vagy oszlopdt negdljuk;
2. eqy 1y sort vagy oszlopot adunk hozzd, melynek minden eleme nulla, egyetlen 1-es kivételével;
3. a mdtriz eqyik soranak mdsolatat adjuk a mdtrizhoz iy sorként, vagy egyik oszlopanak mdsolatdt
uj oszlopként;
4. transzpondljuk.

Bizonyitds. Nyilvanval6an mind a négy esetben azokat a részméatrixokat kell megvizsgalnunk, amikre
az adott mivelet hatassal volt.

1. Ha egy sort vagy oszlopot negalunk, az az ez altal érintett részmatrixokban is a megfelel§ sor
vagy oszlop negalésit eredményezi, ezért a determinénsa is negéltjara valtozik; igy benne marad a
{1, —1,0} halmazban.

2. Egy érintett k x k-as M részmétrixot az ijonnan hozziadott sor vagy oszlop mentén kifejtve
azonnal azt kapjuk, hogy det M vagy 0 (ha az 4] sor vagy oszlop M-hez tartozo része csak 0-kat
tartalmaz) vagy det M = (%1) - det M’, ahol M’ egy (k — 1) x (k — 1)-es részmatrix (az eredeti
matrixban). Mivel det M’ € {1,—1,0}, nyilvan det M € {1, —1,0} is igaz.

3. Ha egy részmétrix tartalmazza mind az eredeti, mind az Gj valtozatat a leméasolt sornak vagy
oszlopnak (vagy annak egy részét), akkor van két egyforma sora vagy oszlopa, igy a determinansa
0. Ha csak az 1j valtozatot tartalmazza, akkor megkaphatjuk az eredeti matrix egy részméatrixanak
a sorait vagy oszlopait permutalva. Mivel minden ilyen permutacié megkaphato tobb sorcsere vagy
oszlopcsere egymasutanjanak az eredményeként és minden csere negilja a determinanst, a végleges
determinans egyenld (£1)-szer az eredeti determinanssal; igy az {1, —1,0} halmazban van.

4. Egy métrix transzponalasa annak minden (négyzetes) részmatrixat is transzponalja. Mivel a
transzponalds nem valtoztatja meg a determinanst, igy a totéalis unimodularitast sem befolyasolja. [

*Megjegyezziik, hogy ez utébbi allitds nem magatol értet6ds, atgondolasra szorul; a teljesség kedvéért vazoljuk egy
indoklasat. Mivel az LP relaxécio célfiiggvénye nem feliilrél korlatos, a kordbban tanult tétel szerint létezik olyan z
vektor, amire Az < 0 és cz > 0. Elég lesz megmutatni, hogy ilyen tulajdonsigt egész z vektor is létezik. Valéban,
ebben az esetben az Ax < b rendszernek egy egész xy megoldasat valasztva az x) = xg+ Az vektor is egész lesz minden
A pozitiv egészre, marpedig az el6bb emlitett tétel bizonyitasaban lattuk, hogy az z) vektorokon tetszélegesen nagy
célfiiggvényérték elérhetd. Vegylik ezért az Az < 0, cz > 0 rendszer egy tetszéleges z* megoldasat és alljon az f, illetve
a g vektor a z* koordinatainak also, illetve fels6 egészrészeibsl. Ekkor a max{cz : Az < 0, f < z < g} LP feladat
rendszere megoldhat6 (hiszen z* egy megoldéasa) és rajta a cz célfiiggvény feliilrsl korlatos (mint ahogyan kénnyen
lathatéan barmilyen célfiiggvény is az volna — ezt garantaljak az f és g alsé- és fels§ korlatok). Tovabbé az alabb
kovetkezs lemma segitségével konnyt lesz megmutatni, hogy az egyiitthatématrixa TU és benne a jobb oldalakon csak
egész szamok allnak. Igy az elébb kimondott tétel miatt a maximuma egész z vektoron is felvétetik. Marpedig ez a
maximum nyilvan pozitiv, hiszen z* miatt van a feladatnak olyan megoldésa, amire cz > 0. Ez az egész optimum tehat
bizonyitja az allitast.



2. Egészértéki folyam feladatok

Ahhoz, hogy felhasznaljuk a fenti tételt a totalisan unimoduléris egyiitthatématrixa egészértéki prog-
ramokrol, talalnunk kell olyan totalisan unimoduléris matrixokat, amik el6keriilnek az egészértéki
programozas alkalmazasaiban. Ezeknek egy csoportjat adja a kovetkezd definicio.

Definicié. Tegyiik fel, hogy G egy hurokmentes irdnyitott grdf, melynek csucshalmaza
V(GQ) = {v1,vq,...,0,} és élhalmaza E(G) = {e1,ea,...,en}. G-nek a B(G) illeszkedési méatrixa

eqy n X m-es mdtriz, melyben minden 1 <1 <n és1 <7 < m-re

1, ha e; v;-bdl indul;
[B(G)]i; =< —1, haejv-be érkezik;
0, hae; nem illeszkedik v;-re.

Tétel. Minden irdnyitott grdaf illeszkedési mdtriza totdlisan unimoduldris.

Bizonyitds. Valasszunk egy k x k-as M részmétrixot a G irdnyitott graf B(G) illeszkedési matrixabol.
k-ra vonatkozo teljes indukcioval bizonyitjuk, hogy det M € {1,—1,0}.

Az allitas nyilvan igaz a k = 1 esetben: B(G) minden eleme definicio szerint eleme a {1,—1,0}
halmaznak. Tegyiik fel, hogy k > 2 és az allitast mér igazoltuk minden (k—1) x (k—1)-es részmatrixra.
Két esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset: ha M-nek van olyan oszlopa, ami legfeljebb egy nem nulla elemet tartalmaz. Ha ez az osz-
lop csupa 0, akkor det M = 0. Ha nem, akkor fejtsiik ki M determinansat ezen oszlop mentén. Ebbdl
kovetkezik, hogy det M = (£1)-det M’, ahol M’ egy (k — 1) x (k — 1)-es részmatrixa B(G)-nek. Igy
az indukcios feltevést felhasznéalva kovetkezik az allitas.

2. eset: ha M minden oszlopa pontosan két nemnulla elemet tartalmaz (egy l-est és egy (—1)-est).
Ebben az esetben az M részmatrix elsG sordhoz hozzidadva az Gsszes tobbit egy csupa nulla sort
kapunk; mivel az ilyen 1épések nem modositjak a determinans értékét és az eredményiil el6allo matrix
determinansa 0 (a csupa 0 sor miatt), igy ugyanez igaz M-re is. ]

2.1. Az egészértékii maximalis folyam feladat

Ha adott egy G iranyitott graf, az s termels és a t fogyasztod cstcsok, valamint a ¢ : F(G) — R ka-
pacitasfiiggvény, akkor a korabbi tanulmanyainkbél ismert maximalis folyam feladat definicié szerint
a kovetkezd:

max : y_{z(e) : e s-bdl indul} — > {x(e) : e s-be érkezik}

gy, hogy
(1) YoeV(G)\{s,t}: > {x(e):ev-bdl indul} — > {z(e) : e v-be érkezik} = 0
(2) Ve € E(G) : z(e) < c(e)
(3) Ve € E(G) : z(e) > 0

Korabban mar felismertiik, hogy ez egy linearis programozési feladat; irjuk most ezt fel matrixos
alakban. Legyen V(G) = {v1,vs,..., 0 0,051 = 8,0, = t} és E(G) = {e1,e9,...,en}. Gyijtsiik
az Osszes valtozot az x oszlopvektorba gy, hogy z; = z(e;) minden 1 < j < m-re. Ekkor az
(1)-es ponthoz tartozo linearis egyenletrendszert B’ -z = 0 alakban irhatjuk, ahol B" a G graf B(G)
illeszkedési matrixabol kaphaté meg az s-hez és t-hez tartozo sorok az elhagyéasaval (amik V(G) fenti
sorszamozasa miatt B(G) utolsé két sora).

Ekkor a fenti linearis programot a kévetkezd alakban irhatjuk:

max{s-z: B -x =0,z <cz >0},



ahol 5 a G méatrix B(G) illeszkedési matrixanak utolso el6tti sorat jeloli, ami az s csticshoz tartozik.
Mas szavakkal: a fenti linearis program max{s - x : Az < b} alakban irhato, ahol

B/
_B,
_ B
—-F

O‘Q‘O‘O

(és E az m X m-es egységmatrixot jeloli).

A B’ matrix nyilvan totalisan unimodularis (mivel B’ minden négyzetes részméatrixa egyben a
B(G) illeszkedési matrixnak is részméatrixa, amir6l bebizonyitottuk, hogy TU). Ezen kiviil, mivel a
fenti linearis program teljes A egyiitthatométrixa megkaphatd B’-bél a fentebb bizonyitott egyszerti
lemmaban felsorolt miiveletekkel, kovetkezik, hogy A is totalisan unimodularis.

Ezért a TU egyiitthatomatrixi egészértékid programokrol szolo, fentebb kimondott alaptételbdl
kovetkezik, hogy ha a maximalis folyam feladat Gsszes élének kapacitisa egész szam (ami a teljes
jobb oldali vektort egészértékiivé teszi), akkor a maximalis folyamok kozott mindig létezik olyan is,
amiben a folyamérték minden élen egész szam. (Valoban, az itt hasznalt alaptétel tovabbi két feltétele
is teljesiil: az LP feladat egyenlGtlenségrendszere nyilvan megoldhato, hiszen x = 0 megoldas; tovabba
a célfiiggvény feliilrél korlatos a megoldashalmazon, hiszen példaul az s-bél kilép6 élek 6sszkapacitasa
felss korlat a maximalis folyam értékére.) Raadasul mindebbél az is kovetkezik, hogy az egészértékii
maximalis folyam feladat megoldhato hatékonyan tigy, hogy egyszertien figyelmen kiviil hagyjuk az
egészértékiiségi feltételeket és megoldjuk az igy kapott linearis programot.

Valojaban ezek az allitdsok nem tjak: a kordbban (az informatikus BSc képzésben BSz2-bél)
tanult javitoutas algoritmus egy polinomialis futasideji algoritmus a maximalis folyam feladat meg-
oldasara (ha mindig a legrovidebb javitoutak egyikét valasztjuk) és ez az algoritmus egy egészértékii
maximalis folyamot allit el6, ha minden kapacitas egész szam. A fenti gondolatmenet azonban —
amellett, hogy megmutatja ennek a jelenségnek az elméleti hatterét — még igy is hasznos: kisebb
valtoztatasokkal a sokkal Osszetettebb minimélis koltségi folyam feladatra is alkalmazhato.

2.2. Az egészértékii minimalis koltségid folyam feladat

Ha adott egy G iranyitott graf, amiben az s termeld, a t fogyaszté és a ¢ : E(G) — RT kapacitas-
fiiggvény mellett még adott egy k : E — RT koltségfiiggvény és egy M € R elvart folyamérték is,
akkor a minimaélis koltségii folyam feladat az alabbi:

min : ZeeE(G) k(e)x(e)
gy, hogy

(1) YoeV(G)\{s,t}: > {z(e):ewv-bdlindul} — > {z(e) : e v-be érkezik} = 0
(2) > {z(e) : e s-b6l indul} — > {z(e) : e s-be érkezik} > M
(3) Ve € E(G) : z(e) < c(e)
(4) Ve € E(Q) : xz(e) > 0

Az egészértékid minimdlis koltségd folyam feladatban a fenti feltételek mellett még minden z(e)
folyameértéknek egész szamnak is kell lennie. Ebben az esetben M-rél és a c(e) élkapacitasokrol is
feltételezhetjiik, hogy egészek (kiillonben M-et felfelé, a c(e)-ket lefelé kerekithetnénk a feladat érdemi
megvaltoztatasa nélkiil).

Ezt Gsszehasonlitva a maximalis folyam feladattal lathato, hogy a (2)-es feltételtdl eltekintve a
két feladat feltételrendszere azonos. Ezért a fenti LP feladat matrixos alakja szintén nagyon hasonlé
a maximalis folyam feladatéhoz: ez felithaté min{k - 2 : A’z < ¥’} alakban, ahol k az a sorvektor,



ami az Osszes k(e) élkoltséghol 4ll (igy, hogy k; = k(e;) teljesiil minden 1 < j < m-re) és

B _ 0

—B’ 0

A = -5 és bV =| —-M
FE c

—-F 0

(Itt 5 tovabbra is a B(G) illeszkedési matrix s-hez tartozo sorat jeloli.)

Ismét allithatjuk, hogy az A" egyiitthatomatrix totalisan unimodularis: megkaphaté a B(G) illesz-
kedési matrixbdl (amirdl mar belattuk, hogy TU) a t-hez tartozo sor elhagyasaval, majd a korabban
bizonyitott egyszeri lemma miiveleteinek hasznélataval. Emellett a jobb oldali vektor szintén egész-
értékd, mivel a nulldkon kiviil ¢ koordinatait és M-et tartalmazza (amikrél feltettiik, hogy egészek).
Tovabba ha létezik a halozatban legalabb M értéki folyam (vagyis a rendszer megoldhato), akkor a
célfiiggvény nyilvan alulr6l korlatos a megoldashalmazon: a nulla als6 korlatja.

Igy — a maximalis folyam feladathoz hasonléan — a TU egyiitthatomatrixi IP feladatokrol szolo
alaptételbdl két fontos dolog kidvetkezik: eldszor is, ha M és az Gsszes c(e) élkapacitis egész szam és
a halozatban létezik legalabb M értékd folyam, akkor a minimalis koltségi folyamok kozott mindig
létezik olyan is, amiben a folyamérték minden élen egész szam. Mésodszor, az egészértékdd mini-
polinomialis futasidében is).

Megjegyezziik, hogy az eredeti (tortértékii) miniméalis koltségt folyam feladathoz hasonloan létez-
nek ennél is hatékonyabb (polinomialis futasidejii) algoritmusok az egészértékd minimalis koltségi
folyam feladat megoldasara, amik kozvetleniil nem tamaszkodnak a linearis programozéasra.

2.3. Az egészértékii tobbtermékes folyam feladat

Sajnos k > 2 esetén a k termékes folyam feladat (LP felirdsanak) egyiitthatoméatrixa nem totalisan
unimodularis. Ennek oka a kapacitéas feltételekben rejlik: mivel ezek az egy élhez tartozo folyamérté-
kek Gsszegére adnak felsé korlatot, ezért ezek olyan sorokat adnak az egyiitthatomatrixhoz, amik &
darab egyest (és egyébként nulla elemeket) tartalmaznak; ez pedig méar tonkreteszi a TU tulajdon-
sdgot, ha k > 2.

Valojaban a tébbtermékes folyam feladat egészértéki valtozatarél ismert, hogy NP-nehéz. Igy
nem csak az LP és [P elméletét hasznalé megkozelités nem vezet polinomialis algoritmushoz, hanem
egyaltalan nem is varhato, hogy a feladat barmilyen polinomidlis futasidejd algoritmussal megoldhato
legyen.

3. A totalis unimodularitas alkalmazasa paros grafok parositasi feladataira

Mint azt korabban lattuk, minden iranyitott graf illeszkedési matrixa totalisan unimoduléaris. Az
illeszkedési matrix fogalmat azonban iranyitatlan grafokra is definidlhatjuk: egyszerten az illeszkedést
1-gyel, a nem illeszkedést 0-val jeloljiik.

Definicié. Legyen G egy irdnyitatlan grdf, aminek a csicshalmaza V(G) = {vi,vs,...,0,} €s az
élhalmaza E(G) = {ey,eq,...,en}. A G grif B(Q) illeszkedési mdtriza az az n X m-es mdtriz,
amiben minden 1 <1 < n-re és 1 < j < m-re

B, - {

Felmeriil a kérdés, hogy az iranyitatlan grafok illeszkedési matrixai is totdlisan unimodularisak-e.
Altalanossagban a valasz nemleges, amire a legegyszertibb példa egy harom cstcst kor: konnyd
ellendrizni, hogy a (3 x 3-as) illeszkedési matrixdnak a determinansa 2. Paros grafokra korlatozva
azonban a valasz mar igen.

1, ha e; illeszkedik v;-re;
0, hae; nem ulleszkedik v;-re.



Tétel. Minden pdros graf illeszkedési matriza totdlisan unimoduldris.

Bizonyitds. Legyen G = (A, B; E) egy paros graf (ahol A és B a csiicshalmaz két osztalya). Legyen
H az az iranyitott graf, melyet G-bél nyeriink gy, hogy minden élét A-bol B felé iranyitjuk. (Azaz,
ha {a,b} € E(G) ugy, hogy a € A és b € B akkor (a,b) € E(H).) Mivel H iranyitott graf, a B(H)
illeszkedési matrixa (a korabban bizonyitott tétel miatt) totalisan unimodularis. A G graf B(G)
illeszkedési méatrixat viszont megkaphatjuk B(H )-bol minden B-beli csticshoz tartozo sor negalaséaval.
Mivel a sorok negalasa nem befolyésolja a totalis unimodularitast, B(G) is totalisan unimodularis. [

3.1. A maximalis Osszstiilya parositas feladat paros grafokon

Korabban definidltuk a maximélis Gsszstlyt parosités feladatot paros grafokra és hatékony algorit-
must is adtunk a megoldasara. Ebben a problémaban adott egy G = (A, B; E) paros graf és egy
w : E — R silyfiiggvény a graf élhalmazan; a feladat az, hogy G-ben egy olyan M parositast ke-
ressiink, amire ) |, w(e) a lehets legnagyobb. Most tjra ezzel a problémaval foglalkozunk abban a
megkozelitésben, amit a TU egyiitthatomatrixi egészértékd programozés tesz lehetGveé.

A feladatot konnyen megfogalmazhatjuk egészértéki programként. Egy x(e) binaris valtozot ren-
deliink minden e élhez: x(e) = 1, ha e € M, és x(e) =0, ha e ¢ M. A kivéalasztott élek (vagyis azok,
amikre x(e) = 1) Gsszstlyat a )., w(e)z(e) linearis célfiiggvény adja meg. Az a tény, hogy a kiva-
lasztott éleknek parositast kell alkotniuk, egyszeriien megfogalmazhato linearis egyenlGtlenségekkel:
minden v csics esetén a v-re illeszkedd e élekhez tartozo z(e) valtozok osszege legfoljebb 1 lehet.
Végiil pedig szokas szerint a valtozok bindrissaga a 0 < x(e) < 1 egyenlGtlenségekkel biztosithato,
ahol z(e) egész szam.

Bar a kapott IP valoban jol leirja a feladatot, nagyon hasznos lesz az a megfigyelés, hogy ebben
az z(e) < 1 feltételek redundansak, az elhagyasuk a megoldashalmazt nem valtoztatja meg. Valoban,
ha x(e) > 2 teljesiilne egy e = {a,b} élre, akkor (példaul) az a-ra illeszkedd éleken az x(e) valtozok
sszege 1-nél nagyobb volna (az x(e)-kre vonatkozé nemnegativitasi feltételek miatt). Igy veégiil is a
maximalis Osszsilyt parositas feladat kovetkezd TP megfogalmazasat kapjuk:

max : y_ . w(e)x(e)

agy, hogy
(1) YoeV(GQ): > {z(e): e illeszkedik v-re} < 1
(2) Vee E(G): z(e) > 0
(3) Vee€ E(G): z(e) egész szam

A fenti IP felirds matrixos alakja a kovetkezd:
max{wz : Q- -x < 1,2 >0, egész}, (%)

ahol a w sorvektor a w(e) élsiulyokat tartalmazza, ) = B(G) a G graf illeszkedési matrixa és 1 a
csupa l-es oszlopvektor.

Megjegyezziik, hogy a fenti IP még nem (feltétlen) paros grafokra is helyesen irja le a maximalis
Osszstlyn parositas feladatot; G parossagara csak a most kovetkezd gondolatmenetben lesz sziikség.

_% , ami totalisan
unimodularis (a fenti tételbdl és a korabban bizonyitott egyszerii lemmaboél kivetkezGen). Mivel a
jobb oldalakon szintén egész szamok allnak (0-k és 1-ek), ebbdl kovetkezik (ismét a TU matrixok-
kal leirhato IP feladatokra vonatkozo, fentebb kimondott alaptétel miatt), hogy az egészértékiiségi
feltételek elhagyhatok és az igy kapott LP relaxacié optimumbhelye valaszthat6 gy, hogy a valtozok
értékei egész szamok. (Ennek a teljes értékd indoklasahoz ismét hozzatartozik, hogy x = 0 megol-
désa az LP rendszerének és példaul az Osszes w(e) élsily abszolutértékének az Gsszege felsé korlat
a célfiiggvényre.) Ebbgl kovetkezik, hogy a maximalis Gsszsilya parositas feladat paros grafokon
hatékonyan megoldhato (egyszertien az LP relaxacié megoldasaval).

Ugyanis a Q- < 1,z > 0 lineéris egyenl6tlenségrendszer egyiitthatdé matrixa

6



Persze ennek a feladatnak a hatékony (akar polinomialis futasideji) megoldhatosaga mar eddig is
ismert volt: ez kovetkezik Egervarynak (a targybol korabban tanult) algoritmusabol. S6t, az Egervary-
algoritmus hatékonyabb megoldast ad erre a feladatra, mint egy altalanos céli LP megold6. Az utobbi
megkozelités elénye (a korabban latott halozati folyam feladatok esetéhez hasonléan), hogy kénnyen
adaptalhatjuk Osszetettebb problémékra is. Emellett érdekes és hasznos elméleti kivetkezményei is
vannak.

3.2. Egervary tétele

Belattuk tehat, hogy a maximalis Osszstlyu parositds Osszstlya egyenld a fenti (x) IP feladat ma-
ximumaéval, ami pedig (abban az esetben, ha G paros graf) egyenl§ a relaxalt LP feladat maxi-
mumértékével. Mivel ezzel a vizsgalt probléméat egy LP feladatra vezettiik vissza, alkalmazhatjuk
a linedris programozas dualitastételét. Jelolje ezért p a maximalis Gsszsulyd parositas Osszsilyat
(egy adott G = (A, B; E) paros graf és w : E — R sulyfiiggvény esetén). Tudjuk tehat, hogy
p = max{wzr : Q -z < 1,z > 0}. Mivel fentebb azt is belattuk, hogy az LP feladat rendszere
megoldhat6 és a célfiiggvénye feliilrdl korlatos, ezért a dualitastétel valoban alkalmazhato. Tovabba
mivel minden valtoz6 nemnegativ értékiisége ki van kotve a feladatban, ezért a dualitdstétel masodik
alakjat hasznaljuk:
p=min{yl : y@Q > w,y > 0}. (xx)
Itt a dualis valtozokat tartalmazé y sorvektor elemei () sorainak felelnek meg — amik viszont a G
csuicsaival vannak indexelve. Ezért az y sorvektort felfoghatjuk gy, hogy az G minden v cstcsahoz
egy nemnegativ c(v) értéket rendel; mas szoval, ha a v csics a @) i-edik soranak felel meg, akkor
c(v) = y;. Mit mond ekkor az y@ > w egyenlGtlenségrendszer? Mivel () minden oszlopaban csak két
nemnulla érték van, mégpedig az oszlopnak megfelelg e él végpontjainak megfelel§ két sorban 4llo
két 1-es, ezért y@Q > w jelentése a c(v) értékekkel kifejezve a kovetkezd:

c(a) + ¢(b) > w(e) minden e = {a, b} él esetén.

P

ximélis Gsszsilyn teljes parositas feladatra tanult Egervary-algoritmusban volt meghatarozo szerepe.
Ha ezt a megfigyelést még kiegészitjiik azzal, hogy a (xx) feladat y1 célfiiggvénye nem méas, mint az
osszes dudlis valtozd — vagyis az Gsszes c(v) érték — Osszege, akkor a dualitastétel allitasabol végiil is
az alabbi tételt kapjuk.

Tétel. (Egervary Jend, 1931)

Legyen adott o G = (A, B; E) pdros grif és a w : E — R sulyfiggvény a G élein. Ekkor G-ben
egy w-re nézve mawimdlis dsszsilytd pdrositds Osszsilya megegyezik a cimkék ), 4 5 c(v) dsszegével
eqy olyan cimkézésben, amiben a cimkék osszege minimadlis az dsszes, nemnegativ értékd cimkézések
kézitt.

A maximaélis Osszsilyu teljes parositasra korabban tanult Egervary-algoritmus kapcsan megmu-
tattuk, hogy paros grafban barmely teljes parositas Osszsulya legfoljebb akkora, mint tetszdéleges
cimkézésben a cimkék Gsszege (feltéve, hogy a grafban van teljes parositas). Az algoritmus kimenete
pedig egy teljes parositasbol és egy vele azonos dsszegii cimkézésbal allt. Igy az algoritmusbol egyben
egy, a fentihez nagyon hasonl6 tétel is kovetkezik — ami két 1ényeges ponton tér el a fentitél: egyrészt
maximalis Osszstlyu teljes parositasra vonatkozik (és nem barmilyen parositasra), masrészt nem koti
ki a cimkék nemnegativitasat, hanem tetszéleges, elGjelkotetlen cimkézésekrdl szol. Egervary téte-
lének ezt a valtozatat is konnyen bebizonyithatnank a dualitastétel kovetkezményeként, ehhez kis
mértékben kellene csak modositani a fenti gondolatmenetet. Masrészt viszont a tétel fenti alakjat is
be lehetne bizonyitani a tanult algoritmusnak (illetve az annak kapcsan latott, a maximaélis Gsszsilyu
pérositas feladat maximaélis Osszstilyu teljes parositasra valo visszavezetésnek) a segitségével. Ezeknek
a részleteit most elhagyjuk.



Ehelyett a téma zarasaul a kovetkezG lényeges szempontra hivjuk fel a figyelmet. A korabban
tanult Egervary-algoritmus legf6bb segédeszkoze épp a cimkézés fogalma volt; ezzel lehetett garan-
talni, hogy a kimenetként kapott teljes parositas valéban optimélis. A fentiekbdl az deriilt ki, hogy
a cimkézés fogalma tobb, mint egy, az adott konkrét feladatra alkalmazhato kivalo segédeszkoz: egy
sokkal altalanosabb fogalomnak, a dualitasnak a specialis esete. Vannak mas olyan hasonlé, de ennél
a példanal akar joval komplikidltabb problémék is, amiknél a dualitas olyan segédeszkozt szolgaltat
egy algoritmus tervezéséhez, ami kulcsfontossagi az algoritmus miikodéséhez. Ekkor tehat, hasonléan
az Egervary-algoritmus esetéhez, a probléma algoritmikus megoldésa végiil nem kozvetleniil egy LP
megoldo algoritmus alkalmazasaval torténik, hanem a linearis és egészértéki programozés az elméleti
hatteret nyujtja egy ennél akar joval hatékonyabb algoritmus tervezéséhez.



