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Motivacio

Valds halozatok vizsgalata fontos: web, kommunikacios haldézatok, szocialis
halozatok, stb.

Nehezen vizsgalhatok: tal nagyok, teljes leiras lehetetlen, nincs lathato
struktura, globalis viselkedést nem lehet jol leirni

=

lokalis vizsgalat: milyen szabaly szerint, hogyan kapcsoldodnak a csucsok
egymashoz?

=\Véletlen grafok, mert a lokalis szabalyok nem lehetnek determinisztikusak

Kérdés: milyen véletlen-graf modellt hasznaljunk?
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P. Erd0s-A. Rényi: On the evolution of random graph, Magyar Tud. Akad. Mat.
Kutato Int. KézI.,5: 17-61, (1960)

statikus, homogén modell

ER,(n):
e 7, CSUCS

e az egyes élek p valoszinliséggel vannak jelen a grafban (egymastol

flggetlendl)
p gyakran p = \/n

(E. N. Gilbert: Random graphs, Ann. Math. Statist., 30: 1141-1144 (1959)
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Kitéro: Erdos es Renyi eredeti modellje

ER(n,M): n csucsu, M elu veletlen grafok kozll egy, egyenletes eloszlas
szerint valasztva

Eredmények eredetileg FR(n, M)-re, de innen:

n(n—1)/2 n .
Pp(B)= ) PM(E)'<(]\24))]9M(1 p) B~

mivel az élszam eloszlasa ER,(n)-ben () és p paraméter{i binomialis
eloszlas.

Lényeg: A két modellben kapott eredmények megfeleltethetok egymasnak,
mostantol az E R, (n)-nal maradunk.
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p megvalasztasa

ER,(n) élszamanak varhato értéke pn(n — 1)/2

Ritka grafokat akarunk kapni, ezért termeszetes valasztas p = A\/n, ekkor az
élszam varhatéan A\(n — 1)/2 = ©(n)

Tovabbi lehetdség p-re: p(n) fliggvényként, ahol p(n) - n tart c-hez. (Ennek
spec. esete ap = A\/n, ekkor p(n) -n =\, azaz ¢ = \.)

Kérdesek: mi torténik a grafban A értékétol (az altalanos p(n) fuiggvénytdl, ill.
c-tol) fliggden?

Valaszok: mindig olyasmi, hogy adott paraméter-érték mellett nagy
valdészinliséggel igaz vmi, azaz egy adott esemény valdszinlisége tart 1-hez,
han — oo.
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Leghiresebb eredmény az £ R modellel kapcsolatban: a maximalis
komponens méretérol szol

e )\ < 1: sok ©(logn) méretl komponens
e )\ = 1: a max. komponens csticsszama 0 (n?/3)
e \ > 1: egy O(n) meretl s sok O(logn) méreth komponens

Megjegyzés: mar kicsi n-ekre is nagy valdszinliséggel megtorténik az
orias-komponens kialakulasa
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hogy mekkora lesz az a komponens, amiben v benne van

Jelolés: C'(v) = a v csucs komponense

Kellene |Cioz| = max  |C(v)|
ve{l,2,...,n}

NézzUk egyesével ezeket a C(v)-ket, kezdjik pl. az 1 csucs komponensével
Képzeletben jarjuk be ezt szélességi bejarassal:

X,= az 1 tavolsagra levo csucsok szama, azaz 1 kdzvetlen szomszédainak
szama

Ez n — 1 és p paraméterl binomialis eloszlasu valdszinliségi valtozd, azaz

P(X1=k) = (", )pFA-p) "
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JelOlje az 1 csucs kozvetlen szomszédait i; < iy < --- < ix, €s nézzik most
i1 Uj szomszédait, ezeknek szama legyen Xo.

X, értékét rogzitve, i1 Uj szomszeédainak szama, X,, eloszlasa ismét
binomialis, de most a paraméterek n — 1 — X; és p, azaz
X2 i BIN(’H,— 1 —Xl,p)

Altaldban: ha C(1) i + 1. cstcsénak az Uj szomszédait nézziik, akkor ezek
szamanak feltételes eloszlasa a korabbi X;-ket adottnak véve
Xz'—i—l NBIN(?”L—l—Xl—XQ—...—Xi,p)
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Keressuk tehat
Baj: X,;-k nehezen kezelhetok, nem is fliggetlenek

Nade: nagy n-re BIN (n,\/n) kbzel van a A paraméterll Poisson-eloszlashoz,
azaz

P(BIN (n,\/n) = k) ~ e= 2

Ha tehat a binomialis eloszlasu X;-k helyett fliggetlen, azonos,
Poisson-eloszlasu X;*-okra gondolunk, akkor

C()| = min{i : X2*+ Xo* 4+ X;* =i — 1)
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Kellene |C(1)| =min{i : 1+ X;" 4+ X" + -+ X;" =i}, ahol X,;"-0k
flggetlen, azonos, Poisson-eloszlasuak.

Ez viszont olyan, mint egy branching process, Poisson-eloszlas-szamnyi
leszarmazottal:

kezdetben adott egy csucs (1), gyerekeinek szama (X;*) A-paraméterd
Poisson-eloszlast kdvet, majd minden leszarmazott cslcsra ugyanez igaz.

1+ X"+ X" +---+ X;" =i aztjelenti, hogy a populacié elso i tagjanak
0sszes leszarmazottjainak (beleértve az ost is) halmaza megegyezik a
populacio elso i tagjanak halmazaval, azaz a populacio az . tagnal kihal.

Mikor torténik ez?
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Ez sokat tanulmanyozott dolog, itt ismert jelenség vmi fazisatmenet-szer{i
dolog:

A gyerekek szamanak varhatd értékétol, \-tol fliggden:
e )\ < 1: 1 vgel kihal a populacié

e )\ > 1: pozitiv vgel 6rokke él

Innen ered az £ R, /,(n)-modell fazisatmenetének magyarazata:

e )\ < 1: sok O(logn) méretl komponens
e )\ = 1: a max. komponens csticsszama 0 (n?/3)

e \ > 1: egy O(n) meretl es sok O(logn) méreth komponens
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g
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Mindegyik csucs fokszameloszlasa ugyanolyan , BIN(n — 1,\/n) , azaz
hatareloszlasban A\ paraméterl Poisson; a tipikus fokszam megegyezik a
varhato értékkel, kicsi a széras.
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Milgram leveles kisérlete (1967): 6 a max. tavolsag két ember kdzott az
ismeretségi grafban

Ugyanez a kisérlet email-lel 2001-ben: atlagos ut a célig 6 hosszu —
small-world

Az ismeretséqi graf fokszameloszlasa: nehezen vizsgalhato a teljes graf,
ehelyett email-graf (ki kinek kild levelet) ill. iwiw, Facebook, stb. vizsgalata.

Az latszik, hogy skala-figgetlen fokszameloszlas, = kérdéses, altalaban
~1.8—2.5
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Tin ~ 21, Tout ~ 245,
(bar van olyan vélemény is, hogy itt nincs is power-law, az csak mérési
hibaként jon ki)

atlagos tavolsag (iranyitatlan eset)~ 7
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képes

(a) reprodukalni — statikus modell: fix csucsszam
(b) generalni, magyarazni — dinamikus modell: nbvekvo csucsszam

El6szOr most a statikus modelleket nézzik meg.
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Altalanositott véletlen-graf modell

Ha w; = 22, akkor p;; = A\/n — visszakaptuk az eredeti ER modellt

Ha a W; flggetlen, azonos eloszlasu valdszinliségi valtozdk
hatvanyeloszlasuak a keletkezo véletlen graf fokszameloszlasa
hatvanyeloszlas lesz

Mivel a graf definicidja |lényegében tartalmazza a hatvanyeloszlast, nem nagy
szam, hogy ez Kijott...
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A fokszameloszlas itt is lehet fix vagy lehet valoszinliségi valtozo altal
meghatarozott.

Minden csucshoz hozzarendeljik a kivanatos fokszamot — képzeletben
raillesztlink fokszamnyi fél-élet, majd a fél-éleket parositjuk

Ez persze nem feltétlendl lesz egyszer( graf (pedig mi olyat szeretnénk) —

Kérdés: hogyan csinaljunk egyszeri grafokat?
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2. modszer: ha a fokszamok fliggetlen, azonos eloszlasu valvaltozékbdl
jonnek:

belathatd, hogy ha a fokszamok nem tul nagyok, akkor pozitiv
valoszinliséggel egyszerl grafot kapunk — ismételjik addig az eljarast,
amig egyszer( graf jon ki — ismétléses konfiguracios modell

Ha azt irjuk eld, hogy a fokszamok hatvanyeloszlas szerint legyenek, akkor az
igy kapott véletlen graf j6 lesz, tudja a skala-figgetlenséget.
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nem-kijonni.

26



Dinamikus modell

De ez megint olyan volt, hogy azért j6tt ki a power-law, mert esélye se volt
nem-kijonni. Nem magyarazza, hogy a valos halozatokban miért jelenik meg
a power-law mindig.

26



Dinamikus modell

De ez megint olyan volt, hogy azért j6tt ki a power-law, mert esélye se volt
nem-kijonni. Nem magyarazza, hogy a valos halozatokban miért jelenik meg

a power-law mindig.

Az elsd olyan modell, ami magyaraz is: Barabasi-Albert féle preferential
attachment modell

26



Dinamikus modell

De ez megint olyan volt, hogy azért j6tt ki a power-law, mert esélye se volt
nem-kijonni. Nem magyarazza, hogy a valos halozatokban miért jelenik meg

a power-law mindig.

Az elsd olyan modell, ami magyaraz is: Barabasi-Albert féle preferential
attachment modell

e csucsonként ndveszti a halézatot leird grafot

26



26

Dinamikus modell

De ez megint olyan volt, hogy azért j6tt ki a power-law, mert esélye se volt
nem-kijonni. Nem magyarazza, hogy a valos halozatokban miért jelenik meg

a power-law mindig.

Az elsd olyan modell, ami magyaraz is: Barabasi-Albert féle preferential
attachment modell

e csucsonként ndveszti a halézatot leird grafot

e a motivalo heurisztikardl hihetd, hogy a valos helyzetet irja le



26

Dinamikus modell

De ez megint olyan volt, hogy azért j6tt ki a power-law, mert esélye se volt
nem-kijonni. Nem magyarazza, hogy a valos halozatokban miért jelenik meg

a power-law mindig.

Az elsd olyan modell, ami magyaraz is: Barabasi-Albert féle preferential
attachment modell

e csucsonként ndveszti a halézatot leird grafot
e a motivalo heurisztikardl hihetd, hogy a valos helyzetet irja le

e nem nyilvanvalé médon vezet power-law fokszameloszlashoz



26

Dinamikus modell

De ez megint olyan volt, hogy azért j6tt ki a power-law, mert esélye se volt
nem-kijonni. Nem magyarazza, hogy a valos halozatokban miért jelenik meg

a power-law mindig.

Az elsd olyan modell, ami magyaraz is: Barabasi-Albert féle preferential
attachment modell

e csucsonként ndveszti a halézatot leird grafot
e a motivalo heurisztikardl hihetd, hogy a valos helyzetet irja le

e nem nyilvanvalé médon vezet power-law fokszameloszlashoz

Fizikusok definicidja, matematikusok szerint pontatlan, de precizzé teheto



26

Dinamikus modell

De ez megint olyan volt, hogy azért j6tt ki a power-law, mert esélye se volt
nem-kijonni. Nem magyarazza, hogy a valos halozatokban miért jelenik meg

a power-law mindig.

Az elsd olyan modell, ami magyaraz is: Barabasi-Albert féle preferential
attachment modell

e csucsonként ndveszti a halézatot leird grafot
e a motivalo heurisztikardl hihetd, hogy a valos helyzetet irja le

e nem nyilvanvalé médon vezet power-law fokszameloszlashoz

Fizikusok definicidja, matematikusok szerint pontatlan, de precizzé teheto



Barabasi-Albert-féle preferential attachment modeli
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Motivacid: az 0j csucsok nagyobb valdszinliséggel kapcsolddnak a nagyobb
fokszamu régiekhez
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a szinészes grafban (egy kezdo szinész valoszinlleg sokat jatszo
szinészekkel fog el6szor szerepelni filmben)

www-nél: egy Uj oldal valészinlileg az ismertebb weboldalakra tartalmaz linket
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minden Iépésben egy Uj csucsot veszlnk be m éllel ugy, hogy ezek az élek
mind régi csucsokhoz vezetnek

annak a valdszinlisége, hogy az Uj csucs egy régi x; csucsot valaszt egy
élének végpontjaul legyen d(x;)/ )~ d(x;).

J

lgy tehat ¢ 1épés mulva lesz mq + t cslcs és mt él.

Barabasi-Albert: szimulacidkkal kijon, hogy a fokszameloszlas
hatvanyeloszlas 7 = 3-mal.
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J

2. definidljuk a modellt m = 1-re, majd ennek segitségével tetszdleges m-re.
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A baj ekkor az, hogy az m Uj él eloszlasa nincs egyértelmiien meghatarozva a
m(d(z;)/ > _d(x;)) valésziniségek altal:

J

ha pl. egy 4-hosszu kdrh6z vesziink hozza m = 2-vel egy Uj csucsot,

akkor tetszdleges olyan “egyszerre két élet’-valasztas jo, ahol két
szomszédos csucsot 0 < a < 1/4, két nem-szomszédos csucsot pedig
1/2 — 2« valészinGséggel valasztunk,

mert ilyenkor mindegyik cstics valoban m - (d(z;)/ Y _d(x;)) =2-2/8 =1/2
j

valdészinliséggel valasztodik.
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Vagy az élek egymas utan, egyesével kerlilnek be?

De ilyenkor melyik fokszam szamit, az 0j csucs megjelenése elotti vagy a mar
néhany Uj éllel névelt?

4. Lehetnek-e tobbsz06rds élek, hurokélek?
Lényeg: minden probléma megoldhatd, a definicio precizzé tehetd és

lényegében barhogyan tesszilk precizzé, igazolhaté a fokszamokra a
hatvanyeloszlas.
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m = 1-re a novekedés: az t. Uj csucsnak, v;-nek, egy Uj éle van, ennek masik

v ] ’ 7 V4 7 (V4 d y V4 Vd ”” ’ v .
vegpontja ﬁ valoszinliseggel sajat maga, 25‘31) valoszinliseggel egy regebbi
v; CSUCS

m > 2 esetben: mt csucsszamu grafot hozunk létre a fenti médon, mintha
m = 1-es grafot csinalnank, egyesével bevéve az csucsokat, 1-1 éllel,

aztan m-esével 0sszehlzzuk a csucsokat
— lesz t csucs és mt él, ahogy kell

Ez olyasmi, mintha egyesével vennénk be az Uj éleket és kdzben minden él
utan frissitenénk a fokszamot.
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