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Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2024. majus 9.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a
leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldéas vazlatanak tekinthetok.

Az ttmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolédo
gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazésa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valoban szerephez
jut). Annak mérlegelése, hogy az ttmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldésért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Ha egy megoldé egy feladatra
tobb, egymastdl 1ényegesen kiillonbozo megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhatd pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb
részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(Iényeges) hibét tartalmazé is, tovabba a dolgozatbdl nem dertil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az itmutatoban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthaték. Az itmutatoban leirttol
eltérd j6 megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szereplo
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. A 14 csticst G egyszerl graf egy 6 csticst utbdl és egy 8 csticst uthdl késziilt ugy, hogy az egyik 1t
minden cstcsat 0sszekotottitk a masik it minden csicséval (egy-egy él mentén). Milyen hossztt G-ben
egy lehetd legrovidebb olyan élsorozat, ami G minden élét tartalmazza? (Az élsorozatban tehat G minden
élének kell szerepelnie legalabb egyszer, de egyes élei akar tobbszor is szerepelhetnek.)

kS * * X *
Els6 megoldas. Jelolje Fg, illetve Py a G készitéséhez hasznalt 6, illetve 8 csticsi utat. (0 pont)

Ekkor Py végpontjainak a foka G-ben 9, Ps tobbi csticsdnak a foka viszont 10 (hiszen Py cstcsai a Pg-on
beliili szomszédaikon kiviil még szomszédosak Py mind a 8 cstcsaval). Hasonléan, Ps végpontjainak a

foka 7, Py tobbi csicsdnak a foka pedig 8. (1 pont)
G éleinek a szama pedig 60 (amibél 5 + 7 = 12 él Ps-hoz, illetve Pg-hoz tartozik, a tobbi 6 - 8 = 48 él
pedig a két 1t cstcsait koti ossze). (1 pont)

Mivel 2-nél tébb paratlan fokd csticsa van, ezért a tanult tétel szerint G-ben nincs Euler-séta. (1 pont)
Ez azt jelenti, hogy G-ben nincs olyan 60 éli élsorozat, ami G minden élét tartalmaznd; vagyis a
legrovidebb ilyen élsorozat hossza legalabb 61. (2 pont)
Jelolje u, illetve v P, illetve Py egyik végpontjat és adjunk hozza G-hez egy 14j {u, v} élt. (Ezzel tehét
u és v kozott mar két parhuzamos él fut.) (1 pont)
A kapott G’ graftban u és v foka 1-gyel nétt, igy parosra valtozott. Vagyis G’-ben méar két kivétellel
minden csucs foka paros. (1 pont)
Igaz tovabbéa az is, hogy G’ 6sszefiiggd graf. Valéban, ha két csics G'-ben nem szomszédos, akkor Py és
P kozil ugyanahhoz kell tartozniuk, igy nyilvan vezet kozottik ut (akdr Ps vagy Ps mentén, akar a
masik 1t egy tetszoleges csticsan at). (1 pont)
Igy a tanult tétel szerint G’ tartalmaz Euler-sétat. (1 pont)
Kovetkezik, hogy G tartalmaz 61 hosszisagu olyan élsorozatot, ami G minden élét tartalmazza: ehhez
a G'-beli Euler-sétat csak annyiban kell médositani, hogy annak mindkét, u és v kozotti élét a G-beli
egyetlen {u,v} élre kell cserélni. (1 pont)
Igy a legrovidebb ilyen élsorozat hossza 61.



Masodik megoldas. Annak indoklasa, hogy a keresett élsorozat hossza legalabb 61, azonos az els6

megoldasban irttal. (5 pont)
Jelolje u, illetve v P, illetve Py egyik végpontjat és toroljik G-bol az {u, v} élt. (1 pont)
A kapott G’ grafban u és v foka 1-gyel csokkent, igy parosra valtozott. Vagyis G’-ben mar két kivétellel
minden csucs foka paros. (1 pont)

Igaz tovabba az is, hogy G’ Osszefliggé graf. Valoban, u és v kozott vezet at példaul a P, illetve
Pg-beli szomszédaikon keresztiil, amik egymassal szomszédosak. Egyébként pedig ha két cstics G'-ben
nem szomszédos, akkor Py és Ps koziil ugyanahhoz kell tartozniuk, igy nyilvan vezet kozottik ut (példaul

Ps vagy P mentén). (1 pont)
Igy a tanult tétel szerint G’ tartalmaz Euler-sétat. (1 pont)

Kovetkezik, hogy G tartalmaz 61 hosszisagu olyan élsorozatot, ami G minden élét tartalmazza: ehhez
a G'-beli Euler-sétat csak annyiban kell médositani, hogy amikor a séta épp (mondjuk) u-hoz ér, akkor
beszurjuk kétszer egymas utan az {u, v} élt — vagyis elészor u-bol v-be, majd onnan vissza u-ba lépiink;
ezutan folytatjuk az Euler-séta bejarasat. (1 pont)
Igy a legrovidebb ilyen élsorozat hossza 61.

2. A G irdnyitatlan, egyszer(i graf cstcshalmaza V(G) = {a,b,c,d,e, f,g}. G-re lefuttattuk a BFS
algoritmust az a cstcsbdl inditva és az egyes csicsok eldzé(v) mutatéira az aldbbiakat kaptuk:

v : a b ¢ d e f g
b ¢ ¢ f

elé6z6(v) : *x a a

a) Mennyi tav(g), vagyis a ¢ cstics tavolsaga a-tol?

b) Mennyi az a csucs foka G-ben?

¢) Mennyi a g cstics foka G-ben, ha azt is tudjuk, hogy a BFS algoritmus a csticsokat abécé szerinti
novekvo sorrendben jarta be (vagyis a csticsok ebben a sorrendben valtak aktiv csticesd)?

* ok ok k%

a) Az el6z6(g) = f, el6z6(f) = ¢, eléz6(c) = a sorozat mentén lépegetve jutunk vissza a-hoz,(1 pont)
igy a BFS eljaras miikodésébdl kovetkezden az a,c, f, g cstcsokat sorban érinté Ut egy legrévidebb ut
a-bol g-be. Ezért tav(g) = 3. (1 pont)

b) Mivel az eljaras a-bél indul, ezért az a minden szomszédjat a-bol éri el. ( )
Igy a foka azoknak a v csticsoknak a szdma, amikre el6z6(v) = a, vagyis 2. ( )

¢) g-nek szomszédja f, hiszen eléz6(g) = f. (1 pont)
Mivel eléz6(g) (és tav(g)) csak az f aktivva valasakor kapott értéket ( )
és az a, b, c,d, e csicsok mindegyike ennél korabban volt aktiv, ( )
ezért g nem lehet szomszédos az a, b, ¢, d, e csicsok egyikével sem. ( )
(Valéban, ha v volna az els6 olyan csics a,b, ¢, d, e kozil, amelyikkel g szomszédos, akkor v aktivva
valasakor az eljards a {v, g} élt is vizsgalnd és igy el6z6(g) = v volna.) (0 pont)
Kovetkezik, hogy ¢ foka 1. (2 pont)
Ha egy megold¢ felrajzolja a bejarashoz tartozé BFS-fat és err6l minden tovabbi indoklas nélkiil leolvassa
a és g fokat, az a b) és c) részekért jard, dsszesen 8 pontbdl csak a c) feladat pontozasaban szerepld
els6 1 pontot szerezheti meg (annak ellenére is, hogy az eredményei helyesek), hiszen a feladat nem a
csucsok BES-fabeli fokat kérdezte, hanem a G-beli fokat. Tovabbi részpontszam csak akkor adhato, ha
a megolddsbdl (legaldbb részben) kidertil, hogy a-nak és g-nek nem lehetnek tovabbi szomszédai G-ben.

3. A 12 csticsu G egyszerii graf egy 5 csiicsut korbdl és egy 7 cstuiesu korbol készilt tgy, hogy az egyik
kor minden cstcsat Osszekotottitk a masik kor minden csicsaval (egy-egy él mentén). Hatdrozzuk meg
G-nek a x(G) kromatikus szaméat és az w(G) klikkszamat.

X ok ok ok ok

G csucsai megszinezhetok 6 szinnel. Valéban, az 5 és a 7 cstuicsu korrel is megtehetjiik, hogy az egyik
csucsat kiszinezziik egy szinnel, majd ettdl a cstcstol indulva és a kor mentén 1épegetve két tovabbi szint
hasznalunk felvaltva. Ha a két kor cstucsaira hasznalt szinek kozott nincs kozos, akkor ezzel valoban egy
helyes szinezést kaptunk 6 szinnel. (2 pont)
Megmutatjuk, hogy G csticsai nem szinezhetok meg 5 szinnel. (0 pont)
Mivel az egyik kor minden csicsa szomszédos a masik kor minden csicsaval, ezért ha az egyik kor
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valamelyik csticsat mondjuk tob szintire festjiik, akkor a masik kor egyik cstucsa sem lehet tob. Vagyis a
két kor szinezéséhez hasznalt szinek halmaza diszjunkt. (2 pont)
A két kor szinezéséhez kiilon-kiilon legalabb hdrom-harom szin kell. Ez kovetkezik egyrészt abbdl a tanult
tételbol, hogy a paratlan kort tartalmazo grafok nem parosak, igy a kromatikus szamuk legalabb 3; de
kozvetlentl is konnyen lathato: ha két szinnel prébalnank szinezni barmelyik kor csicsait, akkor ezt a
két szint a kor mentén haladva felvaltva kellene hasznalni, de igy az utolsé csticshoz érve annak a két
szomszédja mar kiillonboz6 szinii volna, igy ez a cstics nem kaphatna szint. (1 pont)
Ezzel tehat belattuk, hogy G nem szinezhetd meg 5 szinnel, 6-tal viszont igen. Igy x(G) = 6. (1 pont)
Ha mindkét korben kivalasztunk két-két, a kor mentén szomszédos cstcsot, akkor ezek egytitt 4 csticsu

klikket alkotnak G-ben. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy G-ben nem létezik 5 csicsu klikk. (0 pont)
Valasszunk ki ugyanis GG cstucsai koziil tetszolegesen 5-6t. Ekkor a valasztott cstcsok koziil legalabb 3
ugyanahhoz a korhoz fog tartozni (a G készitéséhez hasznalt 5 és 7 csicsi korok kozil). (1 pont)
E kozott a legalabb 3 cstcs kozott azonban kell legyen kettd, amik nem szomszédosak, mert sem az 5
csticst, sem a 7 csicst koron belil nyilvan nem taldlhaté harom cstcsu klikk. (1 pont)
Igy a kivalasztott 5 cstics nem alkot klikket. Ezzel tehdt megmutattuk, hogy w(G) = 4. (1 pont)

4. A (14 cstcst és 21 éli) G graf egy hétszog alapt hasab élhaléja; vagyis G csicsai azonosak a hasab
cstcsaival és két csuics akkor szomszédos G-ben (egyetlen él mentén), ha a hasab egyik éle 6sszekoti Sket.
Hatérozzuk meg G-nek a y.(G) élkromatikus szamat.

* ok ok ok ok

G-ben minden cstcs foka 3, igy a G-beli maximalis fokszam is A(G) = 3. (1 pont)
Igy a tanultak szerint x.(G) > 3 (2 pont)
(ugyanis G' nem tartalmaz hurokélt). (0 pont)
Megmutatjuk, hogy G élei megszinezhetdk 3 szinnel. (0 pont)

Szinezzilk meg a hasab alaplapjanak az éleit harom szinnel példaul ugy, hogy a hétszog egyik élét
pirosra festjiik és a tobbit felvaltva kékre és zoldre. Most a hasab feddlapjanak az éleit is szinezziik meg
ugyanezzel a harom szinnel gy, hogy minden él szine legyen azonos az alaplap vele parhuzamos élével.
(Vagyis az alaplap éleinek a szinezését atmésoljuk a fedSlapra elforgatds nélkil, egyszerii eltoldssal.)
Végiil a hasab minden oldaléle is kap egy szint ugyanebbdl a harombdl: azt az egyet, amilyen szini
él még nem illeszkedik az alaplapnak arra a csicsara, amire a széban forgd oldalél illeszkedik. Ekkor
ugyanennek az oldalélnek a feddlapon 1év6 végpontjara is harom kiloénbo6zo6 szint él illeszkedik, mert a
fedélapon 16v6 két, r4 illeszkedd él szine azonos az alaplapon 16v6 két megfelels él szinével. Igy a kapott
szinezés helyes. (6 pont)
Mivel tehat G élei megszinezhetdk 3 szinnel, de kevesebbel nem, ezért x.(G) = 3. (1 pont)
Természetesen G egy harom szinnel valé élszinezését a fentihez hasonld szoveg helyett rajzzal is meg
lehet adni. Ez akkor értékelhetd, ha a rajz egyrészt valéban a feladatbeli grafot abrazolja, masrészt
félreérthetetleniil és vildgosan kideriil minden egyes él szine (akéar a rajz szinezésébdl, akar az él mellé irt
jelb6l), harmadrészt az dbréazolt élszinezés helyes. Azonban a helyes élszinezésért jar6 6 pont tovabb nem
oszthatd: ha a felsorolt feltételek barmelyike sériil, akkor ebbdl a 6 pontbdl részpontszam nem adhaté.
Nem adhat6 emellett részpontszam a Vizing-tétel alkalmazdsaért (vagyis a x.(G) < 4 éllitasért és annak
indoklasaért) sem, mert ennek a feladat megoldasahoz nincs hozzaadott értéke.

5. a) Adjunk meg egy minimalis kapacitasu vagast a jobb-
ra lathaté halézatban (amiben S a termeld, T' a fogyaszté).

b) Véltoztassuk most meg a C-bdl T-be mutaté él ka-
pacitasat 10-r6l p-re, ahol p paraméter. Adjunk meg min-
den p > 0 értékre egy minimalis kapacitasi vagast a ka-
pott halézatban.

¥ ook ok ok X

a) Az {S, D, E'} vagas kapacitdsa 9 (az alabbi dbran pirossal jelolt kapacitdsok osszege). (2 pont)

Az &bran lathato6 folyam értéke (az S-bdl kilép6 éleken a folyamértékek Gsszege) szintén 9. (2 pont)
Mivel tetszoleges folyam értéke legfoljebb akkora, mint tetszoleges vagas kapacitdsa, ezért a 9 értéki
folyam bizonyitja, hogy a 9 kapacitasi vagas minimalis. (2 pont)
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b) Az a) feladat megoldasa véaltoztatds nélkiil miitkodik minden p > 9 esetben: az ott megadott folyam

ugyantigy bizonyitja, hogy a 9 kapacitasa {5, D, E'} vagas minimélis. (1 pont)
Vizsgaljuk ezért a 0 < p < 9 esetet. Ekkor az {S, A, B,C, D, E} vagas kapacitasa p (hiszen egyediil a
(C,T) él kapacitésa jarul hozza), ami tehat kisebb 9-nél. (1 pont)

Legyen X tetszéleges vagas. Ha C' € X, akkor a (C,T) él kilép X-bdl, igy X kapacitdsa ¢(X) > p. Ha
viszont C' ¢ X, akkor a (C,T) él nem 1ép ki X-bdl, igy ¢(X) értéke nem fiigg p-tél. Ekkor az a) feladat
megoldasabdl tudjuk, hogy ¢(X) > 9 > p. (1 pont)
Kovetkezik, hogy a 0 < p < 9 esetben az {S, A, B,C, D, E} vigas minimélis kapacitasu. (1 pont)
Az a) kérdés pontozasaban az utols6 2 pont annak jar, aki érdemben indokolja, hogy a megadott va-
gas minimalis kapacitasu. Ez torténhet mashogyan is, mint a fenti megoldasban: példaul a javitéutas
algoritmus futtatdsaval, hivatkozva arra, hogy az eljaras ledllasa utdn S-bdl elérhetd cstcsok halmaza
a tanultak szerint minimalis kapacitdst vagas; azonban tres frazisok (mint példdul: ,a Ford-Fulkerson
tétel miatt”) nem érnek pontot. A b) kérdésben a 0 < p < 9 esetben az {S, A, B,C, D, E} vagéas kapa-
citdsanak minimalis volta indokolhaté a kévetkezOképpen is: szorozzuk meg az a) feladatban megadott
folyam minden egyes élen felvett értékét £-cel. Az igy kapott értékek szintén folyamot alkotnak, mert
sem a kapacitéds feltételek, sem a folyammegmaradasi feltételek teljestilését nem sérti a beszorzas (az
elébbiek esetében £ < 1 miatt). Az igy kapott folyam értéke p, ami tehdt az a) feladatban irttal analog
modon igazolja a p kapacitasia {S, A, B, C, D, E'} vigas minimalis voltat.

6*. Mutassuk meg, hogy x(G) < o(G) teljesiil minden izolalt pontot nem tartalmazé G egyszerti grafra.
(x(G) a G kromatikus szamat, G a G komplementerét, o(G) pedig a G-beli lefogd élek minimélis szamat
jeloli.)

¥ ok ok ok X

Els6 megoldas. Gallai tétele szerint v(G) + o(G) = n, ahol n a graf csicsainak szama. (0 pont)
Igy a bizonyitandé allitas ekvivalens ezzel: x(G) < n — v(G). (2 pont)

Legyen M egy maximaélis parositas G-ben (vagyis |M| = v(G)) és készitsiik el G csicsainak a kovetkezd
szinezését: az M-beli élek végpontjait fessiik azonos szintire, de mindegyik M-beli él esetén egy-egy mé-
sik szint hasznaljunk. Végiil az M &ltal nem fedett cstiicsok mind kapjanak egy-egy 6néll6 szint (vagyis
ezeknek a szine legyen kiilonb6z6 mindegyik més cstcs szinétol). (2 pont)
Ezzel G helyes szinezését adtuk meg. Valéban, csak az M-beli élek végpontjai kaptak azonos szint, de
mivel M élei E(G)-b6l hidnyoznak, ezért G-ben szomszédos csticsok nem kaptak azonos szint. (2 pont)
Masrészt a szinezéshez felhasznalt szinek szama n — v(G), mert M éleinek végpontjaira v(G) szint hasz-
naltunk, a maradék n —2-v(G) cstcsra pedig egyet-egyet és ez Gsszesen valdéban (n—2-v(G)) +v(G) =

n — v(G) szin. (2 pont)
Mivel G cstcsait megszineztitk n — v(G) szinnel, ebbdl x(G) < n — v(G) = o(G) valdban kovetke-
zik. (2 pont)

Masodik megoldas. Legyen Z egy minimélis lefogd élhalmaz G-ben (vagyis |Z| = o(G)) és készitsiik
el G cstcsainak a kovetkezd szinezését. Szamozzuk meg Z éleit 1-t6l o(G)-ig tetszélegesen, majd minden
v csucshoz valasszunk egy tetszoleges, ra illeszkedd Z-beli élt és fessiik v-t az annyiadik szinre, mint a
valasztott él sorszama. (3 pont)
Mivel Z lefogé élhalmaz, ezért minden cstcsnak adtunk szint (mert van ra illeszkedd, Z-beli é1).(1 pont)
Ha most az u és v (tetsz6leges) csuicsok azonos szint kaptak, mondjuk a j-ediket, akkor 6ket Gsszekoti

a j-edik sorszamu Z-beli e; éL (2 pont)
Mivel e; hidnyzik E(G)-bél, ezért u és v nem szomszédosak G-ben. Ezzel megmutattuk, hogy a
megadott szinezés helyes szinezése G csticsainak. (2 pont)
Mivel G csticsait megszineztiik o(G) szinnel, ebbdl x(G) < o(G) valéban kovetkezik. (2 pont)



