
Bevezetés a számításelméletbe II.
Zárthelyi feladatok — pontozási útmutató

2026. május 21.

Általános alapelvek.
A pontozási útmutató célja, hogy a javítók a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az útmutatónak
nem célja a feladatok teljes értékű megoldásának részletes leírása; a leírt lépések egy maximális
pontszámot érő megoldás vázlatának tekinthetők.

Az útmutatóban feltüntetett részpontszámok csak akkor járnak a megoldónak, ha a kapcsolódó
gondolat egy áttekinthető, világosan leírt és megindokolt megoldás egy lépéseként szerepel a dolgozat-
ban. Így például az anyagban szereplő ismeretek, definíciók, tételek puszta leírása azok alkalmazása
nélkül nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leírt tény a megoldásban valóban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az útmutatóban feltüntetett pontszám a fentiek figyelembe-
vételével a megoldónak (részben vagy egészében) jár-e, teljes mértékben a javító hatásköre.

Részpontszám jár minden olyan ötletért, gondolatért, amely egy megoldásban érdemi szerephez
juthat és amelyből a dolgozatban leírt gondolatmenet alkalmas kiegészítésével a feladat hibátlan
megoldása volna kapható. Ha egy megoldó egy feladatra több, egymástól lényegesen különböző meg-
oldást is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adható pontszám. Ha mindegyik leírt megoldás vagy
megoldásrészlet helyes vagy helyessé kiegészíthető, akkor a legtöbb részpontot érő megoldáskezde-
ményt értékeljük. Ha azonban több megoldási kísérlet között van helyes és (lényeges) hibát tartalmazó
is, továbbá a dolgozatból nem derül ki, hogy a megoldó melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb
pontot érő megoldáskezdeményt értékeljük (akkor is, ha ez a pontszám 0).

Az útmutatóban szereplő részpontszámok szükség esetén tovább is oszthatók. Az útmutatóban
leírttól eltérő jó megoldás természetesen maximális pontot ér, de bizonyítás nélkül csak az előadáson
szereplő tételekre és állításokra lehet hivatkozni.

1. Valaki rajzolt egy 10 csúcsú fát, majd sorban leírta (nem feltétlenül csökkenő sorrendben) a
csúcsok fokszámait: 4, 3, 3, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2. Határozzuk meg a hiányzó fokszámokat. (A
hiányzó fokszámokat helyettesítő 2-k nem feltétlen azonos értékeket jelölnek.)

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Egy 10 csúcsú fának 10 − 1 = 9 éle van (hiszen a tanultak szerint minden n csúcsú fa élszáma n − 1),
(2 pont)

így a csúcsok fokszámának összege 2 · 9 = 18 kell legyen (hiszen a tanultak szerint a csúcsok
fokszámösszege minden gráfban az élszám kétszerese). (2 pont)
Vagyis a hiányzó 7 csúcs fokszámának összege 18 − (4 + 3 + 3) = 8. (2 pont)
Mivel minden fa összefüggő, ezért egy (legalább két csúcsú) fában nem lehetnek izolált csúcsok, azaz
minden csúcs foka legalább 1. (2 pont)
Vagyis az egyik ismeretlen fokszám 2, a maradék hat fokszám pedig 1 (mert 7 pozitív egész szám
összege máshogyan nem adhat 8-at). (2 pont)

Ha egy megoldó megmutatja, hogy valóban létezik ilyen fa, akkor azért kaphat 1 extra pontot,
amennyiben ezzel a feladatért járó összpontszám nem haladja meg a 10-et. (Tehát az extra pont annak
a felvetéséért és tisztázásáért jár, hogy elvileg nem teljes a feladat megoldása, ha nem győződünk
meg arról, hogy a meghatározott fokszámokkal bíró fa valóban létezik is.) Nem ér azonban pontot
egy olyan megoldás, ami kimerül egy, a feladat feltételeinek megfelelő fa felrajzolásában és a hiányzó
fokszámok leolvasásában (mert nem tesz semmit annak a megmutatásáért, hogy más lehetőség nincs).
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2. A jobbra látható táblázat a Dijkstra-algoritmus lefutását mutatja
egy G irányított gráfon, melyben minden él súlya egy nemnegatív
szám. (A táblázat sorai a táv(v) értékeket mutatják a ciklusmag
egyes végrehajtásai után, ahol v ∈ V (G) = {a, b, c, d, e, f}.) Dönt-
sük el az alábbi állítások mindegyikéről, hogy igazak-e.

a) A d csúcsból biztosan nem vezet él c-be.
b) Az e csúcsból biztosan vezet él c-be.
c) Az f csúcsból biztosan nem vezet él a-ba.

a b c d e f
∞ 0 ∞ ∞ ∞ ∞
5 0 ∞ 2 ∞ 6
5 0 ∞ 2 6 3
5 0 6 2 4 3
5 0 5 2 4 3
5 0 5 2 4 3

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Az algoritmus lefutása során az első négy csúcs biztosan a b, d, f, e sorrendben került be a KÉSZ
halmazba (a végén pedig az a és c csúcsok bármilyen sorrendben következhettek). (A ciklusmag első
végrehajtásának végén a b csúcs kerül a KÉSZ halmazba, mert a táblázat első sorában itt van a
legkisebb szám. A második végrehajtás végén d kerül a KÉSZ halmazba, mert a második sorban a
még nem KÉSZ halmazbeli csúcsokhoz tartozóktól különböző tagok közül a d alatti 2 a legkisebb.
Hasonlóan, a harmadik, illetve a negyedik végrehajtás végén f , illetve e kerül a KÉSZ halmazba.)

(2 pont)
a) Ha vezetett volna él d-ből c-be, akkor a harmadik sorban a c oszlopában szereplő értéket úgy

kaptuk volna, hogy az éppen aktív (vagyis az előző lépésben a KÉSZ halmazba került) d csúcsba
vezető legrövidebb út hosszához (azaz 2-höz) hozzáadtuk volna a (c, d) él súlyát. Vagyis d-ből biztosan
nem vezet él c-be, azaz az állítás igaz. (2 pont)

b) Az ötödik sorban a c oszlopában szereplő értéket (mivel az 6-ról 5-re változott) úgy kaptuk,
hogy az éppen aktív (vagyis az előző lépésben a KÉSZ halmazba került) e csúcsba vezető legrövidebb
út hosszához (azaz 4-hez) hozzáadtuk az (e, c) él súlyát. Vagyis e-ből biztosan vezet él c-be (és ennek
a súlya 5 − 4 = 1), azaz az állítás igaz. (3 pont)

c) A negyedik sorban az a oszlopában álló érték nem változott meg. Vagyis lehetséges az is, hogy
az éppen aktív (vagyis az előző lépésben a KÉSZ halmazba került) f csúcsból nem vezet a-be él,
és az is lehetséges, hogy ugyan vezet f -ből a-be él, de ennek a súlyát az f -be vezető legrövidebb út
hosszához (azaz 3-hoz) hozzáadva nem kaptunk 5-nél kisebb számot (azaz ekkor az (f, a) él súlya
legalább 5 − 3 = 2). Tehát az állítás hamis. (3 pont)

3. A 30 csúcsú G páros gráf csúcsai közül bárhogyan választunk ki 12-t, G-nek biztosan van olyan
éle, aminek egyik végpontja sincs a kiválasztottak között. Bizonyítsuk be, hogy ekkor G-ből ki lehet
törölni pontosan 8 csúcsot úgy, hogy a kapott gráfnak legyen teljes párosítása.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

A feladat első mondatában szereplő állítás azt jelenti, hogy G-ben a lefogó pontok minimális számára
τ(G) ≥ 13 teljesül (ellenkező esetben létezne G-ben 12 pontú lefogó ponthalmaz – vagyis 12 csúcs
úgy, hogy G minden élének legalább az egyik végpontja ezek között van). (3 pont)
Így Kőnig tétele szerint, mivel G páros gráf, ezért ν(G) = τ(G) ≥ 13, azaz a gráfban van legalább
13 méretű független élhalmaz. (2 pont)
Ekkor a gráfban van egy pontosan 11 méretű független élhalmaz is; vegyünk egy ilyet és legyen ez
M . (1 pont)
Töröljük G-ből azt a 30 − 2 · 11 = 8 csúcsot, amire nem illeszkedik M -beli él. (2 pont)
Az így kapott gráfban M egy teljes párosítást fog alkotni. (2 pont)

4. Legyenek a G gráf csúcsai egy 2×4-es (azaz 2 sorú és 4 oszlopú) sakktábla mezői, és két különböző
csúcs között pontosan akkor vezessen él G-ben, ha a megfelelő mezők azonos sorban vagy azonos
oszlopban vannak. Határozzuk meg a G gráf élkromatikus számát, χe(G)-t.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
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Jelölje tetszőleges 1 ≤ i ≤ 2 és 1 ≤ j ≤ 4 esetén vij az i-edik sor és j-edik oszlop kereszteződé-
sében lévő mezőnek megfelelő csúcsot. A v11, v12, v13, v14 csúcsok egy klikket alkotnak, valamint a
v21, v22, v23, v24 csúcsok is, a két klikk között pedig a {v11, v21}, {v12, v22}, {v13, v23}, {v14, v24} élek
vezetnek. (1 pont)
Mivel minden csúcs foka 4, ezért χe(G) ≥ ∆(G) = 4 (2 pont)
(ugyanis G nem tartalmaz hurokélt). (0 pont)
Megmutatjuk, hogy G élei megszínezhetők 4 színnel, azaz χe(G) ≤ 4. (0 pont)
A {v11, v12}, {v13, v14}, {v21, v22}, {v23, v24} éleket az első színre, {v11, v13}, {v12, v14}, {v21, v23},
{v22, v24} éleket a második színre, a {v11, v14}, {v12, v13}, {v21, v24}, {v22, v23} éleket a harmadik
színre, valamint a {v11, v21}, {v12, v22}, {v13, v23}, {v14, v24} a negyedik színre színezve (lásd az ábrát)
a G egy helyes élszínezését adtuk meg (hiszen így semelyik csúcsra sem illeszkedik két azonos színű
él). (6 pont)
Tehát G élei megszínezhetők 4 színnel, de kevesebbel nem, vagyis χe(G) = 4. (1 pont)

Ha egy megoldó helyesen felrajzolja a gráfot, akkor is jár neki az első 1 pont. A helyes élszínezésért
járó 6 pont tovább nem osztható: ha nem derül ki félreérthetetlenül és világosan minden egyes él
színe, vagy a megadott élszínezés nem helyes, akkor ebből a 6 pontból részpontszám nem adható.
Nem adható emellett részpontszám a Vizing-tétel alkalmazásáért (vagyis a χe(G) ≤ 5 állításért és
annak indoklásáért) sem, mert ennek a feladat megoldásához nincs hozzáadott értéke.
Ha egy megoldó félreérti a szöveget és másik gráfot élszínez (például csak a közvetlen élszomszédos
mezőket nézi), az legfeljebb a χe(G) ≥ ∆(G) állításért és a végkövetkeztetésért járó 2+1 pontot
kaphatja meg, amennyiben ezeket a hibás gráfra helyesen alkalmazza.

5. a) A jobbra látható hálózatban valaki meg-
adott egy folyamot s-ből t-be, de a folyamnak a
(d, e) és az (e, t) éleken felvett értékei elvesztek.
Határozzuk meg ezeket a hiányzó értékeket, azaz
x és y értékét.

b) A p ≥ 3 paraméter minden értékére dönt-
sük el, hogy ez a folyam maximális értékű-e. (Az
ábrán zárójelben az élek kapacitása, a zárójelen
kívül a folyamértékek láthatók. Ennek megfele-
lően p egy kapacitás, azonban x és y a folyam
megfelelő éleken felvett értékei.)

s a b t

c d e f

5 (7)

4(9)

1 (6)

4 (8)
3 (3)

1 (1)

3 (p)

1 (3) x (5)

0 (4)

2 (9)

y (7)

2(5)

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
a) A folyam definíciója szerint a folyammegmaradás feltételét a d csúcsra felírva 1 + 4 = x, azaz

x = 5 adódik. (1 pont)
Ugyanezt az e csúcsra felírva 3 + x = 0 + y + 2 adódik, amiből y = x + 1 = 6 adódik. (Ez abból is
kijön, hogy a folyam értékét t-nél olvassuk le, azaz 5 + 4 = 1 + y + 2.) (1 pont)

b) A megadott folyam értéke 5 + 4 = 9, így a maximális folyam értéke a hálózatban legalább 9.
(1 pont)
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Az {s, a, b, c, d} vágás kapacitása 5 + 3 + 1 = 9 (ahol a felsorolt összeadandók sorban a (d, e), (a, e)
és (b, t) élek kapacitásainak felelnek meg). (2 pont)
Így a minimális vágás kapacitása legfeljebb 9. (1 pont)
Mivel a tanultak szerint minden folyam értéke legföljebb akkora, mint tetszőleges vágás kapacitása,

(1 pont)
ezért a 9 kapacitású vágás bizonyítja, hogy a 9 értékű folyam maximális tetszőleges p ≥ 3 esetén.

(3 pont)

A fenti pontozás szerinti utolsó 5 pont annak jár, aki érdemben indokolja, hogy a megadott folyam
maximális értékű; üres frázisok (mint például: „a Ford–Fulkerson tétel miatt”) nem érnek pontot.
A b) feladat megoldható úgy is, hogy megmutatjuk, hogy a megadott folyamhoz tartozó segédgráf-
ban nincs javítóút. Ebben az esetben a segédgráf (helyes) felrajzolásáért 3 pont, annak (meggyőző)
megindoklásáért, hogy nincs javítóút 3 pont, és a tanult tételre való hivatkozásért 2 pont jár.

6*. Legyen G egy olyan 100 csúcsú fa, aminek legfeljebb 96 elsőfokú csúcsa van. Mutassuk meg, hogy
G komplementere tartalmaz Hamilton-kört.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Legyen u és v a G gráf két tetszőleges csúcsa. Megmutatjuk, hogy dG(u) + dG(v) ≥ 100. Ekkor Ore
tételéből következik, hogy G-ben van Hamilton-kör. (2 pont)
Indirekt tegyük fel, hogy dG(u) + dG(v) < 100. Ekkor

100 > dG(u) + dG(v) =
(
99 − dG(u)

)
+

(
99 − dG(v)

)
= 198 − dG(u) − dG(v),

vagyis dG(u) + dG(v) > 98. (2 pont)
Egy 100 csúcsú fának 100 − 1 = 99 éle van (hiszen a tanultak szerint minden n csúcsú fa élszáma
n − 1), és így a csúcsok fokszámának összege 2 · 99 = 198 kell legyen (hiszen a tanultak szerint a
csúcsok fokszámösszege minden gráfban az élszám kétszerese). (1 pont)
Mivel minden fa összefüggő, ezért egy (legalább kétcsúcsú) fában nem lehetnek izolált csúcsok, azaz
minden csúcs foka legalább 1. (1 pont)
Mivel legfeljebb 96 elsőfokú csúcs van, ezért az u és v csúcsokat leszámítva kell hogy legyen még
legalább kettő darab legalább 2 fokú csúcs. (1 pont)
Vagyis

198 =
∑

w∈V (G)
d(w) ≥

(
dG(u) + dG(v)

)
+ 2 · 2 + 96 · 1 > 98 + 4 + 96,

ami ellentmondás. (3 pont)
Ez az ellentmondás tehát bizonyítja, hogy az Ore-tétel feltétele valóban teljesül G-re és így valóban
van benne Hamilton-kör. (0 pont)
(Bár a megoldásból az derült ki, hogy bármely két csúcs fokszámösszege legalább 100, az Ore-tétel
alkalmazásához elég lett volna ezt nemszomszédos csúcspárokra tudni.)
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