Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2026. majus 21.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak
nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt lépések egy maximaélis
pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6dd
gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy péld4ul az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatdskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerephez
juthat és amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan
megoldédsa volna kaphato. Ha egy megoldo egy feladatra tobb, egymastél 1ényegesen kiillonb6zo meg-
oldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhatd pontszam. Ha mindegyik leirt megoldds vagy
megoldésrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezde-
ményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazé
is, tovabba a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb
pontot ér6 megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0).

Az ttmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthaték. Az ttmutatoban
leirttol eltéro jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason
szereplo tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Valaki rajzolt egy 10 csticsu fat, majd sorban leirta (nem feltétleniil csokkené sorrendben) a
csucsok fokszamait: 4, 3, 3, O, O, O, O, O, O, 0. Hatdrozzuk meg a hidnyzé fokszdmokat. (A
hidnyzé fokszamokat helyettesité O-k nem feltétlen azonos értékeket jelélnek.)
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Egy 10 cstcst fanak 10 — 1 = 9 éle van (hiszen a tanultak szerint minden n cstcsu fa élszama n — 1),

(2 pont)
igy a csucsok fokszdmanak Osszege 2 -9 = 18 kell legyen (hiszen a tanultak szerint a csicsok
fokszamosszege minden grafban az élszam kétszerese). (2 pont)
Vagyis a hidnyz6 7 cstcs fokszaménak osszege 18 — (4 + 3 4 3) = 8. (2 pont)
Mivel minden fa Osszefliggd, ezért egy (legaldbb két csticsti) faban nem lehetnek izoldlt csicsok, azaz
minden csics foka legalabb 1. (2 pont)
Vagyis az egyik ismeretlen fokszdm 2, a maradék hat fokszam pedig 1 (mert 7 pozitiv egész szdm
Osszege mashogyan nem adhat 8-at). (2 pont)

Ha egy megoldé megmutatja, hogy valéban létezik ilyen fa, akkor azért kaphat 1 extra pontot,
amennyiben ezzel a feladatért jar6 dsszpontszam nem haladja meg a 10-et. (Tehét az extra pont annak
a felvetéséért és tisztazasaért jar, hogy elvileg nem teljes a feladat megoldasa, ha nem gy6éz6dink
meg arrdl, hogy a meghatarozott fokszamokkal biré fa valéban létezik is.) Nem ér azonban pontot
egy olyan megoldas, ami kimeril egy, a feladat feltételeinek megfelel6 fa felrajzolasaban és a hianyzé
fokszamok leolvasasaban (mert nem tesz semmit annak a megmutatasaért, hogy mas lehetség nincs).



2. A jobbra lathato tablazat a Dijkstra-algoritmus lefutdsat mutatja alblcldl|elf
egy G irdnyitott grafon, melyben minden él silya egy nemnegativ o1 0 ool ool ool oo
szam. (A tablazat sorai a tav(v) értékeket mutatjak a ciklusmag 510 00!l 2ol 6
egyes végrehajtasai utan, ahol v € V(G) = {a,b,¢,d,e, f}.) Dont- 510 00l 21 61 3
siik el az alabbi allitdsok mindegyikérdl, hogy igazak-e. 51016121413

a) A d csicsbodl biztosan nem vezet él c-be. 510l51 2413

b) Az e csticsbdl biztosan vezet él c-be. 51o0l512]4]3

¢) Az f cstcsbdl biztosan nem vezet él a-ba.
ok k% %

Az algoritmus lefutdsa sordn az elsé négy cstcs biztosan a b, d, f,e sorrendben keriilt be a KESZ
halmazba (a végén pedig az a és ¢ csticsok barmilyen sorrendben kovetkezhettek). (A ciklusmag elsé
végrehajtasanak végén a b cstcs kerill a KESZ halmazba, mert a tébldzat els§ sordban itt van a
legkisebb szdm. A méasodik végrehajtas végén d keriil a KESZ halmazba, mert a masodik sorban a
még nem KESZ halmazbeli cstcsokhoz tartozoktdl kilonbozé tagok kozil a d alatti 2 a legkisebb.
Hasonl6an, a harmadik, illetve a negyedik végrehajtas végén f, illetve e keriil a KESZ halmazba.)
(2 pont)

a) Ha vezetett volna él d-bél c-be, akkor a harmadik sorban a ¢ oszlopdban szerepld értéket tgy
kaptuk volna, hogy az éppen aktiv (vagyis az el6z6 1épésben a KESZ halmazba keriilt) d csticsba
vezet6 legrovidebb 1t hosszahoz (azaz 2-hoz) hozzaadtuk volna a (¢, d) él stlyat. Vagyis d-bél biztosan
nem vezet él c-be, azaz az allitas igaz. (2 pont)
b) Az 6t6dik sorban a ¢ oszlopaban szerepl6 értéket (mivel az 6-r6l 5-re véaltozott) gy kaptuk,
hogy az éppen aktiv (vagyis az eléz6 1épésben a KESZ halmazba kertilt) e csicsba vezetd legrovidebb
ut hosszahoz (azaz 4-hez) hozzaadtuk az (e, ¢) él sulyat. Vagyis e-b6l biztosan vezet él c-be (és ennek
a silya 5 — 4 = 1), azaz az allitas igaz. (3 pont)
¢) A negyedik sorban az a oszlopaban allé érték nem véltozott meg. Vagyis lehetséges az is, hogy

az éppen aktiv (vagyis az el6zé lépésben a KESZ halmazba keriilt) f csticsbél nem vezet a-be él,
és az is lehetséges, hogy ugyan vezet f-bol a-be él, de ennek a sulyat az f-be vezeto legrovidebb ut
hosszéhoz (azaz 3-hoz) hozzdadva nem kaptunk 5-nél kisebb szamot (azaz ekkor az (f,a) él stlya
legalabb 5 — 3 = 2). Tehét az allitas hamis. (3 pont)

3. A 30 cstucsi G paros graf csicsai koziil barhogyan valasztunk ki 12-t, G-nek biztosan van olyan
éle, aminek egyik végpontja sincs a kivalasztottak kozott. Bizonyitsuk be, hogy ekkor G-bdl ki lehet
torolni pontosan 8 csticsot gy, hogy a kapott grafnak legyen teljes péarositésa.
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A feladat els6 mondataban szerepld allitas azt jelenti, hogy G-ben a lefogd pontok minimalis szamara
7(G) > 13 teljestl (ellenkezd esetben létezne G-ben 12 pontu lefogé ponthalmaz — vagyis 12 cstics

ugy, hogy G minden élének legaldbb az egyik végpontja ezek kozott van). (3 pont)
gy Kénig tétele szerint, mivel G paros graf, ezért v(G) = 7(G) > 13, azaz a grafban van legaldbb
13 méreti fiiggetlen élhalmaz. (2 pont)
Ekkor a grafban van egy pontosan 11 méretii fliggetlen élhalmaz is; vegyiink egy ilyet és legyen ez
M. (1 pont)
Toroljik G-bol azt a 30 — 2 - 11 = 8 cstcsot, amire nem illeszkedik M-beli él. (2 pont)
Az igy kapott grafban M egy teljes parositast fog alkotni. (2 pont)

4. Legyenek a G graf csticsai egy 2 X 4-es (azaz 2 sort és 4 oszlopt) sakktabla mez6i, és két kiilonb6zé
csucs kozott pontosan akkor vezessen él GG-ben, ha a megfelel6 mezdk azonos sorban vagy azonos
oszlopban vannak. Hatarozzuk meg a G graf élkromatikus szamat, x.(G)-t.



Jelolje tetszdleges 1 < ¢ < 2 és 1 < j < 4 esetén v;; az i-edik sor és j-edik oszlop keresztezddé-
sében 1évo mezonek megfelel6 csticsot. A wvqq, v12, V13, 14 cstcsok egy klikket alkotnak, valamint a
V21, V22, V23, U24 CSﬁCSOk iS, a két khkk kOZOtt pedlg a {Ull,'l}gl}, {Ulz,Ugg}, {'Ulg,’Ugg}, {U14,U24} élek

vezetnek. (1 pont)
Mivel minden cstics foka 4, ezért x.(G) > A(G) =4 (2 pont)
(ugyanis G nem tartalmaz hurokélt). (0 pont)
Megmutatjuk, hogy G élei megszinezheték 4 szinnel, azaz x.(G) < 4. (0 pont)

A {UH, ’Ulg}, {'Ulg, ’U14}, {Ugl, UQQ}, {’023, U24} éleket az elsO Szinre, {UH, ’013}, {U12, U14}, {’021, ?)23},
{UQQ, ’U24} éleket a maéasodik szinre, a {’UH, U14}, {U127 Ulg}, {Ugl, U24}, {UQQ, ’U23} éleket a harmadik
szinre, valamint a {vyq, vo1 }, {v12, Va2 }, {v13, vag}, {v14, V24 } a negyedik szinre szinezve (14sd az abrat)
a G egy helyes élszinezését adtuk meg (hiszen igy semelyik cstcsra sem illeszkedik két azonos szinti
él). (6 pont)
Tehéat G élei megszinezheték 4 szinnel, de kevesebbel nem, vagyis x.(G) = 4. (1 pont)

Ha egy megoldd helyesen felrajzolja a grafot, akkor is jar neki az elsé 1 pont. A helyes élszinezésért
jaré 6 pont tovabb nem oszthaté: ha nem deriil ki félreérthetetleniil és vildgosan minden egyes él
szine, vagy a megadott élszinezés nem helyes, akkor ebbdl a 6 pontbdl részpontszam nem adhaté.
Nem adhat6 emellett részpontszam a Vizing-tétel alkalmazéasaért (vagyis a x.(G) < 5 allitasért és
annak indoklasdért) sem, mert ennek a feladat megolddsdhoz nincs hozzdadott értéke.

Ha egy megoldé félreérti a szoveget és masik grafot élszinez (példdul csak a kozvetlen élszomszédos
mezéket nézi), az legfeljebb a x.(G) > A(G) éllitdsért és a végkovetkeztetésért jaré 241 pontot
kaphatja meg, amennyiben ezeket a hibas grafra helyesen alkalmazza.

5. a) A jobbra lathaté hélézatban valaki meg-
adott egy folyamot s-bdl t-be, de a folyamnak a
(d,e) és az (e, t) éleken felvett értékei elvesztek.
Hatarozzuk meg ezeket a hidnyzo értékeket, azaz
x és y értékét.

b) A p > 3 paraméter minden értékére dont-
stik el, hogy ez a folyam maximélis értékii-e. (Az
abran zarojelben az élek kapacitasa, a zardjelen
kiviil a folyamértékek lathatok. Ennek megfele-
16en p egy kapacitas, azonban x és y a folyam
megfelel6 éleken felvett értékei.)

* ok ok ok ok

a) A folyam definicigja szerint a folyammegmaradés feltételét a d cstcsra felirva 1 + 4 = z, azaz

r =5 adédik. (1 pont)
Ugyanezt az e csucsra felirva 3+ x = 0 4+ y + 2 addédik, amibél y = = + 1 = 6 adddik. (Ez abbdl is
kijon, hogy a folyam értékét t-nél olvassuk le, azaz 5+4 =14y +2.) (1 pont)

b) A megadott folyam értéke 5+ 4 = 9, igy a maximélis folyam értéke a halézatban legalabb 9.
(1 pont)



Az {s,a,b,c,d} vagas kapacitdsa 5 +3 + 1 = 9 (ahol a felsorolt 6sszeadanddk sorban a (d, e), (a,e)

és (b,t) élek kapacitasainak felelnek meg). (2 pont)
gy a minimalis vagas kapacitésa legfeljebb 9. (1 pont)
Mivel a tanultak szerint minden folyam értéke legfoljebb akkora, mint tetszoleges vagas kapacitasa,
(1 pont)
ezért a 9 kapacitasu vagas bizonyitja, hogy a 9 értéki folyam maximalis tetszoleges p > 3 esetén.
(3 pont)

A fenti pontozés szerinti utolsé 5 pont annak jar, aki érdemben indokolja, hogy a megadott folyam
maximalis értéki; iires frazisok (mint példdul: ,a Ford—Fulkerson tétel miatt”) nem érnek pontot.
A b) feladat megoldhat6 ugy is, hogy megmutatjuk, hogy a megadott folyamhoz tartozé segédgraf-
ban nincs javitéut. Ebben az esetben a segédgraf (helyes) felrajzolasaért 3 pont, annak (meggy6z6)
megindoklasaért, hogy nincs javitéut 3 pont, és a tanult tételre vald hivatkozasért 2 pont jar.

6*. Legyen G egy olyan 100 cstcsu fa, aminek legfeljebb 96 els6fokt csticsa van. Mutassuk meg, hogy
GG komplementere tartalmaz Hamilton-kort.
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Legyen u és v a G graf két tetszéleges csticsa. Megmutatjuk, hogy dz(u) + dg(v) > 100. Ekkor Ore
tételébdl kovetkezik, hogy G-ben van Hamilton-kér. (2 pont)
Indirekt tegyiik fel, hogy dg(u) + dg(v) < 100. Ekkor

100 > dg(u) + dg(v) = (99 — da(u)) + (99 — da(v)) = 198 — da(u) — da(v),

vagyis dg(u) + dg(v) > 98. (2 pont)
Egy 100 csticsu fanak 100 — 1 = 99 éle van (hiszen a tanultak szerint minden n cstcsu fa élszama
n — 1), és igy a cstcsok fokszaméanak Osszege 2 - 99 = 198 kell legyen (hiszen a tanultak szerint a

csucsok fokszamosszege minden grafban az élszam kétszerese). (1 pont)
Mivel minden fa Osszefliggd, ezért egy (legaldbb kétcsiicsi) faban nem lehetnek izoldlt csticsok, azaz
minden csics foka legalabb 1. (1 pont)
Mivel legfeljebb 96 els6foku cstics van, ezért az u és v csticsokat leszamitva kell hogy legyen még
legalabb kettd darab legaldbb 2 foku cstcs. (1 pont)
Vagyis
198 =3 d(w) > (do(u) + do(v)) +2-2+96- 1> 98+ 4 + 96,
weV(Q)

ami ellentmondas. (3 pont)
Ez az ellentmondés tehat bizonyitja, hogy az Ore-tétel feltétele valéban teljesiil G-re és igy valéban
van benne Hamilton-kor. (0 pont)

(Bér a megoldasbdl az dertilt ki, hogy barmely két cstics fokszamdosszege legalabb 100, az Ore-tétel
alkalmazasahoz elég lett volna ezt nemszomszédos csticsparokra tudni. )



