Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Zarthelyi feladatok
2025. majus 5.

1. Valaki rajzolt egy 8 csucsu fat, majd felsorolta a csticsainak a fokszamat, de egyet
kifelejtett. Elofordulhat-e, hogy az alabbi szamsorozatokat kapta?

a) 1,1,1,1,2,2,4 b) 1,1,1,2,2,3,4
2. A 20 cstcsu G egyszerd grafban 4 csics foka 11, a tobbi 16 cstics foka 10. Mutassuk
meg, hogy G-ben létezik egy P és egy () séta ugy, hogy G minden élét P és () koziil
pontosan az egyik tartalmazza.
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3. Van-e olyan feszitofa a jobbra lathaté élstulyozott 1 1
grafban, amiben az élek 6sszstulya legfoljebb 147 5

foo? g © h
4. A G paros grafrél tudjuk, hogy barhogyan valasztunk ki G csticsai kozil 10-et, G-nek
mindig van olyan éle, aminek egyik végpontja sincs a kivalasztottak kozott. Mutassuk
meg, hogy G élei koziil kivalaszthatoé 11 darab gy, hogy G minden csicsara legfoljebb
egy illeszkedjen a kivalasztott élek koziil.

5. Adjunk meg az aldbbi halézatban egy maximalis értékii folyamot S-bol T-be és egy
minimalis kapacitdsa vagast.

6%*. A hurokélt nem tartalmazé G grafban minden cstuics foka d, ahol d > 2 egész. Tudjuk
tovabbd, hogy x.(G) = d és G élei a szinek ,atnevezésétsl” eltekintve csak egyfélekép-
pen szinezheték meg helyesen d szinnel. Mutassuk meg, hogy G-ben van Hamilton-kor.
(xe(G) a G graf élkromatikus szamat jeloli. A élszinezés atnevezésektél eltekintve egy-
értelmi voltarol szold feltétel részletesebben azt jelenti, hogy G éleinek két, d szinnel
valo élszinezését tekintve két tetszoleges él pontosan akkor ugyanolyan szinl az egyik
élszinezés szerint, ha a méasik élszinezés szerint ugyanolyan szintiek.)

A dolgozatra kérjiik jol olvashatdéan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti gya-
korlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidd 90 perc. Az alairés feltétele a zarthelyin legalabb 24 pont elérése.
A 100%-0s eredményhez elegendé 50 pontot elérni a 60-bdl, az Osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc
pontként konyveljiik el. A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont.



Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Poétzarthelyi feladatok
2025. majus 12.

1. Dontsiik el, hogy a jobbra lathaté két graf
izomorf-e egymaéssal.

2. a) Létezik-e a jobbra lathat6 grafban Hamilton-kor?
b) Létezik-e a jobbra lathaté grafban olyan Hamilton-
kor, ami nem tartalmazza a {c, d} élt?

3. A G irdnyitatlan, egyszerii graf csicshalmaza V(G) = {a,b,c,d, e, f,g,h}. A grafra
lefuttattuk a BEFS algoritmust az a csticsbdl inditva, melynek soran a csiicsokat az dbécé
szerinti sorrendjikben értik el, és az egyes cstcsok eléz6(v) mutatéira az aldbbiakat
kaptuk. Legfeljebb mekkora lehet az e, illetve a h cstcs fokszama G-ben?

v : a b ¢ d e f g h
eloz6(v) : % a a b b ¢ d f

4. Egy G = (A, B;E) paros graf két pontosztalya le-
gyen A= {al, as, ... ,CLg} és B = {bl, bg, ce ,bg}. Minden
1 <1< 8és1< 7 <9 esetén a; akkor legyen szomszédos
b;-vel, ha a jobbra ldthatoé matrix ¢-edik soranak és j-edik
oszlopanak keresztezodésében allo elem 1-es. Hatarozzuk
meg v(G), azaz a fiiggetlen élek maximalis szaméanak, va-
lamint p(G), azaz a lefogd élek minimalis szamanak értékét,
tovabba adjunk meg G-ben egy maximalis fiiggetlen élhal-
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mazt és egy minimalis lefogd élhalmazt.

5. Egy egyszerti G gratban egy csucs fokszama 1, az 0sszes tobbi cstucs fokszama pedig
2025. Hatarozzuk meg G élkromatikus szamat.

6*. Az n csucsi G = (A, B; F) péaros grafban minden A-beli cstics fokszdma 5 és minden
B-beli cstcs fokszama 4. Hatarozzuk meg a G-beli fliggetlen élek maximalis szamat, azaz
v(G) értékét. (A vélasz természetesen n értékétdl fligghet.)

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkez6 adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti gya-
korlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaid6 90 perc. Az alairas feltétele a zarthelyin legalabb 24 pont elérése.
A 100%-o0s eredményhez elegend6 50 pontot elérni a 60-bdl, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc
pontként konyveljiik el. A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Dijkoteles po6tlas feladatok
2025. junius 4.

1. A 43 cstcst G egyszert graf vy, v, vz és vy (csupa kiilonbozd) csiicsainak a foka
10. Mutassuk meg, hogy G-ben van olyan (legaldbb két cstcsi) ut, aminek mindkét
végpontja a vy, Vg, v3, V4 csucsok koziil kertil ki.

2. Egy 10 csticst egyszerti, 6sszefiiggo, élstlyozott G grafban az élek sulyairdl csak annyit

tudunk, hogy négy élnek a sulya 1, az 0sszes tobbi élnek a sulya 2. Milyen lehetséges
értékei lehetnek G-ben egy minimalis 6sszsulyu feszitofa osszsulyanak?

3. Hatarozzuk meg a jobbra lathaté G grafra a
X(G)-t, G kromatikus szamat.

b

4. Legyen G egy 9 csticsu graf. Dontstik el az alabbi
(i) és (ii) allitasokrdl, hogy co® e
a) kovetkezik-e (7)-b6l (ii);
b) kovetkezik-e (ii)-bél (i)?
(1) v(G) =4
(7i) Barhogyan adunk G élhalmazdhoz egy 1j élt
(G csticshalmazanak megvaltoztatasa nélkil),
a kapott G’ grafra v(G') = v(G) teljesiil. I
(v(G) a G-beli figgetlen élek maximalis szamat jeloli.)

5. a) Maximalis folyamot alkotnak-e az alabbi dbrén lathaté hél6zatban a zaréjelen kiviil
allo szamok? (A zardjelben &all6 szamok szokas szerint az élek kapacitasait mutatjak.)
b) Adjunk meg a hal6zatban egy minimalis kapacitast vagast.

6*. A k X n-es A méatrix minden eleme nemnegativ egész szam és A minden sordban,
valamint minden oszlopaban az elemek 0sszege legfoljebb 45. Mutassuk meg, hogy ekkor
léteznek olyan k x n-es Ay, Ao, ..., Ajg matrixok, amiknek szintén minden eleme nemne-
gativ egész szam, A = A1+ Ao+ ...+ Ajp és minden ¢ = 1,2, ..., 10 esetén az A; matrix
minden soraban és minden oszlopaban az elemek 6sszege legfoljebb 1.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatdéan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti gya-
korlatvezeto neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidd 90 perc. Az alairés feltétele a zarthelyin legalabb 24 pont elérése.
A 100%-0s eredményhez elegendé 50 pontot elérni a 60-bdl, az Osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc
pontként konyveljiik el. A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2025. majus 5.

Altaldnos alapelvek.

A pontozéasi utmutatod célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékit megoldasanak részletes leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré
megoldés vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdasa azok alkalmazasa nélkil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Otletért, részmegoldasért, amely egy megoldasban érdemi szerephez
juthat és amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa
volna kaphato. Ha egy megoldd egy feladatra tobb, egymastol lényegesen kiilonb6zé megoldést is elkezd,
akkor legfoljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes
vagy helyessé kiegészithetd, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban
tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovdabba a dolgozatbdl nem
deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt
értékeljitkk (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatoban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Valaki rajzolt egy 8 csticsi fat, majd felsorolta a cstcsainak a fokszdamat, de egyet kifelejtett.
El6fordulhat-e, hogy az alabbi szamsorozatokat kapta?
a) 1,1,1,1,2,2,4 b)1,1,1,2,2,3,4
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Egy 8 csticsu faban a cstcsok fokszamanak Osszege 2 - 7 = 14 kell legyen, ( )
mert egyrészt a tanult tétel szerint egy ilyen fanak 7 éle van, ( )
masrészt a tanultak szerint a csticsok fokszamoésszege minden grafban az élszam kétszerese. ( )
Ebbél azonnal latszik, hogy a b) kérdésre a vilasz nemleges: (1 pont)
a hidnyzo6 fokszdm a fa Osszefiiggdsége miatt nem lehet 0 ( )

( )

( )

Az a) feladatban ugyanez a szamolds azt mutatja, hogy a kifelejtett fokszam 2 kell legyen
és konnyt is mutatni olyan fat, amiben a csticsok fokszamai megfeleléek: példaul egy 6 csiicsi ut egyik 2
foku cstcsardl ,lelogatunk” két tovabbi élt, amiknek a mésik végpontja 1 foku lesz. (2 pont)
Igy az a) kérdésre a valasz: igen. (1 pont)
Az a) feladat hidnytalan megolddsahoz persze nem sziikséges a hidnyzo6 fokszam el6zetes meghatarozasa: ha
egy megold6 mutat (rajzol) egy megfelel$ fat, az megkaphatja az a) feladatért jaré 4 pontot. Ne vonjunk
le pontot azért, ha hidnyzik annak a definicié szerinti indoklasa, hogy a mutatott graf valéban fa (bar
ez elvileg valéban része volna egy hidnytalan megoldasnak); ha viszont egy megold6 mégis kitér erre, az
kaphat ezért 1 extra pontot akkor, ha ezzel a feladatért jaré Osszpontszam nem haladja meg a 10-et. A
b) kérdés esetében nem jar pont az olyan megoldasi kisérletekért, amikben a megoldd (rajzban és/vagy
szovegben) dokumentalja azt a folyamatot, ahogyan sikerteleniil prébal rajzolni egy megfelel6 fat — kivéve
azt az esetet, ha a megoldasbol kirajzolodik egy vildgos terv az Osszes széba jovo eset lefedésére és ezeknek
legalabb a jelentds részét a megoldas meggy6zoen ki is zérja.

2. A 20 cstcsu G egyszeri graftban 4 csics foka 11, a tobbi 16 cstcs foka 10. Mutassuk meg, hogy G-ben
létezik egy P és egy @) séta ugy, hogy G minden élét P és () koziil pontosan az egyik tartalmazza.



Kosstink Ossze a 11 foku cstcesok koziil kettot egy 4j e éllel (akkor is, ha azok esetleg mar szomszédosak

voltak), a kapott grafot jelolje G'. (1 pont)
G'-ben e végpontjai 12 fokuak lettek, igy G'-ben kettd kivételével minden csics foka paros. (1 pont)
Mivel az eredeti G egyszerii graf és benne minden pont foka legaldbb 10, ezért Dirac tétele miatt van
benne Hamilton-kor. (1 pont)
gy G 6sszefiiggd és emiatt persze G is az. (2 pont)
A fentiek miatt G’-ben van Euler-séta, mert teljestilnek rd a tanult tétel feltételei. (2 pont)
Ha most a G'-beli Euler-sétabdl toroljiik az e élt, akkor éppen a feladat altal kivant P és @Q sétak maradnak
meg beldle. (3 pont)
(Valéban: egyrészt P és ) nyilvan séta, hiszen az Euler-séta is az volt; masrészt mivel az FEuler-séta G’
minden élét tartalmazta, ezért G minden éle P és () kozil pontosan az egyikbe keriil bele.) (0 pont)

G Osszefiiggosége indokolhatd méashogyan is — példaul gy, hogy G minden komponense legalabb 11 cstcsu
kell legyen (mert egyszerti és minden pont foka legaldbb 10), igy nem lehet 1-nél tébb komponense. Ha egy
megold6 egyaltalan nem foglalkozik G’ Gsszefiiggbségével, akkor ezért a fenti pontozas szerint 1 + 2 = 3
pontot veszit. Ha foglalkozik ezzel a kérdéssel, de az indokldsa annyiban hidnyos, hogy (kimondva vagy
hallgatélagosan) feltételezi G egyszerti voltat (és igy példaul erre alkalmazza a Dirac-tételt), az ezért 1

pontot veszitsen az Osszefiiggdségért jard 3 pontbdl.
a 7 b 1 C 5 d

3. Van-e olyan feszitéfa a jobbra lathato élsilyozott grafban, amiben az 1 > I3 1
élek Osszsilya legfoljebb 147 5
fo2 g © h
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A tanult Kruskal-algoritmust futtatjuk. (1 pont)
Ez el6szor a harom darab 1 stlya élt veszi be (valamilyen sorrendben), mert ezek felvételekor sosem jon
létre kor. (0 pont)

A soron kovetkezd 2 sulyt éleket az eljaras tetszéleges sorrendben vizsgalhatja, példaul: {f, g}, {e, h},
{a, g}, {d, e}. Ekkor az elsé kett6rdl igennel kell dontenie, mert ezek felvétele nem hoz 1étre kort (vagyis a

korabban felvett élek alkotta graf kiillonbozé komponensei kézott futnak). (1 pont)
Viszont akkor az utolsé kettordl nemleges dontést kell hoznia, mert az a és g, valamint az e és d cstucsok
is mar kozos komponensbe keriiltek (vagyis kort hoznanak létre). (1 pont)
Az eljardsnak most a 3 stlyu {b,e} élt kell vizsgdlnia, amit bevesz a készilé feszit6fdba (mert b-bdl a
korabban felvett élek mentén csak c érheté el). (1 pont)
A soron kovetkez6, 4 silya {c,e} élrél nemleges dontést hoz, mert a végpontjai (a {b,c} és {b, e} élek
mentén) mar kozos komponensben vannak. (1 pont)
Végiil az eljards az 5 stlyu élek kozil (esetleg a {c,d} elutasitasa utédn) az {e, g}-r6l igennel dont, mert a
végpontjai nem elérhetok egymashol az eddig kivalasztott élek mentén. (1 pont)
Ezzel az algoritmus megéll, mert a kivalasztott élek szama elérte a 7-et, vagyis a csticsok szaméanal eggyel
kevesebbet. fgy az algoritmus kimenete az abran lathatd, 15 6sszsilyt feszitéfa. (1 pont)

a7b1c5d
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Mivel a tanult tétel szerint a Kruskal-algoritmus minimalis 0sszsulyu feszitéfat ad, (1 pont)

ezért nincs a grafban 15-nél kisebb dsszstlyé feszit6fa. Igy a feladat kérdésére a valasz nemleges. (2 pont)
A pontozas szerinti elsé 1 pont akkor jar, ha a megoldasbdl kideriil, hogy a megoldé a Kruskal-algoritmust
szandékozik futtatni (akkor is, ha ezt nem nevezi meg). Bar az eljards futdsit nem feltétlen sziikséges a
fentihez hasonld részletességli szoveggel dokumentalni a megfelelé részpontszamok megszerzéséhez, de a
futtatasért jaré osszesen 6 pont megszerzéséhez vilagosan ki kell deriilnie a megoldasbdl, hogy az algoritmus
helyesen futott; igy példaul hogy az éleket milyen sorrendben vizsgalta, az egyes élekrél milyen dontést
hozott és milyen szempont szerint, illetve hogy hogyan dontott az eljards leallasarél. Igy ha egy megoldé
a futtatds dokumentaldsat teljesen mell6zi és csak az algoritmus kimenetét kozli, akkor a megoldaséara
legfoljebb a pontozés szerint megmaradé 4 pontot kaphatja meg.
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4. A G paros grafrél tudjuk, hogy barhogyan valasztunk ki G cstcsai koziil 10-et, G-nek mindig van olyan
éle, aminek egyik végpontja sincs a kivalasztottak kozott. Mutassuk meg, hogy G élei koziil kivalaszthato
11 darab tgy, hogy G minden csticséara legfoljebb egy illeszkedjen a kivalasztott élek koziil.

¥ ook ok ok X

A feladat elsé mondataban szerepld &llitas azt jelenti, hogy G-ben a lefogd pontok minimélis szama,
7(G) > 11. Valéban, 7(G) < 10 éppen azt jelentené, hogy létezik G-ben 10 ponti lefogd ponthalmaz —

vagyis 10 cstics ugy, hogy GG minden élének legalabb az egyik végpontja ezek kozott van. (4 pont)
A masodik mondatban szerepld, bizonyitand6 allitds pedig a fiiggetlen élhalmaz definiciéja szerint azt
jelenti, hogy a G-beli fiiggetlen élek maximalis szdma, v(G) > 11. (3 pont)
Igy a bizonyitandé allités kovetkezik Kénig tételébél: mivel G paros graf, ezért ra v(G) = 7(G), igy a
7(G) > 11 feltételbél valoban adédik, hogy v(G) > 11. (3 pont)

5. Adjunk meg az alabbi halézatban egy maximalis értékii folyamot S-bél T-be és egy minimalis kapacitasi
vagast.

Az abran lathaté folyam értéke (az S-bél kilép6 éleken a folyamértékek Gsszege) 15. ( )
Az {S, B, C'} vagas kapacitasa szintén 15 (az aldbbi abran pirossal jelolt kapacitdsok osszege).  ( )
Mivel a tanultak szerint minden folyam értéke legfoljebb akkora, mint tetszéleges vigas kapacitédsa,(1 pont)
ezért a 15 kapacitdsu vagéds bizonyitja, hogy a 15 értékii folyam maximalis ( )
és a 15 értékl folyam bizonyitja, hogy a 15 kapacitdsi vagas minimalis. ( )

Bér egy teljes értéklt megoldasnak elvileg része volna annak definicié szerinti ellenérzése is, hogy a meg-
adott értékek valoban folyamot alkotnak, de ennek hidnyaért nem vonunk le pontot. A fenti pontozas
szerinti utolsé 5 pont annak jar, aki érdemben indokolja, hogy a megadott folyam maximalis értékii és a
megadott vagas minimalis kapacitasi. Ez torténhet mashogyan is, mint a fenti megoldésban: példaul a
javitéutas algoritmus futtatasaval, hivatkozva arra a tanult tételre, hogy az eljaras leallasa utan kapott
folyam maximalis értéki, illetve ekkor a folyamhoz tartozé segédgraftban S-bol elérhetd cstucsok alkotta
vagds minimalis kapacitdsi. Azonban iires frazisok (mint példaul: ,a Ford-Fulkerson tétel miatt”) nem
érnek pontot.

6*. A hurokélt nem tartalmaz6é G grafban minden cstcs foka d, ahol d > 2 egész. Tudjuk tovdbba, hogy
Xe(G) = d és G élei a szinek ,atnevezésétol” eltekintve csak egyféleképpen szinezhet6k meg helyesen d
szinnel. Mutassuk meg, hogy G-ben van Hamilton-kor. (x.(G) a G graf élkromatikus szamat jeloli. A
élszinezés atnevezésektdl eltekintve egyértelmii voltardl szolo feltétel részletesebben azt jelenti, hogy G
éleinek két, d szinnel val6 élszinezését tekintve két tetszoleges él pontosan akkor ugyanolyan szinii az egyik
élszinezés szerint, ha a masik élszinezés szerint ugyanolyan sziniiek.)



Vegyiik G egy élszinezését d szinnel és legyen a felhasznalt szinek koziil ketté a piros és a kék. (0 pont)
Alljon G-nek a H részgréfja (G-nek az Gsszes csticsabél és) azokbél az éleibél, amik ebben az élszinezésben
pirosak vagy kékek lettek. (1 pont)
Mivel minden cstcs foka d és az egy csucsra illeszkedd éleknek kiilonbozé szintinek kell lenniiik, ezért G
minden csticsara kell illeszkedni piros és kék élnek is. Igy H-ban minden v cstics foka 2 és a v-re illeszkedd
két H-beli él koziil az egyik piros, a masik kék. (1 pont)
Ebbol kovetkezik, hogy H minden Osszefiiggd komponense egy paros hossziusagu kor. (1 pont)
Valoban, tetszoleges v csticsbol elindulva és egy H-beli élsorozatot bejarva minden cstucsbél csak egyetlen
élen léphetiink tovabb, mert a csicsokra csak két él illeszkedik. Mivel a csticsok szama véges, ezért véges
sok 1épés utan visszaérkeziink v-be. Kozben tehat egy C' kort tettiink meg, amivel v komponensének min-
den csticsat és élét kimeritettik. (1 pont)
Tovabba az igy bejart C' kor nyilvan paros, mert az élei felvaltva pirosak és kékek. (1 pont)
Allitjuk, hogy H-nak csak egyetlen komponense van. Ha ezt beldtjuk, akkor ezzel a fentiek szerint meg-
mutatjuk egy Hamilton-kor 1étezését is (hiszen ezek szerint H egyetlen komponensérdl kideritjiik, hogy az

egy minden cstcsot tartalmazé kor). (1 pont)
Tegytik fel ezért indirekt, hogy H-nak legalabb két komponense van, legyek az egyik ezek kozil K (ami
ezek szerint egy péaros hosszu kor). (0 pont)
Cseréljitk most fel K-ban a piros és kék élek szerepét (vagyis fessiink a4t K-ban minden piros élt kékre és
minden kék élt pirosra). (2 pont)
Ezzel tovabbra is G egy helyes élszinezését kapjuk, hiszen tovabbra is minden cstcsra egy piros és egy kék
él illeszkedik (a tobbi szinosztélyhoz pedig nem nytltunk). (1 pont)
Tovabba ez az élszinezés lényegesen kiilonbozik az eredetitdl (vagyis nem csak a szinek ,atnevezésében”),
hiszen H tobbi komponensében a piros és kék élek az eredetiek maradtak. (1 pont)
Ez ellentmond a feladatban irt feltételnek, amivel tehat a bizonyitas teljes. (0 pont)

Egy teljes értékii megoldéshoz valojaban nincs sziikség annak megmutatasara, hogy H minden kompo-
nense paros kor; elég annyit belatni, hogy H nem o6sszefliggd. Ugyanis mar ennyi informécié birtokdaban
is elmondhatjuk, hogy H egyik komponensében a piros és kék szinti éleket felcserélve lényegesen kiilon-
boz6 szinezést kapunk. Ennek ellenére, a fenti pontozas szerinti részpontszamok jarnak akkor is, ha egy
megoldd nem teljes megoldast ad, de a leirt megfigyelésekig eljut. Nem jar viszont részpontszam annak a
megemlitéséért, hogy a Hamilton-kor 1étezése kovetkezik a Dirac-tételbdl abban az esetben, ha d legalabb
a csicsszam fele (és G egyszerti), mert ez a gondolat 6nmagaban nem vezet egy helyes megoldés iranyédba.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Pétzarthelyi feladatok — pontozasi utmutatéd
2025. majus 12.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékit megoldasanak részletes leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré
megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az atmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az ttmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat
és amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna
kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra tobb, egymastél lényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy
helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazé is, tovabba a dolgozatbd6l nem dertl ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszédm 0).

Az atmutatoéban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Dontsiik el, hogy a jobbra lathato két graf izomorf-e egy-

massal.
Xk ok x %

A két graf izomorf, (0 pont)
amit példaul a cstcsoknak az aldbbi abran lathaté betiizésével lehet igazolni. (5 pont)
Ehhez azt kell ellenérizni, hogy a bal oldali graf barmely két csiicsa pontosan akkor szomszédos, ha a jobb
oldali graf azonosan betiizott két cstucsa szomszédos. (2 pont)
Az a cstcs szomszédai mindkét grafban b, ¢ és e. A b csiics szomszédai mindkét grafban a, d és f. Es igy
tovabb a tobbi csucsra is. (3 pont)

a b

c d
e S

Ha egy megoldénak nem sikeriilt ugyan megtaldlni egy izomorfizmust a két graf kozott, de a megoldasbol
egyértelmii, hogy pontosan tudta, mit keres, akkor a magyarazatért jaroé utolsé 2+3 pontbdl 2 megkaphat.
Természetesen mindez csak arra az esetre vonatkozik, ha a definici6 helyes alkalmazasara iranyulé szandék
a dolgozatbol nyilvanvald, tobbféleképpen értelmezheto vagy nem vilagos céllal késziilt abrakért nem adunk
pontot.



2. a) Létezik-e a jobbra lathaté grafban Hamilton-kor?
b) Létezik-e a jobbra lathaté grafban olyan Hamilton-kér, ami
nem tartalmazza a {c, d} élt?

* ok ok ok ok

a) A grafnak van Hamilton-kore; példaul az a,b,c,d,g,1,e,h, f,a sorrendben bejarva a pontokat
Hamilton-kort kapunk. (3 pont)
Pusztan annak kozlése, hogy van Hamilton-koér, nem ér pontot.

b) Az a kérdés, hogy a {c,d} él elhagydsdval kapott grafban van-e Hamilton-kor. (1 pont)
Ebbdl a graftbol a b, f, e, g csticsokat elhagyva a keletkezo grafnak 5 komponense lesz, (4 pont)
amibél az el6addson tanult tétel szerint kovetkezik, hogy nincs Hamilton-kore. (2 pont)

Ha a b) részben egy megoldé helyesen kimondja a vonatkozé tételt és a megoldasabdl vildgos, hogy meg-
kisérelte alkalmazni is, de nem talalt alkalmas elhagyand6é ponthalmazt, vagy egy rossz ponthalmazra
akarja alkalmazni a tételt, de vilagosan kideriil, hogy azt hiszi, hogy ez megteheto, annak 2 pont adhaté
a vonatkozé 4+2-b6l. Nem jar pont azonban az olyan megoldasi kisérletekért, amikben a megoldé (rajz-
ban és/vagy szovegben) dokumentalja azt a folyamatot, ahogyan sikerteleniil prébal rajzolni egy megfelels
Hamilton-kort — kivéve azt az esetet, ha a megoldasbdl kirajzoloédik egy vilagos terv az Osszes szoba jovo
eset lefedésére és ezeknek legalabb a jelentds részét a megoldas meggy6zoen ki is zarja.

3. A @ irdnyitatlan, egyszer(i graf csucshalmaza V(G) = {a,b,c,d,e, f, g, h}. A grafra lefuttattuk a BFS
algoritmust az a cstcsbdl inditva, melynek soran a cstcsokat az dabécé szerinti sorrendjikben értik el, és
az egyes csucsok el6z6(v) mutatdira az alabbiakat kaptuk. Legfeljebb mekkora lehet az e, illetve a h cstcs
fokszama G-ben?

Ekkor az el6z6(v) értékek alapjan a BFS-fa a kovetkezéképpen néz ki.

a
b c
d f
e
g h (1 pont)

(A feladat hidnytalan megoldasahoz persze nem sziikséges a BFS-fa felrajzolésa.)

Az e csics nem lehet szomszédos az a-val, ellenkezd esetben az e-t mar az a-bol bejartuk volna. (2 pont)
Hasonlbéan, a h csics nem lehet szomszédos az a,b,c,d,e csucsok egyikével sem, ellenkezd esetben a
h-t mar bejartuk volna kordbban (egész pontosan az elsé olyan cstcsbdl az a, b, ¢, d, e csticsok koziil,

amelyikkel h szomszédos). (2 pont)
Vagyis az e csics legfeljebb a b, ¢, d, f, g csticsokkal lehet szomszédos G-ben, azaz e fokszama nem lehet
5-nél tobb, (1 pont)
a h csucs pedig legfeljebb az f és g csticsokkal lehet szomszédos, azaz h fokszama nem lehet 2-nél tobb.

(1 pont)

Az pedig el6 is fordulhat, hogy az e fokszama 5 és a h fokszama 2, példaul abban az esetben, ha G az
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alabbi graf (hiszen ebben a grafban a BFS éppen tgy fut le, ahogy a feladat megadta). (3 pont)
Tehat az e cstuces fokszama legfeljebb 5, a h cstcsé pedig legfeljebb 2. (0 pont)

bc

f
R

4. Egy G = (A,B;FE) paros graf két pontosztilya legyen A = 001000100
{ai,as,...,as} és B = {by,ba,...,bg}. Minden 1 < i <8és1<;<9 001100000
esetén a; akkor legyen szomszédos b;-vel, ha a jobbra lathaté matrix ¢- 110011001
edik soranak és j-edik oszlopanak keresztezodésében allo elem 1-es. Ha- 000100100
tarozzuk meg v(G), azaz a fuggetlen élek maximalis szaménak, valamint 001000100

. (L 010010010
p(G), azaz a lefogd élek minimélis szamanak értékét, tovabba adjunk 001000100
meg G-ben egy maximadlis fliggetlen élhalmazt és egy minimalis lefogd 110001011

élhalmazt.
%k ok % ok

Az {a1, b3}, {ag, by}, {as, b1}, {as, b7}, {ae, ba}, {as, by} élhalmaz egy 6 elemii fiiggetlen élhalmaz, hiszen se-
melyik két élnek nincs kézos végpontja (az utébbi megallapitas hidnydért ne vonjunk le pontot), (1 pont)

tehat v(G) > 6. (1 pont)
Az a3, ag, ag, b, by, by cstcsok egy 6 elemii lefogd ponthalmaz, (1 pont)
mert a matrixban szereplé Osszes l-es az érintett sorok vagy oszlopok valamelyikében taldlhaté (vagyis
minden élnek legaldbb az egyik végpontja a felsoroltak kozott van). (1 pont)
Tehéat 7(G) < 6. (1 pont)
Innen a v(G) < 7(G) Osszefiiggés szerint v(G) = 7(G) = 6 adddik és igy a megadott fliggetlen élhalmaz
maximalis (a megadott lefogd ponthalmaz pedig minimalis). (2 pont)

A tanultak szerint ekkor a megadott maximalis parositas kiegészitheté egy minimalis lefogd élhalmazza
ugy, hogy minden, a parositas altal le nem fogott v csics esetén valasztunk egy tetszéleges v-re illeszkedo

élt, vagyis az {a17b3}7 {a27b4}7 {a:%, 51}, {a4,b7}, {06752}, {ag, bg}, {a5,b3}, {a77b3}, {a3,bs}, {a3, bﬁ}, {%;bs}
egy minimalis lefogé élhalmaz. (3 pont)

Aki csak a minimalis lefogd élhalmaz méretét hatérozza meg (pl. Gallai tétele segitségével), az az utolsé 3
pontbdl 1-et kapjon, csakigy, mint az, aki megtalalja ugyan a minimalis lefog6 élhalmazt, de a minimalitast
nem indokolja. A v(G) < 7(G) allitas helyett lehet (bar szitkségtelen) Kénig tételére is hivatkozni (miszerint
péaros grafban v(G) = 7(G)). A v(G) = 6 allitds indoklasaért jard dsszesen 5 pont viszont csak annak jar,
aki meggy6zben és vildgosan indokolja, hogy a megadott parositds maximalis. (Ures frazisok, mint példaul
,Kénig tétele miatt” nem érnek pontot.) Megjegyezziik, hogy a maximélis parositast természetesen lehet
az el6adason tanult javitéutas algoritmussal keresni; azonban (ahogy az a fentiekbdl latszik) egy teljes
értékli megoldashoz nem feltétleniil sziikséges ennek a 1épéseit dokumentalni. A parositas maximalitasanak
az indoklasat viszont alapozhatjuk az algoritmusra is: ha (meggy6zéen) megmutatjuk, hogy az adott
parositasra nézve nincs javitont, akkor a tanultak szerint az maximalis.

5. Egy G egyszerii grafban egy cstcs fokszama 1, az 0sszes tobbi cstuces fokszama pedig 2025. Hatarozzuk
meg G élkromatikus szamat.

* ok ok ok %

Mivel a graf egyszer(i, haszndlhatjuk Vizing tételét: x.(G) < A(G)+1, igy az élkromatikus szam legfeljebb

2026. (2 pont)
Aki nem emliti az egyszertiséget, az ezért 1 pontot veszitsen.

Hagyjuk el az els6fokt cstcsot, és legyen n az igy kapott graf csicsainak szama. (1 pont)
Ekkor egy cstcs fokszama 2024 lesz, az Osszes tObbié pedig 2025 marad, (0 pont)
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igy mivel a fokszamosszeg egyenld a graf élszamanak kétszeresével, azaz paros kell hogy legyen, ezért n
paratlan. ( )
Barmely élszinezésben az azonos szinii élek parositast alkotnak, ( )
igy legfeljebb (n — 1)/2 élbdl dllhatnak. ( )
2025 szinnel tehdt legfeljebb 2025(2"_1) = 2025n-2025 ¢let, tudunk jol kiszinezni, (1 pont)
( )
( )
( )

2
2025(n—1)+2024 1y
(n 2)+ = 2020n=1 gle van.

Igy legaldbb 2026 szinre van szitkség a graf élszinezéséhez,
a keresett élkromatikus szam tehat 2026.

a grafnak viszont

A x.(G) > 2025 allitasért nem jar pont. Aki viszont a 2026 szinnel szinezhet6ség megallapitdasa utén
erOfeszitéseket tesz annak belatasara, hogy 2026 szin kell is, az kaphat 1 pontot akkor is, ha ezek az
er6feszitések nem jarnak sikerrel.

Az annak indoklaséért jaré 1 pont, hogy az eredeti grafnak paros sok csticsa van (azaz, hogy n + 1 paros),
megszerezheto a kovetkezoképpen is. Felteheto, hogy az 1 foku csicsra illeszkedo €l szine piros. Mivel az
azonos végpontu élek mind kiilonboz6 szinliek, ezért a piros élek egy parositast alkotnak, és mivel csak
2025 szint hasznaltunk, ezért minden 2025 foku cstcsra is illeszkedik piros szinti él. Tehat a piros élek egy
teljes parositast alkotnak, és igy a grafnak paros sok cstcsa van.

Innentol az ellentmondas eléréséig jard 4 pont megszerezheto a kovetkezoképpen is. Legyen egy masik szin
a kék (0 pont). A kék élek altal alkotott parositas lefedi az 6sszes 2025 foku cstcsot (az 1 foku csticsot
viszont nem), és igy paros sok 2025 foku csticsa van a grafnak (2 pont), vagyis a grafnak osszesen péaratlan
sok cstcsa van, ami ellentmondas (2 pont).

6*. Az n cstcst G = (A, B; E) péros grafban minden A-beli cstics fokszdma 5 és minden B-beli csics
fokszdma 4. Hatdrozzuk meg a G-beli fiiggetlen élek maximdlis szamat, azaz v(G) értékét. (A vilasz
természetesen n értékétol fiigghet.)

* ok ok ok ok

Els6 megoldas. Mivel a graf paros, ezért az A-beli csticsok fokszamosszege, illetve a B-beli cstcsok
fokszamosszege is a graf élszamaval egyenlo, (
igy 5|A| = 4|B|, amibél | B| = n — |A| felhasznalaséval |A| = $n adédik. (
Hall tételének segitségével belatjuk, hogy G-ben van A-t fed6 parosités. (0 pont)
Legyen X C A tetsz6leges. Ha X = (), akkor N(X) = (), vagyis ekkor |X| < |N(X)|. ( )
Ha X # (), akkor jelolje mx az X és N(X) kozott mend élek szdmat. (
Mivel az X-re illeszkedd osszes él N(X)-be megy, ezért mx = 5| X]|. (

is lehetnek), igy mx < 4|N(X)]. ( )
Tehét 5/ X| < 4|N(X)|, azaz | X| < 2| N(X)| < [N(X)]. (2 pont)
Igy Hall tétele miatt létezik A-t fedd parositas, ( )
ami nyilvan maximélis, ¢s {gy v(G) = |A] = §n. ( )

Masodik megoldas. Mivel a graf paros, ezért az A-beli csicsok fokszamosszege, illetve a B-beli csicsok

fokszdmosszege is a graf élszaméval egyenld, (1 pont)
igy 5|A| = 4|B|, amibél | B| = n — |A| felhasznalaséval |A| = §n adodik. (1 pont)
Vagyis a grafnak 5|A| = 2n éle van. (1 pont)
Mivel minden cstcs legfeljebb 5 élt fog le, (1 pont)
ezért az osszes él lefogdsahoz legalabb (%n) /5 = gn csticsra van sziikség, (1 pont)
és igy 7(G) > 5n. (1 pont)
Mivel az A-beli csticsok egy lefogd ponthalmazt alkotnak, ezért 7(G) < |A| = jn. (1 pont)
fgy 7(G) = an. (1 pont)
Mivel a graf paros, ezért Kénig tétele miatt v(G) = 7(G) = jn. (2 pont)



