Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Zarthelyi feladatok
2022. majus 5.

1. Hany olyan 6 elemi részhalmaza van az {1,2,...,10} halmaznak, ami nem tartal-
mazza részhalmazként az {1, 2,3} halmazt? (A végeredmény szamszerii értékét megadni
nem kell, azonban a megoldasbol ki kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni
egy olyan szamologéppel, ami csak a négy alapmiveletet ismeri.)

2. Létezik-e olyan 1épéssorozat a (8 x 8-as) sakktablan egy léval, amire teljesiil, hogy
minden, egyméastél (egyetlen) 161épés tavolsagra 1évé mezdpar esetén a lépéssorozat
soran pontosan egyszer léplink e kozil a két mez6 koziil az egyikrdl a masikra? (fgy
példaul a lépéssorozat soran a lénak pontosan egyszer kellene vagy a D4-r6l az E6-ra,
vagy az E6-r6l a D4-re 1épnie, mert ez a két mezd egy 16lépésnyire van egymastol. A
sakk szabalyai szerint a 16 egy 1épése abbdl all, hogy el6szor fiiggbleges vagy vizszintes
irdnyba mozog két mez6t, majd erre az irdnyra merélegesen mozog még egy mezot. )

3. A 25 cstcsu G graf csucsai legyenek a siknak azok a vektorai, amiknek mindkét
koordinataja 0 és 4 kozotti egész szam (beleértve a 0-t és a 4-et is). (Ugyanez képletben:
V(G)={(z,y) eR?:0< a,y <4,x,y € Z}.) Az u,v € V(G), u # v vektorok akkor
legyenek szomszédosak G-ben, ha az u + v vektor mindkét koordinataja (szigorian)
kisebb 5-nél. Hatarozzuk meg a G graf x(G) kromatikus szamét.

4. A BFS algoritmus (iranyitott grafokra vonatkozé valtozata) az alabbi (a kévetkez6
feladathoz is tartozd) abran lathaté iranyitott graf cstcsait a kovetkezd sorrendben
jarta be: S, O, O, A, T, O, O. Egészitsiik ki a sorozatot a hidnyzé csiicsok neveivel
(ezeket O jeloli) és adjuk meg a bejarashoz tartozé BFS-fat. (Ebben a feladatban az
éleken szereplé szamoknak nincs szerepe.)

5. a) Hatarozzuk meg a jobbra latha-
t6 hélozatban az X = {S, D, E'} vagés
kapacitasat.

b) Adjunk meg a halézatban egy

maximélis folyamot S-b6l T-be (és
mutassuk meg réla, hogy valdoban ma-
ximalis).
6. A G = (A, B; F) péaros graf mindkét pontosztalya 10 csiicst (vagyis |A| = |B| = 10).
A graf minden e éléhez tartozik egy adott w(e) > 0 nemnegativ stly. Tudjuk, hogy
a graf minden v csucsara teljesiil, hogy a v-re illeszkedd élek Osszsulya legalabb 8 és
legfoljebb 9 (és gy v-re illeszkedik legalabb egy él). Bizonyitsuk be, hogy G-ben van
teljes parositas.

A dolgozatra kérjik jol olvashatéan felirni a kovetkez6 adatokat: név, Neptun-kéd, Neptun szerinti
gyakorlatvezeto neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. Az alairas feltétele a zarthelyin legalabb 24 pont
elérése. A 100%-o0s eredményhez elegendd 50 pontot elérni a 60-bdl, az Osszpontszdm 50 pont feletti
részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamoldgép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe II.
pétzarthelyi feladatok
2022.05.24.

1. Piréziaban a rendszamok 5 karakterbdl allnak, az angol abc 26 betijét és a 10 szamjegyet
lehet hasznalni. Ezen kiviil csak két szabaly van: az els6 és az utols6é helyen nem &llhat
szamjegy és semelyik két egymds melletti karakter sem lehet szamjegy. Hany rendszam
készitheté Pirézidban? (A végeredmény szamszer(i értékét nem kell megadni; azonban a
megoldasbdl ki kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni olyan szamolbégéppel,
amely csak a négy alapmfiveletet ismeri.)

2. Egy 10 csticsu faban van két 5 foku cstcs. Igazoljuk, hogy ez a két cstics szomszédos.

3. A G gréfra teljestil, hogy barmely csicsat torolve, a kapott grafnak van Hamilton-kore.
Igaz-e, hogy G-nek biztosan van Hamilton-utja?

4. Legyenek egy egyszerli graf csicsai az egész szamok 1-t6l 20-ig, két kiilonb6z6 cstcs
kozott vezessen él pontosan akkor, ha a megfelelé szamok szorzata oszthaté 10-zel. Haté-
rozzuk meg a graf kromatikus szamaét.

5. Adjunk meg egy maximélis parositast és egy minimaélis lefog6 élhalmazt az aldbbi graf-
ban.

6*. Létezik-e olyan 10 csticst, 45 éli (G, s, t, ¢) hélozat, melyben minden kapacitds egész
és barmely két s — t vagas kapacitdsa kiillonb6z6?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kéd,Neptun szerinti
gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. Az aldiras feltétele: a zarthelyin legaldbb 24
pont elérése. A 100%-os eredményhez elegendd 50 pontot elérni a 60-bdl, a pontszdm 50 pont
feletti részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat meg-
irdsa kozben szamologép (vagy més segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Dijkoteles po6tlas feladatok
2022. janius 1.

1. Pirézidban lecserélték a rendszamokat, mindegyik 8 karakterbdl all és a karakterek
mindegyike az angol abécé 26 betlijének vagy a 10 szamjegynek az egyike. Ezen kiviil
csak egyetlen szabaly vonatkozik a rendszamokra: mindegyik pontosan 3 szamjegyet
tartalmaz. Hany rendszam készithet6 most Pirézidban? (A végeredmény szdmszerti
értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbdl ki kell dertiljon, hogy hogyan lehet-
ne azt kiszamolni egy olyan szamoldgéppel, ami csak a négy alapmiiveletet ismeri.)

2. Az r = 1,2,...,8 értékek kozil melyikre/melyekre igaz, hogy minden 16 csi-
cst, r-reguldris, egyszerii paros grafban van Euler-korséta? (Egy graf r-regularis, ha
minden csicsanak foka 7.)

3. Egy 9 csticsu egyszerii grafnak 21 éle van. Mutassuk meg, hogy a grafban van
paratlan kor.

000001001
4. A G = (A, B;F) paros graf két pontosztalya le- 011110010
gyen A:{a17a2,...,a8} és B:{blab27"'7b9}' Min- 01 000000O0T1
den 1<i<8és 1 < j <9 esetén a; akkor legyen 010001000
szomszédos bj-vel, ha a jobbra lathaté méatrix ¢-edik so- 101010100
ranak és j-edik oszlopanak keresztezddésében allé elem 01000000 1
1-es. Adjunk meg egy maximalis parositast és egy ma- 100100110
ximalis fiiggetlen ponthalmazt G-ben. 010001001

5. Egy 5 csticsu teljes graf egy Hamilton-korének az éleit helyettesitsiik két-két par-
huzamos éllel. Hatarozzuk meg az igy kapott (5 cstcst és 15 élil) G graf x.(G)
élkromatikus szamat.

6*. a) Legyen G paros graf és M egy maximalis méretii parositas G-ben. Igaz-e min-
dig, hogy M megkaphaté a paros grafokban maximalis méreti parositas keresésére
szolgald javitoutas algoritmus egy helyes futasanak az eredményeképpen, ha az algo-
ritmust az tires parositastol inditjuk?

b) Legyen G irdnyitott graf, s, t € V(G) kiillonboz6 csticsok, ¢ : E(G) — RT U {0}
kapacitasfiiggvény, valamint legyen f egy maximalis értékid folyam a (G, s,t,c) ha-
lozatban. Igaz-e mindig, hogy f megkaphaté a maximalis folyam keresésére szolgald
javitéutas algoritmus egy helyes futdsanak az eredményeképpen, ha az algoritmust
az azonosan nulla folyamtol inditjuk?

A dolgozatra kérjik jol olvashatdéan felirni a kévetkezé adatokat: név, Neptun-kdd.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. Az alairéas feltétele a zarthelyin legalabb 24 pont
elérése. A 100%-os eredményhez elegendd 50 pontot elérni a 60-bdl, az Osszpontszam 50 pont feletti
részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2022. majus 5.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutaté célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. A zarthelyiben egyes
feladatoknak tobb (lényegesen nem eltérd) verzidja is megjelent. Az utmutaté minden feladat egy
verzi6jahoz leirja (legaldbb) egy megoldasanak f&bb gondolatait és kozli az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az ttmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirdsa;
a leirt 1épések egy maximdlis pontszamot éré megoldéas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd
gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példdul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazésa
nélkil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valoban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, ami egy megoldasban érdemi szerephez
juthat és amibdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megol-
dasa volna kaphat6. Ha egy megoldo egy feladatra tobb, egymastél 1ényegesen kiillonbozé megoldést
is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megol-
dasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt
értékeljik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kézott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazd is,
tovabba a dolgozatbdl nem dertil ki, hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb
pontot éré megolddskezdeményt értékeljik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az Gtmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthaték. Az ttmutatoban
leirttol eltéro jo megoldas természetesen maximaéalis pontot ér, bizonyitas nélkiil azonban csak az
el6adason szereplo tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Hény olyan 6 elemii részhalmaza van az {1,2,...,10} halmaznak, ami nem tartalmazza rész-
halmazként az {1,2,3} halmazt? (A végeredmény szamszerii értékét megadni nem kell, azonban a
megoldasbdl ki kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamolégéppel, ami csak
a négy alapmiiveletet ismeri.)

ok ok ok X

Az {1,2,...,10} 6sszes 6 elemi részhalmazainak a szama (160) (az (Z) definici6ja szerint), (2 pont)
aminek az értéke a tanultak szerint 1225762 — 210. (2 pont)
Ezek kozil az {1, 2,3} halmazt tartalmazo6 részhalmazok szama (;), mert ez a szam nyilvan egyenld
a {4,5,...,10} halmaz 3 elemii részhalmazainak a szdmaval (hiszen az 1, 2, 3 elemeken kiviil tovabbi
3 elemet kell vilasztani a részhalmazba a 4, ..., 10 szamok koziil). (2 pont)
Ennek az értéke pedig T5° = 35. (1 pont)
Igy az {1,2,3} halmazt nem tartalmazé részhalmazok szama 210 — 35 = 175. (3 pont)

(160> és (;) konkrét értékét a feladat szovege szerint nem kell kiszamolni, a megfeleld részpontszamok
a kiszamolas modjat mutato felirdsokért jarnak. Ennek megfelelen a végeredményt is elég ezek kii-
lonbségeként megadni. Bar a feladat szévege a négy alapmiivelet hasznalatat engedélyezi, ne vonjunk

le pontot a faktorialis jelolés hasznalataért.

2. Létezik-e olyan 1épéssorozat a (8 x 8-as) sakktablan egy léval, amire teljesiil, hogy minden, egymaés-
t6l (egyetlen) 16lépés tavolsiagra 16vé mezépar esetén a lépéssorozat soran pontosan egyszer 1épiink
e kozil a két mez6 kozil az egyikrol a masikra? (fgy példaul a 1épéssorozat soran a lonak pontosan
egyszer kellene vagy a D4-rél az E6-ra, vagy az E6-r6l a D4-re l1épnie, mert ez a két mezo egy 161é-
pésnyire van egymastol. A sakk szabdlyai szerint a 16 egy lépése abbdl all, hogy eloszor fiiggdleges
vagy vizszintes irdnyba mozog két mez6t, majd erre az irdnyra merdlegesen mozog még egy mezét. )



* ok ok ok ok

A G graf cstcsai legyenek a sakktabla mezoi és két cstics pontosan akkor legyen szomszédos G-ben
(egyetlen él mentén), ha a megfelel6 mezék egy 161épésre vannak egyméastol. Ekkor a feladat altal irt
lépéssorozat 1étezése azt jelenti, hogy G-ben van Euler-séta. (4 pont)
Ha a v cstucs az egyik olyan mez6t jeloli, ami a sakktabla valamelyik sarkaban all6 mezovel élszom-
szédos, akkor v foka 3. Valdban, példaul az A2 mez6 (ami az Al sarokkal élszomszédos) G-beli
szomszédai a Cl, a C3 és a B5 mezok. (2 pont)
Mivel az ilyen mezok szama nyolc, ezért G-nek kettoénél tobb paratlan foku csticsa van. (2 pont)
Igy a tanultak szerint G-ben nincs Euler-séta, ezért a feladatban irt lépéssorozat sem létezik.(2 pont)
G Osszes tobbi (tehat nem sarokmezovel élszomszédos) csicsanak a foka paros, de ennek a ténynek
nincs jelentdsége a megoldas szempontjabol. Ha egy megoldé nem taldlja meg a 3 foku csticsokat és
ezért arra a (téves) kovetkeztetésre jut, hogy a grafban van Euler-séta, akkor egyrészt megkaphatja
az Euler-sétaval valé kapcsolatért jaro elsé 4 pontot, mésrészt tovabbi legfoljebb 2 pontot akkor, ha
(meggy6zéen) érvel G Osszefiiggdsége mellett és igy helyesen alkalmazza a megfelel$ tételt.

3. A 25 cstcsu G graf csicsai legyenek a siknak azok a vektorai, amiknek mindkét ko-
ordindtdja 0 és 4 kozotti egész szam (beleértve a 0-t és a 4-et is). (Ugyanez képletben:
V(G)={(z,y) eR?: 0< z,y < 4,z,y € Z}.) Azu,v € V(G), u # v vektorok akkor legyenek szom-
szédosak G-ben, ha az u + v vektor mindkét koordinataja (szigorian) kisebb 5-nél. Hatérozzuk meg
a G graf x(G) kromatikus szamat.

* ok ok ok ok

G-ben 9 cstiesu klikket alkotnak azok a vektorok, amiknek mindkét koordinatdja legfoljebb 2. Valé-

ban, két ilyen vektor 0sszegének mindkét koordindtaja nyilvan kisebb 5-nél. (2 pont)
lgy w(G) > 9. (1 pont)
Szinezziik ki a fenti klikk cstcsait 9 kiilonboz6 szinnel. (1 pont)

Legyen e kozill a 9 cstics kozil az (0,2) szine piros. Ekkor szinezhetjiik pirosra az 0sszes olyan vek-
tort, amiknek a masodik koordinatdja legalabb 3; valéban, igy barmely két, pirosra szinezett vektor
osszegének a masodik koordinataja legalabb 5, igy ezek kozil egyik sem szomszédos. (2 pont)
Hasonléan, ha (2,0) szine kék, akkor szinezziik kékre az Osszes olyan vektort, amiknek az els6 koor-
dinataja legaldbb 3 és amiket kordbban még nem szineztiink pirosra. Ekkor barmely két kék vektor
Osszegének az els6 koordinatdja legalabb 5, igy ezek kozott sincsenek szomszédosak. (1 pont)
Mivel ezzel G helyes szinezését adtuk meg 9 szinnel, ezért x(G) < 9. (1 pont)
A fentiekbdl és a tanult w(G) < x(G) allitdsbol 9 < w(G) < x(G) <9, amibél x(G) =9. (2 pont)

4. A BFS algoritmus (irdnyitott grafokra vonatkozé valtozata) az alabbi (a kovetkezd feladathoz is
tartoz6) abran lathaté irdnyitott graf csicsait a kovetkezd sorrendben jarta be: S, O, O, A, T, O,
0. Egészitstik ki a sorozatot a hidnyzé csticsok neveivel (ezeket O jeloli) és adjuk meg a bejarashoz
tartoz6 BFS-fat. (Ebben a feladatban az éleken szerepld szamoknak nincs szerepe.)

x ok ok ok ok

Mivel az eljards S utan az abbdl egy élen elérheté cstucsokat sorolja fol, ezért a masodik és a
harmadik helyen B és D &ll valamilyen sorrendben. (1 pont)
Mivel azonban B, D és A utan az ezek koziil els6nek felsorolt csiicsbol egy élen elérhetd (és korabban
fel nem sorolt) csicsoknak kell kovetkeznie, ezért a masodik helyen D kell alljon, hiszen B-bél T-be
nem vezet él. (2 pont)
Igy A utdn a D-bél egy élen elérhetd (és korabban még be nem jart) csticsok, vagyis T és F
felsorolasa kell kovetkezzen. (2 pont)
Ebbdl méar kideriilt a teljes sorozat, hiszen az utols6é helyre a megmaradé C' csticsnak kell kertilnie:
S,D,B, AT, E,C. (2 pont)
A fentiekbdl az is kideriilt, hogy az eljaras a D, B és A csiicsokat S-bol, a T' és E cstucsokat pedig
D-bél éri el. Az utolsénak bejart C' csticsot viszont nyilvan B-bél. Igy a BFS-fa élei: (S, D), (S, B),
(S, A), (D, T), (D,E), (B,C). (3 pont)



5. a) Hatdrozzuk meg a jobbra lathaté
hélozatban az X = {S, D, E'} vagéas ka-
pacitasat.

b) Adjunk meg a hél6zatban egy ma-
ximalis folyamot S-bél T-be (és mutas-
suk meg réla, hogy val6ban maximalis).

Az X ={S, D, E} halmazbdl kilép6 élek: (S, A), (S, B), (D,T) és (E,T); ezeknek a kapacitasa sorra
4,7,9 és 5. gy az X vagas kapacitdsa 4 4+ 749+ 5 = 25. (2 pont)
Az aldbbi dbran lathaté folyam értéke (az S-bél kilépé éleken a folyamértékek Osszege) 14. (2 pont)
Az ugyancsak az dbran lathat6 {S, A, B, C, E'} vagés kapacitdsa (a pirossal jelolt kapacitdsok 6ssze-

ge) szintén 14. (3 pont)
Mivel tetszoleges folyam értéke legfoljebb akkora, mint tetszéleges vagas kapacitasa, ezért a 14 ka-
pacitdsu vagas bizonyitja, hogy a 14 értékl folyam maximalis. (3 pont)

Az utolsé 3 pont annak jar, aki érdemben indokolja, hogy a megadott folyam maximalis. Ez persze
torténhet méashogy is, mint a fenti megolddsban (példdul a javitéutas algoritmus futtatasaval, hivat-
kozva arra, hogy a tanultak szerint az maximalis folyamot talal, illetve annak a leirasaval, hogy az
utolsé segédgrafban mely pontok érheték el S-bél), de tires frazisok (mint példaul: ,a Ford-Fulkerson
tétel miatt”) nem érnek pontot.

6. A G = (A, B; E) paros graf mindkét pontosztalya 10 csicstu (vagyis |A| = |B| = 10). A graf
minden e éléhez tartozik egy adott w(e) > 0 nemnegativ sily. Tudjuk, hogy a graf minden v cstcsara

teljestil, hogy a v-re illeszked6 élek Gsszstlya legalabb 8 és legfoljebb 9 (és igy v-re illeszkedik legalabb
egy él). Bizonyitsuk be, hogy G-ben van teljes parosités.

* ok ok ok ok

Legyen X C A tetszéleges. Ekkor az X és N(X) kozotti élek osszsilya legalabb 8 - | X |, mert minden
xr € X csucsra illeszkedd élek osszsilya legalabb 8 (és ezek az élek mind N (X )-be érkeznek).(1 pont)
lgy az N(X)-be érkez6 osszes él sszsulya is legalabb 8 - | X|, mert az N(X)-be X-en kiviilr6l érkezé

élek Osszstlya nemnegativ. (1 pont)
Masrészt az N(X)-be érkezé élek osszstlya legfoljebb 9 - |N(X)|, mert minden y € N(X) cstcsra
illeszked6 élek Gsszstlya legfoljebb 9. (1 pont)
Ezekbdl tehat 8 - | X[ < 9- |N(X)|, vagyis |[N(X)] > 5] X]. (1 pont)

Kovetkezik, hogy ha | X| < 8, akkor [N (X)| > | X| (mert | X| < 8 esetén 3|X| > |X|—1). (2 pont)
Tegyiik most fel, hogy |X| = 9 és legyen az X-be nem tartoz6 egyetlen A-beli cstcs z. Ha most
|IN(X)| < 8 volna, akkor az N(X)-be nem tartozo, legaldbb két csics csak z-vel lehetne szomszé-
dos. Ez azonban lehetetlen, mert igy a z-be érkezd élek osszstilya legaldbb 2 - 8 = 16 volna. Igy

IN(X)| > | X]| teljestl | X| =9 esetén is. (1 pont)
Végiil ha | X| = 10, vagyis X = A, akkor N(X) = B (és igy |[N(X)| = 10). Valéban, kiilonben B-ben
kellene legyen izolalt csics, ami a feladat szovege szerint lehetetlen. (1 pont)

Megmutattuk tehat, hogy |[N(X)| > |X| minden X C A esetén teljesiil. Mivel emellett |A| = |B| = 10
is igaz, ezért a tanult (Hall vagy Frobenius) tétel szerint G-ben val6ban van teljes parositas.(2 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
potzarthelyi feladatok
pontozasi utmutatod
2022. méajus 24.

Altaldnos alapelvek.

A pontozasi atmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az ttmuta-
tonak nem célja a feladatok teljes értékli megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések egy
maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsoldédo
gondolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példdul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa
azok alkalmazdsa nélkiill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény
a megoldasban valdban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatéban feltiintetett
pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes
mértékben a javitd hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerep-
hez juthat és amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat
hibatlan megoldéasa volna kaphatd. Ha egy megoldd egy feladatra tobb, egymastél lényegesen
kiillonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt
megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithetd, akkor a legtobb részpontot
ér6 megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és
(Iényeges) hibét tartalmazo is, tovabba a dolgozatbdl nem dertil ki, hogy a megold6 melyiket
tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megolddskezdeményt értékeljik (akkor is, ha
ez a pontszam 0).

Az itmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az itmutatéban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, bizonyitas nélkiil hivatkozni
azonban csak az elcadason szerepld tételekre és allitasokra lehet.

1. Pirézidban a rendszamok 5 karakterbdl allnak, az angol abc 26 betiijét és a 10 szamjegyet
lehet hasznalni. Ezen kiviil csak két szabaly van: az els6 és az utolsoé helyen nem allhat szam-
jegy és semelyik két egymas melletti karakter sem lehet szamjegy. Hany rendszam készitheto
Piréziaban? (A végeredmény szamszert értékét nem kell megadni; azonban a megoldasbdl ki
kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni olyan szamologéppel, amely csak a négy
alapmiiveletet ismeri.)

T S S

Els6 megoldas. Foglalkozzunk el6szor a 3 kozépso karakterrel. Ezek kozt csak két szamjegy
lehet és az is csak akkor, ha a két szamjegy a 2. és a 4. poziciéban van (ellenkezé esetben lenne

két szomszédos szamjegy). (1 pont)
Harom esetet kell tehat megkiilonboztetniink: amikor 0, 1, illetve 2 szamjegy van a kozépso 3
karakter kozott. (1 pont)

0 szamjegy 263-féleképp fordulhat elé, mert az elsé karakter 26-féle lehet, majd mind a 26
kezdést 26-féleképp folytathatjuk, és az igy kapott 262-féle esetet 26-féleképp fejezhetjiik be
(indoklas gyanént hivatkozhatunk arra is, hogy ez az ismétléses variacié tipikus esete).

(1 pont)



1 szamjegy 3 - 10 - 262-féleképp fordulhat el, mert a szamjegy helye 3-féle lehet, majd az imént
latotthoz hasonlé dontéseket kell hoznunk: a szamjegy 10-féle, a betiik 26-félék lehetnek.

(2 pont)
2 szamjegy 10? - 26-féleképp fordulhat eld, mert a szamjegyek helye ekkor rogzitett. (2 pont)
Mivel a 3 eset koziil pontosan az egyik fordul eld, (1 pont)
ez Osszesen 26% + 3 - 10 - 26% + 10% - 26 = 26 - (26 - 26 + 30 - 26 + 100) lehetSség. (1 pont)

A rendszédmok szamat ebbdl (a kordbban latott indoklas miatt) kétszeri 26-tal szorzéssal kapjuk
(hiszen az els6 és az utolsé karakter is 26-féle lehet), az tehat 26 -26-26- (26 - 26 +30- 26+ 100).
(1 pont)

Masodik megoldas. A karakterek kozt csak két szamjegy lehet és az is csak akkor, ha a két
szamjegy a 2. és a 4. poziciéban van (ellenkezé esetben lenne két szomszédos szamjegy vagy a

szélsé karakterek valamelyike szémjegy lenne). (2 pont)
Harom esetet kell tehat megkiilonboztetniink: amikor 0, 1, illetve 2 szdmjegy van a rendszam-
ban. (1 pont)

0 szamjegy 26°-féleképp fordulhat eld, mert az elsé karakter 26-féle lehet, majd mind a 26
kezdést 26-féleképp folytathatjuk, az igy kapott 262-féle esetet 26-féleképp folytathatjuk, s.i.t.
(indoklas gyanant hivatkozhatunk arra is, hogy ez az ismétléses variacio tipikus esete).

(1 pont)
1 szdmjegy 3 - 10 - 26*-féleképp fordulhat els, mert a szdmjegy helye 3-féle lehet (hiszen nem
lehet szélen), majd az imént latotthoz hasonlé dontéseket kell hoznunk: a szamjegy 10-féle, a

betiik 26-félék lehetnek. (2 pont)
2 szamjegy 10? - 263-féleképp fordulhat eld, mert a szdmjegyek helye ekkor rogzitett. (2 pont)
Mivel a 3 eset kozil pontosan az egyik fordul eld, (1 pont)
ez Osszesen 26° + 3 - 10 - 26% + 10% - 263 = 26 - 26 - 26 - (26 - 26 + 30 - 26 + 100). (1 pont)

Bar a feladat szovege a négy alapmiivelet hasznalatat engedélyezi, ne vonjunk le pontot a
hatvanyok hasznalataért.

2. Egy 10 csucesu faban van két 5 foka cstcs. Igazoljuk, hogy ez a két cstcs szomszédos.

O SR S

(
Ha a két 5 foku cstics nem lenne szomszédos, (
akkor 6sszesen 10 (kiilonbo6z6) él vezetne ki beléliik, (5 pont
ami lehetetlen, igy a két cstics csakugyan szomszédos kell legyen. (

Masodik megoldds. Legyen a fa leveleinek (vagyis 1 foku csticsainak) szdma k, a két 5 foku

cstcstol kilonbozé nem levelek szama ekkor 10 — k — 2. (1 pont)
A fokszamok 6sszege ekkor legaldbb 2 -5+ k +2(10 — k — 2) =26 — k. (2 pont)
A fokszamok 6sszegérol ugyanakkor tudjuk, hogy a fa élszamanak kétszerese, vagyis a tanultak
szerint (10 cstcsu fanak 9 éle van) 18. (2 pont)
gy 26 — k < 18, (1 pont)
vagyis k > 8. Mivel k£ nem lehet nagyobb 8-nél (hiszen csak 10 cstics van, melyek koziil legalabb
2 nem levél), k = 8. (1 pont)
Ha a két 5 foku cstcs nem lenne szomszédos, akkor tehat csak levelek lennének a szomszédaik,

(1 pont)

igy a graf nem lenne Osszefliggd, ami lehetetlen. (Azzal is érvelhetiink, hogy ekkor a grafnak
12 csticsa lenne, hiszen az 5 foku cstcsok 1 fokt szomszédai ekkor mind kiilonb6zék lennének).
(2 pont)



3. A (G gréafra teljesiil, hogy barmely cstcsat torolve, a kapott grafnak van Hamilton-kore.
Igaz-e, hogy G-nek biztosan van Hamilton-utja?

* ok ok ok Xk

G-nek nincs izolalt pontja, (1 pont)
ellenkez6 esetben ugyanis az izolalt ponttdl kiillonbozé csticsok barmelyikét torolve, a kapott
grafnak nem lenne Hamilton-kore. (2 pont)
Legyen v a GG egy tetszoleges csticsa. A v torlésével kapott grafnak a feladat feltétele szerint
van Hamilton-kore, egy ilyet jeloljink H-val. (1 pont)
Mivel v nem izolalt pont, 1étezik egy w szomszédja G-ben. (2 pont)

Hagyjuk el a H korbél a w-re illeszkedd két él egyikét, a kapott utat jeloljik P-vel. (2 pont)
Ha most a P utat megtoldjuk a {v,w} éllel, akkor G egy Hamilton-utjat kapjuk, az allitas
tehat igaz. (2 pont)

Persze az is igaz, hogy G Osszefliggd (s6t, konnyti belatni, hogy 3-szorosan Osszefliggd), nem
csak az, hogy nincs izolalt pontja, de a bizonyitas soran elég ez utébbit kihasznélni. Nem igaz
viszont, hogy G-nek biztosan van Hamilton-kore is, a legkisebb ellenpélda erre a Petersen-graf.
A feladat feltételének eleget tevo, de Hamilton-korrel nem rendelkez6 grafokat hypohamiltonian
grafoknak nevezik és a vizsgalatuknak komoly irodalma van.

Megjegyzés. A feladat egy picit pontatlanul lett kitiizve, nem koveteltitk meg ugyanis, hogy
a graf egyszerli (vagy legalabb hurokélmentes) legyen, igy szigortian véve az éllitds nem igaz:
egy két csiicsbodl és a cstucsokra illeszked6 egy-egy hurokélbdl allo graf teljesiti a feltételt, de
nincs Hamilton-itja. Aki erre a tényre mutat ra, az természetesen maximalis pontszamot kap.
(Erdemes megfigyelni, hogy a fenti bizonyitasban hol kell kihasznalni, hogy a graf egyszerii.)

4. Legyenek egy egyszerii graf csicsai az egész szamok 1-t6l 20-ig, két kiillonb6z6 cstcs kozott
vezessen él pontosan akkor, ha a megfelel6 szamok szorzata oszthatd 10-zel. Hatarozzuk meg
a graf kromatikus szamat.

* ko ok ok Xk

A 2,5,10, 20 csucsok klikket alkotnak a grafban, hiszen barmelyik kett6 szorzata oszthatd 10-
zel, (2 pont)
a kromatikus szam tehdt legaldbb 4. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy a graf szinezheté 4 szinnel, vagyis a kromatikus szam pontosan 4. (1 pont)
Szinezzilk a 2,5,10,20 csucsokat rendre a piros, kék, zold, sarga szinekkel, ezt a szinezést

terjesztjuk ki a graf osszes cstcsara. (1 pont)

A pératlan szdmokat szinezziik kékre, (1 pont)

a paros b-tel nem oszthatdkat pedig pirosra, ezzel minden hatralévo csticsot megszineztiink.
(1 pont)

Ez a szinezés valoban jo lesz: zold és sarga csicsbol csak egy van, a kékek mind paratlanok,
igy semelyik kettonek a szorzata sem lehet 10-zel oszthatd, a piros csicsok pedig nem oszt-
hatdk 5-tel, igy szintén teljestil, hogy semelyik kettd szorzata sem lehet 10-zel oszhatd. (3 pont)

A 10 és 20 csticsok minden mas cstcesal Ossze vannak kotve, de ezért a megallapitasért még ne
adjunk pontot. Ha azonban valaki ramutat, hogy emiatt ez a két cstics sajat szint kell, hogy
kapjon, akkor adjunk 1 pontot (amennyiben a szerzé ezzel nem 1épi til a 10 pontot).

5. Adjunk meg egy maximalis parositast és egy minimalis lefogd élhalmazt az alabbi grafban.



Az aldbbi dbran a vastagitott élek 4 éli parositést, (1 pont)
a nagyobb méretii csicsok pedig 4 elemi lefogé ponthalmazt alkotnak. (1 pont)

Megmutatjuk, hogy a megadott parositas maximalis. Az eléadasrol tudjuk, hogy barmely G
grafra v(G) < 7(G) teljesiil. (1 pont)
A 4 éli pérositas igazolja, hogy v(G) > 4, ( )
a 4 csuesu lefogd ponthalmaz pedig igazolja, hogy 7(G) < 4. ( )
gy 4 < v(G) < 7(G) < 4, ami csak tgy teljesiilhet, ha mindeniitt egyenlség all, (1 pont)
v(G) = 4 pedig igazolja a parositasunk maximalitasat. ( )
Az alabbi dbrén a vastagitott élek 13 éli lefogo élhalmazt alkotnak. ( )

Megmutatjuk, hogy ez minimélis lefog6 élhalmaz. Gallai tétele szerint o(G)+v(G) = |V (G)| =

17. (1 pont)
Mivel tudjuk, hogy v(G) = 4, innen o(G) = 13, ami igazolja a kérdéses lefogd élhalmaz
minimalitdsét. (1 pont)

Aki a fenti megoldast ugy irja le, hogy a lefogd ponthalmaza valéjaban nem lefogd, az nem
kaphatja meg a masodik, harmadik, 6todik, hatodik és hetedik részpontszamot, kivéve ha
teljesen egyértelmii, hogy nem elvi hibar6l van sz6 (vagyis az illeté tisztdban van a lefogd
Aki a lefogo élhalmazt adja meg ugy, hogy az val6jaban nem lefogd, az nem kaphatja meg a
nyolcadik és a tizedik részpontot és a kilencediket is csak akkor, ha egyértelmii, hogy tisztaban

6*. Létezik-e olyan 10 cstcst, 45 éli (G, s, t, ¢) halézat, melyben minden kapacitds egész és
barmely két s — t vagas kapacitasa kiillonb6z6?

O SR S

Létezik ilyen halozat. (0 pont)
Legyen egy irdnyitott él G barmely két csiicsa kozott pontosan az egyik irdnyban, (1 pont)
az s-re illeszkedd élek mutassanak ki s-bol. Ekkor barmely két kiillonb6zo s — t vagasra igaz,

hogy a bel6lik kimutaté élek halmaza kiillonbozo, (1 pont)
mert s minden s — ¢t vagasban benne van, igy a beldle indul6 élek koziil pontosan azok mennek
ki egy X s —t vagasbodl, melyek végpontjai nincsenek X-ben. (2 pont)



Szamozzuk most meg az dsszes élet 0-t6l 44-ig és az 4. ¢l kapacitdsa legyen 2°. (3 pont)
Ekkor barmely élhalmaz o6sszkapacitasa egy 45 jegyl kettes szamrendszerbeli szam lesz, igy
kiillonb6z6 élhalmazokhoz kiilonb6z6 szamok tartoznak, (2 pont)
igy barmely két s — ¢ vadgas kapacitdsa kiilonbozé kell legyen. (1 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Dijkoteles potlas feladatok — pontozasi utmutatd
2022. janius 1.

Altaldnos alapelvek.

A pontozéasi utmutaté célja, hogy a javitdk a dolgozatokat egységesen értékeljék. A zarthelyiben egyes
feladatoknak tobb (1ényegesen nem eltérd) verzidja is megjelent. Az ttmutaté minden feladat egy
verzi6jahoz leirja (legaldbb) egy megoldasanak fébb gondolatait és kozli az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az tutmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirdsa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6dd
gondolat egy attekintheto, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy péld4ul az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazésa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldésért, ami egy megoldasban érdemi szerephez
juthat és amibdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megol-
dasa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy feladatra tobb, egymastél 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast
is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megol-
dasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithetd, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt
értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazo is,
tovabba a dolgozatbdl nem dertil ki, hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb
pontot éré megolddskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az Utmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmutatoban
leirttél eltéro jo megoldas természetesen maximaélis pontot ér, bizonyitas nélkiil azonban csak az
eldadason szereplo tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Piréziaban lecserélték a rendszamokat, mindegyik 8 karakterbdl all és a karakterek mindegyike
az angol abécé 26 betlijének vagy a 10 szamjegynek az egyike. Ezen kivil csak egyetlen szabaly
vonatkozik a rendszamokra: mindegyik pontosan 3 szamjegyet tartalmaz. Hany rendszam készitheto
most Pirézidban? (A végeredmény szamszerii értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbdl ki kell
deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy alapmiiveletet
ismeri.)

* ok ok ok ok

El6szor valasszuk ki a 8 karakter koziil azt a 3-at, ahova a szamjegyek keriilnek. A lehetoségek szama

(az ismétlés nélkilli kombindciondl tanultak szerint) (§) = (1 pont)
= 878 = 56. (2 pont)
Ezutan a kijelolt hdrom helyen a szdmjegyeket 103-féleképp tolthetjiik ki, (1 pont)

mert az elsé 10-féle lehet, mind a 10 kezdést 10-féleképp folytathatjuk, az igy kapott 10%-féle esetet
pedig 10-féleképp fejezhetjitk be (vagy az ismétléses variaciénal tanultakra hivatkozassal). (1 pont)
Hasonlban, az 6t megmaradé helyen a betfiket 26°-féleképpen tolthetjiik ki. (1 pont)
A rendszamok szama igy végiil is 56 - 103 - 26°, (2 pont)
mert a (g) valasztas mindegyikéhez 103-féleképp vélaszthatunk szdmjegyeket és minden igy kapott
esethez 26°-féleképp valaszthatunk betiiket. (2 pont)
(g) konkrét értékét a feladat szovege szerint nem kell kiszamolni, a megfeleld részpontszam a kisza-
molas modjat mutato felirdasért jar. Ennek megfeleloen a végeredményt is elég ezzel megadni. Béar a
feladat szovege a négy alapmivelet haszndlatat engedélyezi, ne vonjunk le pontot a hatvany jelolés
hasznélataért.



2. Az r = 1,2,...,8 értékek kozil melyikre/melyekre igaz, hogy minden 16 csticsu, r-regularis,
egyszeri paros grafban van Euler-kérséta? (Egy graf r-regularis, ha minden csiicsanak foka r.)

* ook ok ok X

A tanultak szerint olyan grafban, melyben van péaratlan fokua cstics, nem lehet Euler-korséta, igy az
r =1,3,5,7 értékek nem megfelelsk. (1 pont)
Az r = 2 és r = 4 értékekre sem igaz az allitas, mert létezik olyan 16 cstcst, 2-regularis, illetve
4-reguldris egyszerti, paros graf, melynek egynél tobb (élt tartalmazd) komponense van, igy nincs

benne Euler-kérséta. (1 pont)
(Ne vonjunk le pontot azért, ha a megoldds nem tér ki arra, hogy a komponensek tartalmaznak élt.)
Az elébbire példa (masok mellett) két 8 csicsu kor unidjaként kapott graf, (1 pont)

az utébbira pedig két K, 4 teljes paros graf unidjaként el6allé graf. (A K44 graf mindkét pontoszta-
lyaban 4 cstcs van és minden olyan cstcspar szomszédos, aminek a tagjai kiilonb6z6é pontosztalyba
tartoznak.) (2 pont)
Az r =6 és r = 8 esetekben viszont a graf osszefiiggé kell legyen. Valéban, ha a két pontosztalyt A
és B jeloli és a € A tetszlleges cstcs, akkor a-val egy komponensbe kell tartozzon annak a legalabb
6 B-beli szomszédja, valamint ezek koziil egy tetszélegesnek az a-tol kiilonbozo, legalabb 5 A-beli
szomszédja is. Igy minden komponens legaldbb 12 csticst, vagyis a 16 csicsi G grafnak csak egy

komponense lehet. (3 pont)
Mivel az olyan 0sszefiigg6 grafoknak pedig, melyeknek nincs paratlan foku cstcsa, a tanultak szerint
van Euler-korsétaja, ezért az r = 6 és r = 8 esetekben az allitas igaz. (2 pont)

Az r = 8 esetben a graf osszefiiggdségét rovidebben, példaul a Dirac-tételre hivatkozassal is lehet
indokolni. Ha egy megoldé csak az r = 8 esetre mutatja meg az Osszefiiggoséget, akkor a megfelel6 3
ponthdl 1-et kapjon meg.

3. Egy 9 csticsu egyszeri grafnak 21 éle van. Mutassuk meg, hogy a grafban van paratlan kor.

* ok ok ok X

Jelolje a grafot G és tegytk fel, hogy G-ben nincs paratlan kor. (0 pont)
Ekkor a tanultak szerint G paros gréf kell legyen. (3 pont)
Ha G kisebbik pontosztalyaban x cstics van, a nagyobbikban pedig 9 — z, akkor az éleinek a szama
legfoljebb x - (9 — x) (3 pont)
(mert a graf egyszert). (0 pont)

A széba jové x = 0,1, 2, 3,4 értékekre tehat G élszama legfoljebb 0, 8, 14, 18, illetve 20. (1 pont)
G-nek tehat mindenképp legfoljebb 20 éle van, ami kevesebb a feladatban szerepld 21 élnél. Igy

G-nek csakugyan kell legyen paratlan kore. (3 pont)
000001001
4. A G = (A, B;E) paros graf két pontosztilya legyen 011110010
A:{al,ag,...,ag} és B:{bl,b27...,b9}. Minden 1<:<8 és 010000001
1 < j <9 esetén a; akkor legyen szomszédos b;-vel, ha a jobbra 010001000
lathato méatrix i-edik soranak és j-edik oszlopanak keresztezddésé- Lo1ro1o100
ben &all6 elem 1-es. Adjunk meg egy maximalis parositast és egy 010000001
maximalis fiiggetlen ponthalmazt G-ben. 100100110
010001001




Példéul M = {{a1,be}, {az,bs}, {as,bo}, {as, ba}, {as, bs}, {az,bs}} 6 élit pérositds G-ben (hiszen az
élei koziil semelyik kettének nincs kozos végpontja). (1 pont)
Az X = {as, a5, ay, by, bg, by} halmaz lefog ponthalmaz G-ben (ez a feladatban megadott matrixbél
kénnyen ellendrizhetd: a megfelelé sorok és oszlopok egyiitt minden 1-est tartalmaznak). (3 pont)

M létezése bizonyitja a v(G) > 6 allitast, X létezése pedig a 7(G) < 6 allitast. (141 pont)
Igy a tanult v(G) < 7(G) Allitds miatt G-re 6 < v(G) < 7(G) < 6. Ebbél v(G) = 6, vagyis a
megadott M pérositds maximalis. (1 pont)
Ugyanebbdl 7(G) = 6 is adédik, igy a(G) = |V(G)| — 7(G) = 17 — 6 = 11 a tanult (Gallairdl
elnevezett) tétel szerint. (1 pont)

11 cstcsu fiiggetlen ponthalmazt alkotnak az (X lefogé ponthalmazba nem tartozod)
{a1, a3, ay, ag, a7, by, bs, by, bs, by, bg} csicsok, mert ezek koziil semelyik ketté nem szomszédos. gy
ez maximalis fiiggetlen ponthalmaz G-ben. (2 pont)
A v(G) < 7(G) allitas helyett lehet (bar sziikségtelen) Kénig tételére is hivatkozni, ami szerint paros
grafban v(G) = 7(G). A v(G) = 6 allitas indoklasaért jaré Osszesen 3 pont viszont csak annak jar,
aki meggy6zben és vildgosan indokolja, hogy a megadott parositds maximalis. (Ures frazisok, mint
példaul ,Ko6nig tétele miatt” nem érnek pontot.) Megjegyezziik, hogy a maximadlis parositast és a
minimalis lefogd ponthalmazt természetesen érdemes az eldadason tanult javitéutas algoritmussal ke-
resni; azonban (ahogy az a fentiekbdl 1atszik) egy teljes értékii megoldashoz nem feltétleniil sziikséges
ennek a lépéseit dokumentdlni. Azonban a parositds maximalitasanak és a lefogé6 ponthalmaz mini-
malitdsdnak az indoklasat is lehet az algoritmusra alapozni: ha (meggyézéen) megmutatjuk, hogy
az adott parositasra nézve nincs javitont, akkor a tanultak szerint az maximaélis; ha pedig ebben az
esetben X az A-beli, a parositas altal lefedetlen csticsokbdl alternald tton elérheté B-beliekbdl és
az alternalé uton el nem érheté A-beliekbdl all, akkor az a tanultak szerint minimalis méretii lefogd
ponthalmaz.

5. Egy 5 cstcsu teljes graf egy Hamilton-korének az éleit helyettesitsiik két-két parhuzamos éllel.
Hatérozzuk meg az igy kapott (5 csticst és 15 élii) G graf x.(G) élkromatikus szamét.

X ok ok ok ok

El6szor megmutatjuk, hogy G élei megszinezhetok 8 szinnel. (0 pont)
Valasszunk el6szor a megduplazott élparok mindegyikébol egy-egy élt. Ezek egyiittesen egy 5 hosszu
kort alkotnak, igy nyilvan megszinezhetok 3 szinnel. Ha most ezeket az éleket elhagyjuk, akkor egy 5
csucsu teljes grafot kapunk. Mivel ebben minden pont foka 4 (és ez mar egyszer(i graf), ezért Vizing
tétele szerint az élei megszinezhetSk tovabbi 5 szinnel. Igy G éleit valoban megszineztilk Gsszesen

5+ 3 = 8 szinnel. (4 pont)
Vegyiik most G-nek egy tetszoleges, helyes élszinezését. Ebben minden szint legfoljebb két él kaphat
meg, mert harom, azonosan szinezett élnek 0sszesen mar 6 végpontja kellene legyen. (2 pont)
Mivel G-nek 6sszesen 15 éle van és minden szint csak kétszer hasznalhatunk, ezért legalabb 8 szinre
van sziikség egy helyes élszinezéséhez. (3 pont)
A fentiek szerint tehat x.(G) = 8. (1 pont)

A fenti pontozés szerinti elsé 4 pont természetesen jar azért, ha a megoldé megadja (lerajzolja) G egy
helyes élszinezését 8 szinnel. Mivel G nem egyszert graf, ezért rd a Vizing-tétel nem alkalmazhato,
igy egy 8 szinnel valo élszinezés 1étezése ezen a moédon nem indokolhatd, az ilyen probéalkozasokért
nem jar pont (de persze ettdl fiiggetleniil a 7 szinnel val6 élszinezés lehetetlenségéért jar6 részpontok
megadhatdk).



6*. a) Legyen G péros graf és M egy maximdlis méretli parositds G-ben. Igaz-e mindig, hogy M
megkaphato a paros grafokban maximalis méretii parositas keresésére szolgald javitéutas algoritmus
egy helyes futasanak az eredményeképpen, ha az algoritmust az tires parositastol inditjuk?

b) Legyen G irdnyitott graf, s,t € V(G) kiillonbo6z6 cstcsok, ¢ : E(G) — R U {0} kapacitdsfiigg-
vény, valamint legyen f egy maximaélis értéki folyam a (G, s, t, c) hél6zatban. Igaz-e mindig, hogy
f megkaphato a maximaélis folyam keresésére szolgdld javitéutas algoritmus egy helyes futasanak az
eredményeképpen, ha az algoritmust az azonosan nulla folyamtol inditjuk?

* ok ok ok %

a) Legyen M = {ey,...,e;}. Ekkor e; (a végpontjaival) 1 éli javitoutat alkot az tires pérosi-
tasra nézve és minden 2 < i < k esetén e; (a végpontjaival) ugyancsak 1 éli javitéutat alkot az
M; = {e,...,e;_1} parositasra nézve. (3 pont)
Igy sorra ezeket a javitéutakat vélasztva az algoritmus egy helyes futdsabél M-et kapjuk, vagyis a
valasz igen. (1 pont)

b) Itt a valasz mar nemleges, ezt egy ellenpéldaval mutatjuk meg. (0 pont)
Legyen V(G) = {s,t,v} és alljon G élhalmaza az e; = (s,v), ea = (v,t), e = (v,t) élekbol
(vagyis ey és ez parhuzamos élek). Legyen tovabba minden e élre c¢(e) = 1, valamint f(e;) = 1
és flea) = fles) = 3 (2 pont)
Ekkor f valoban folyam (mert megfelel a folyam definici6janak) és az értéke my = 1. (1 pont)
Réadasul f nyilvin maximalis folyam, mert az X = {s} vagas kapacitdsa 1, igy G-ben nem létezhet
1-nél nagyobb értékii folyam. (1 pont)

Azonban a javitéutas algoritmus nem adhatja f-et. Valoban, mivel minden él kapacitasa egész és az
eljarast az azonosan nulla folyamtél inditjuk, ezért a tanultak szerint az olyan folyammal all meg,
amiben minden élen a folyamérték egész. (2 pont)
A Db) feladatban természetesen sok més ellenpélda is adhat6. (A legkisebb ellenpélda az, amire
V(G) = {s,t} és G-nek egyetlen e éle van, egy s-re vagy t-re illeszkedé hurokél, amire f(e) = c(e) = 1.
Ez az ellenpélda azonban kicsit ,sportszertitlen”, ezért fentebb egy mésikat irtunk le.) Létezik olyan
ellenpélda is, amiben f megkaphat6 volna az algoritmus futasabol, de csak akkor, ha a segédgrafban
nem mindig a legrovidebb javitéutak egyikét valasztanank; mivel a tanultak szerint az eljaras soran
mindig egy legrévidebb javitéutat kell valasztani, ezért az ilyen példék is teljes értékiiek és maximalis
pontot érnek.



