Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Zarthelyi feladatok
2018. aprilis 23.

1. A G egyszerli graf cstcshalmaza legyen V(G) = {1,2,...,10}. Az z,y € V(G),
xr # y csicsok pontosan akkor legyenek szomszédosak G-ben, ha |x — y| < 2. Van-e
G-nek olyan feszitofaja, amely

a) tartalmazza G-nek az 6sszes olyan {z,y} élét, amelyre z,y < 3 teljesiil;

b) tartalmazza G-nek az 6sszes olyan {x,y} élét, amelyre |z — y| = 2 teljesiil?

2. Sikbarajzolhato-e az alabbi graf? Ha igen, rajzoljuk le a sikba tgy, hogy az élei
egyenes szakaszok legyenek; ha nem, akkor bizonyitsuk ezt be.

3. A G egyszerli graf csticshalmaza legyen V(G) = {1,2,...,10}. Az z,y € V(G)
csticsok pontosan akkor legyenek szomszédosak G-ben, ha |x —y| = 3 vagy |z —y| = 5.
Hatarozzuk meg a G graf

a) x(G) kromatikus szamat;

b) x.(G) élkromatikus szamat.

4. Hagyjuk el a 3. feladatban definidlt G grafbdl a {3,8} élt, a kapott grafot jeloljik
H-val. (H csticshalmaza tehat azonos G-ével, az éleinek a szama viszont eggyel kisebb.)
a) Hatarozzuk meg v(H)-t, a H-beli fiiggetlen élek maximalis szamanak értékét és
adjunk meg H-ban egy maximalis fiiggetlen élhalmazt.
b) Hatérozzuk meg a(H)-t, a H-beli fiiggetlen pontok maximalis szamanak értékét
és adjunk meg H-ban egy maximalis fliggetlen ponthalmazt.

5. Adjunk meg az alabbi halézatban egy 6*. Felsorolhatok-e az {1,2,...,10} hal-
maximalis folyamot (S-bél T-be). maz Osszes négy elemii részhalmazai
egyetlen sorozatban tugy, hogy a soro-
zatban egymas mellett all6 részhalma-
zoknak mindig legyen legalabb két kozos
eleme (és a sorozat minden részhalmazt

pontosan egyszer tartalmazzon)?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezeto neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. Az alairas feltétele: a zarthelyin legalabb 24 pont
elérése. A 100%-os eredményhez elegendd 50 pontot elérni a 60-bdl, az dsszpontszam 50 pont feletti
részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe II.
potzarthelyi feladatok
2018.05.14.

1. Legyen G egyszert, Osszefiiggd, sikbarajzolhato graf. Mutassuk meg, hogy ha G-
bal toroljiik két éldiszjunkt (vagyis kozos élet nem tartalmazo) feszitéfajanak éleit,
akkor a kapott graf biztosan nem lesz Gsszefiiggd.

2. A K33 teljes paros grafba behizunk két nem csatlakozoé élet tigy, hogy a kapott
G graf egyszert legyen. Hatarozzuk meg G kromatikus szamat.

3. Egy 20 csucsu faban 11 cstcs foka 1 és a maradék 9 csics foka is azonos (de
persze nem 1). Hatarozzuk meg a fa élkromatikus szamét.

4. Dontsiik el, hogy az alabbi graf intervallumgraf-e.
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5. Adjunk meg az alabbi hal6zatban egy maximaélis folyamot és egy minimélis s-t
vagast.

6*. Adjunk meg olyan grafot, melybdl tiz alkalmas élet torélve a kromatikus szam
tizzel csokken és hatarozzuk meg az ilyen grafok csicsszamanak minimumat.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkez6 adatokat: név, Neptun-kod, Neptun
szerinti gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaids 90 perc. Az aldirds feltétele: a zarthelyin leg-
alabb 24 pont elérése. A 100%-os eredményhez elegends 50 pontot elérni a 60-bol, az
Osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként kényveljiik el.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykézlésért nem jar pont. A dolgozat
megirasa kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Alairaspotlo vizsga feladatok
2018. majus 23.

1. Hany olyan Neptun-kod készitheto, amely pontosan harom betiit és harom szam-
jegyet tartalmaz és a kdédban szerepld betiik mind kiilonbozok? (Egy Neptun-kod
egy olyan hat karakterbdl all6 sorozat, amelynek minden tagja az angol abécé 26
betlijének valamelyike vagy a 10 szamjegy egyike.)

(A végeredmény szamszeri értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbdl ki kell
deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamolégéppel, ami csak a
négy alapmijveletet ismeri.)

2. A G egyszeri graf csicshalmaza legyen V(G) = {1,2,...,10}. Az z,y € V(G)
csticsok pontosan akkor legyenek szomszédosak G-ben, ha |x—y| = 2 vagy |[x—y| = 3.
a) Van-e G-ben Hamilton-tt?
b) Van-e G-ben Hamilton-kor?

3. Legalabb hany élet kell elhagyni a K34 teljes paros grafbél ahhoz, hogy sikba-
rajzolhaté grafot kapjunk? (Mas széval: mi az a k szam, amelyre teljesiil, hogy a
K3 4-bdl elhagyhaté alkalmasan valasztott k €l gy, hogy sikbarajzolhat6 grafot kap-
junk, de (k—1) él elhagyasaval még sehogyan sem kaphatunk sikbarajzolhat6 grafot?
A Ks;,4 ,harom haz, négy kut” graf egy olyan paros graf, amelynek az egyik pont-
osztalyaban harom, a masikban négy pont van és barmely két, kiillonbo6z6 osztalyba
tartozd csics szomszédos egymassal egyetlen él mentén.)

4. A 200 cstucsu G graf két, kozos csucsot nem tartalmazd 100 pontu korbol ke-
letkezett ugy, hogy az egyik kor minden cstcsat osszekotottitk a masik kor minden
cstcsaval (egy-egy éllel). Hatdrozzuk meg a G graf x.(G) élkromatikus szamat.

5. A G(A,B;E) paros graf két pontosztilya le- 00100101
gyen A= {ay,as,...,as} és B = {by, by, ..., bs}. Minden 11010010
1 <1 <8és1 <5 < 8esetén az a; akkor legyen szomszé- 0010000 1
dos bj-vel, ha a jobbra lathaté matrix ¢-edik sordnak és 00000101
j-edik oszlopanak keresztezodésében allo elem 1-es. Ha- 01111001
tarozzuk meg 7(G), a lefogd pontok minimalis szdménalk, 00100101
valamint o(G), a lefogd élek minimalis szdiméanak értékét 11001110
és adjunk meg G-ben egy minimalis lefogd ponthalmazt 00100100

és egy minimalis lefogd élhalmazt.
6%*. Adjuk meg az 6sszes olyan 25 cstcsi F fat, amelyre 1étezik olyan m > 2 egész,
hogy I minden pontjanak a foka azonos maradékot ad m-mel osztva.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kod.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. Az alairas feltétele: a zarthelyin legaldbb 24 pont
elérése. A 100%-o0s eredményhez elegendd 50 pontot elérni a 60-bdl, az 6sszpontszam 50 pont feletti
részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamoldgép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Zarthelyi feladatok — pontozési utmutato
2018. aprilis 23.

Altaldnos alapelvek.

A pontozasi itmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
taté minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddséanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékit megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd
gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldés egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazésa
nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valoban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megolddsa volna kaphat6. Ha egy megold6 egy
feladatra tobb, egymastdl 1ényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor legféljebb az egyikre ad-
haté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibéat tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megoldd melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljik
(akkor is, ha ez a pontszdm 0).

Az Gtmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthaték. Az ttmutatoban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximaélis pontot ér.

1. A G egyszerli graf csiucshalmaza legyen V(G) = {1,2,...,10}. Az z,y € V(G), x # y cstcsok
pontosan akkor legyenek szomszédosak G-ben, ha |x — y| < 2. Van-e G-nek olyan feszit6faja, amely
a) tartalmazza G-nek az Osszes olyan {x,y} élét, amelyre z,y < 3 teljesiil;
b) tartalmazza G-nek az 6sszes olyan {z,y} élét, amelyre |x — y| = 2 teljesiil?
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a) Az {1,2}, {1,3} és {2,3} élek (hdrom hosszi) kort alkotnak G-ben. (1 pont)
Mivel egy fa (a fa definicidja szerint) nem tartalmazhat kort, ezért ilyen feszitéfa nincs. (2 pont)
b) A feladatban megadott élek (a V(G) csicshalmazon) két komponensii, de kérmentes grafot
alkotnak: ezaz 1 -3 —-5—-7—-9¢ésa2—-4—6—8—10 utakbdl all. (1 pont)
Vegyiink hozza ehhez az élhalmazhoz egy tetszoleges olyan élet, amelynek az egyik végpontja paros,
a masik paratlan (példaul: {1,2}). (1 pont)

Ezzel nyilvdan nem hoztunk 1étre kort (hiszen a behizott él két végpontja kozott nem volt 1t),(2 pont)
de a kapott graf mar osszefiggd (hiszen most mér a V(G) barmely két csiicsa kozott van 1t).(2 pont)
Mivel V(G) a kapott élhalmazzal kormentes és osszefiiggd grafot alkot, ezért feszitofa. fgy a valasz
itt igen. (1 pont)
Ha egy megoldé behiiz egy helyesen valasztott élet, a kapott grafot lerajzolja, majd minden tovabbi
indoklds nélkil kijelenti, hogy ez feszitéfa, az a b) feladatért jaré pontok kozil legfoljebb 3-at kapjon.
Ha viszont egy megoldo a rajz alapjan nem csak kijelenti, hogy feszitofat kapott, hanem indoklasként
leirja, hogy a graf kormentes, 6sszefiiggé és minden csticsot tartalmaz, akkor a b) feladatbol jard 7
pontbdl akar 6-ot is megkaphat; ha a feszitéfa tulajdonsigait csak részben sorolja fel, akkor az hianyzo
tulajdonsagonként a 6-bdl egy-egy pont veszteséget jelentsen.



2. Sikbarajzolhato6-e az alabbi graf? Ha igen, rajzoljuk le a sikba tgy, hogy az élei egyenes szakaszok
legyenek; ha nem, akkor bizonyitsuk ezt be.
A B

Hagyjuk el a gratbél a {C, G} és {F, G} éleket. (2 pont)
A keletkez6 grafban F' és G foka 2 lesz, ezeket ,olvasszuk 6ssze” egyetlen éllé: (2 pont)
A B
E
D
A kapott graf a K5 (az 5 csucsu teljes graf), mert barmely két csticsa szomszédos. (2 pont)
Mivel a feladatbeli graf tartalmaz Kjs-tel topologikusan izomorf részgrafot, ezért a Kuratowski-tétel
(annak a ,konnyt irdnya”) szerint nem sikbarajzolhaté. (4 pont)

Megjegyezziik, hogy a graf K3 3-mal topologikusan izomorf részgrafot is tartalmaz (példaul az { A, E'},
{B,C}, {C, D} és {F,G} élek elhagyéséaval, majd az igy masodfokuva valt F' éleinek Gsszeolvasztésé-
val kaphatunk ilyet), igy a feladatnak mas jé megoldasa is van. A Kj-tel vagy K3 s-mal topologikusan
izomorf részgraf létezését nem feltétlen sziikséges a fenti részletességgel indokolni: elegendd, ha egy
megoldé a rajzéan jelzi (példdul dthiuzassal) az elhagyandé éleket és 6sszeolvasztandd cstcsokat. Azon-
ban egy teljes pontszamot éré megoldasban ezeknek a lépéseknek valamilyen formaban mindenképp
jelezve kell lenni. Ha példaul egy megoldd csak hdarom ,H” és harom , K” betiit helyez a rajzara, de
nem mutatja, hogyan keletkezik ezekbdl a K3 3-mal topologikusan izomorf részgraf, az a pontozasban
jelzett elsé 6 pontbdl legfoljebb 2-t kaphat.

3. A G egyszerii graf csicshalmaza legyen V(G) = {1,2,...,10}. Az x,y € V(G) csticsok pontosan
akkor legyenek szomszédosak G-ben, ha |x — y| = 3 vagy |z — y| = 5. Hatdrozzuk meg a G graf

a) x(G) kromatikus szamat;

b) Xe(G) élkromatikus szamat.
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a) Mivel a szomszédos csicsparok kiillonbsége mindig péaratlan (3 vagy 5), ezért minden él egyik

végpontja paros, a masik paratlan. (2 pont)
Ebbdl koévetkezden G csiicsai megszinezhetok 2 szinnel: a paros szamok kapjak az egyik, a paratlanok
a masik szint. (2 pont)

Mivel G-nek van éle, ezért egy szinnel biztosan nem szinezhetSk a csticsai. Igy x(G) = 2. (1 pont)
b) Konnyti meggy6zédni réla (példaul G lerajzolasaval), hogy G-ben a 4, 5, 6 és 7 csticsok foka

3, a tobbié 2. Igy a maximalis fokszam: A(G) = 3. (2 pont)
Az a) feladatban belattuk, hogy x(G) = 2, igy G péros graf. (1 pont)
Ezért Kénig tanult tétele szerint x.(G) = A(G) = 3. (2 pont)

A Koénig-tételre vald hivatkozas helyett természetesen teljes értékii megoldast jelent az is, ha valaki
megadja G éleinek egy 3 szinnel valé szinezését. Ekkor a szinezés megadasa onmagaban 2 pontot ér,
majd ebbdl és a x.(G) > A(G) 6sszefiiggésbol a x.(G) = 3 kovetkeztetés levondsa tovabbi 1-et.

4. Hagyjuk el a 3. feladatban definidlt G grafbol a {3,8} élt, a kapott grafot jeloljik H-val. (H
csticshalmaza tehat azonos G-ével, az éleinek a szdma viszont eggyel kisebb.)

a) Hatarozzuk meg v(H)-t, a H-beli fiiggetlen élek maximalis szamanak értékét és adjunk meg
H-ban egy maximalis fiiggetlen élhalmazt.

b) Hatdrozzuk meg a(H)-t, a H-beli fiiggetlen pontok maximélis szdménak értékét és adjunk
meg H-ban egy maximalis fiiggetlen ponthalmazt.
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a) H-ban fiiggetlen élhalmazt alkotnak példaul a {2, 7}, {3,6}, {4,9} és {5,8} élek. (1 pont)
A {4,5,6,7} cstcsok pedig lefogd ponthalmazt alkotnak H-ban. Errél meggyézddhetiink H leraj-
zolasaval is vagy hivatkozhatunk arra, hogy mivel az {1,2,3,8,9,10} halmazban nyilvin nincs 3
tavolsdgra 16v6 par és az egyetlen 5 téavolsagra 1évé a H élei koziil hidnyzo6 {3, 8}, ezért H minden éle
tartalmaz 4 és 7 kozotti cstcsot. (2 pont)
A megadott négy elemii figgetlen élhalmaz miatt v(H) > 4. Hasonlbéan, a megadott négy elemii
lefog6 ponthalmaz miatt 7(H) < 4. Ezeket Osszevetve a tanult v(H) < 7(H) osszefiiggéssel a
4 < v(H) < 7(H) < 4 becsléseket kapjuk. Igy v(H) = 4 és (példaul) a fent felsorolt élek maxi-
malis fiiggetlen élhalmazt alkotnak. (2 pont)
A fentiekbél az is kideriilt, hogy 7(H) = 4. Igy Gallai tétele miatt o(H) = 10 — 7(H) = 6. (2 pont)
H-ban fiiggetlen ponthalmazt alkotnak az {1,2,3,8,9,10} csticsok (amit fentebb, a {4,5,6,7} lefo-
gbsaganak indoklasa kozben méar megmutattunk). (2 pont)
a(H) = 6 miatt tehat ez egy maximalis figgetlen ponthalmaz. (1 pont)
A fenti mellett szdmos mas, helyes megoldas is elképzelhet6. Hivatkozhatunk példaul a 3. feladat
megoldéasa alapjan arra is, hogy H paros graf, amelynek a két pontosztalya a paros, illetve a paratlan
szamok (hiszen a {3,8} él elhagydsa ezen nem valtoztat); mivel azonban példaul az X = {2,8,10}
halmazra N(X) = {5, 7}, ezért a Hall-tétel szerint H-ban nincs a paros szamokat lefed$ parosités,
igy a megadott 4 élii parositas valoban maximalis. De mondhatjuk egyszeriien azt is, hogy mivel 3 és
8 elsofokuak, ezért egy 6t éld, vagyis teljes parositasban a parjaik csak 6, illetve 5 lehetnének; ezek
utan a ketto foka 2 és 9 parjai mar csak 7, illetve 4 lehetnének; viszont az igy kimaradd 1 és 10 nem
szomszédosak, igy 6t éli parositds mégsem lehet. a( H) értékének meghatarozasara torténhet ugy is,
hogy megadunk egy hat éli lefogd élhalmazt is, majd hivatkozunk a tanult 6 < a(H) < o(H) < 6
osszefiiggésekre. Vagy hivatkozhatunk arra is, hogy a Gallai tételek bizonyitasakor tanultak szerint
egy minimalis lefogd ponthalmaz komplementere maximalis fiiggetlen csticshalmaz kell legyen.

5. Adjunk meg az aldbbi halézatban egy maximalis folyamot (S-b6l T-be).

Az aldbbi abran lathato folyam értéke 20. (3 pont)
Az ugyancsak az abran lathat6 vagas (tehat az {S, D, E} halmaz és a maradék csicsok kozott futd
¢élek halmaza) értéke (tehat az {S, D, E} halmazbdl a maradék csiicsok halmazdba mend élek Ossz-

kapacitdsa) szintén 20. (4 pont)
Mivel tetszoleges folyam értéke legfoljebb akkora lehet, mint tetszoleges vagas értéke, ezért a 20 ér-
tékl vagas bizonyitja, hogy a 20 értéki folyam maximalis. (3 pont)

A folyam maximalitdsa mellett lehet annak megmutatasaval is érvelni, hogy a 20 értékii folyamhoz
tartozo (helyesen felrajzolt) segédgrafban mér nincs javité ut. Az utolsé 3 pont annak jar, aki (ér-
demben) indokolja, hogy a megadott folyam maximalis. (De sem ,a Ford-Fulkerson tétel miatt a
folyam maximalis” mondat — tovabbi kiegészités hijan — nem tekintendé (érdemi) indokldsnak, sem
az algoritmus puszta futtatdsa.)




6*. Felsorolhaték-e az {1,2,...,10} halmaz 6sszes négy elemii részhalmazai egyetlen sorozatban ugy,
hogy a sorozatban egymas mellett 4116 részhalmazoknak mindig legyen legaldbb két kézos eleme (és
a sorozat minden részhalmazt pontosan egyszer tartalmazzon)?
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A rovidség kedvéért hasznaljuk a H = {1,2,...,10} jelolést.
A G graf cstcshalmaza alljon a H 6sszes négy elemi részhalmazabdl. Két kiillonbozé cstces akkor
legyen szomszédos G-ben, ha a megfelel6 részhalmazoknak van legaldabb két kozos eleme. A feladat

azt kérdezi, hogy létezik-e G-ben Hamilton-1t. (1 pont)
GG cstcsainak szama a H négy elemi részhalmazainak szama, vagyis (140) = (1 pont)
= Ts1 = 210. (1 pont)

Valasszuk ki a G egy tetszbleges U cstcsat (vagyis a H egy négy elemti részhalmazat).

G-nek (i) olyan csicsa van, amely U-t6l diszjunkt, hiszen a hat elemi (H \ U)-bdl kell négy elemi
részhalmazt valasztani. (1 pont)
Tovabba G-nek 4 - (g) olyan csucsa van, amelynek U-val pontosan egy kozos eleme van. Valoban, ez
az egyetlen kozos elem négyféleképpen vélaszhaté ki U-bél, de barmelyiket is valasztottuk, a H \ U

hat eleme koziil (g)-féleképpen valaszhaté mellé tovabbi harom. (1 pont)
Mivel (§) = (5) =% = 15654 (5) =4 854 = 80, (1 pont)
ezért G-nek 209 — 80 — 15 = 114 olyan (U-tdl kiilénb6z6) cstcsa van, amelynek U-val legalabb két
k6zos eleme van. (1 pont)
Mindebbdl tehat az kovetkezik, hogy G-ben minden cstcs foka 114. (1 pont)
Mivel 114 > 212 =105 (és G egyszerti graf), ezért Dirac tétele szerint G-ben van Hamilton-kér, igy
Hamilton-ut is. A feladat szévegének megfelel6 sorozat tehat létezik. (2 pont)

A feladat megoldhat6 kozvetlentil, barmilyen el6ismeret nélkiil is egy, a feladat feltételeinek megfe-
lel6 konkrét sorozat megkonstrualdsaval. Ha tehat egy megoldd vilagosan leir egy ilyen sorozatot és
meggydzoen érvel amellett, hogy az helyes, az nyilvin maximalis pontot ér. Lehet részpontszamot
adni nem teljesen tokéletes konstrukciokért is, de csak akkor, ha az teljesen vildgosan le van irva és
némi (nem til sok) tovabbi munkéval hibatlannd tehetd lett volna. Azonban nem adhaté pontszam
olyan vazlatos, nem végigvitt konstrukcidért, amelynek a leirasabdl nem dertil ki egyértelmiien, hogy
hogyan sorolta volna fel az 0sszes négy elemi részhalmazt; vagy ha egyéltalan nem vilagos, hogy az
a felsorolds miért lett volna jé vagy azza teheto.



Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Potzarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2018. majus 14.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékd megoldasanak részletes leirdsa;
a leirt lépések egy maximélis pontszamot éré megoldés vazlatanak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
gy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrdsa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybél a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy feladatra
tobb, egyméastol 1ényegesen kiilonbdzo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhat6é pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldéis vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithets, akkor a legtébb
részpontot éro megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban to6bb megoldési kisérlet kdzott van helyes
és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbol nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az ttmutatoban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér.

1. Legyen G egyszert, Osszefiiggs, sikbarajzolhato graf. Mutassuk meg, hogy ha G-bdl toroljiik két
éldiszjunkt (vagyis kozos élet nem tartalmazo) feszitfajanak éleit, akkor a kapott graf biztosan nem
lesz Gsszefiiggs.
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Ha G n csicsi, egyszert, sikbarajzolhatd graf, akkor az el§adason latottak szerint legfeljebb 3n — 6

éle lehet. (2 pont)
G barmely feszitéfajanak n — 1 éle van, (2 pont)
igy ha két éldiszjunkt feszitdta éleit toroljiik G-bal, akkor annak élszama (2n — 2)-vel cs6kken, (2 pont)
vagyis legfeljebb n — 4 lesz. (1 pont)
Tudjuk, hogy egy Osszefiiggs, n csucsu grafnak legalabb n — 1 éle van (pl. mert van feszit6faja — e
megjegyzés hianyaért ne vonjunk le pontot), (2 pont)
igy a maradék graf biztosan nem osszefiiggs. (1 pont)

2. A K3 teljes paros grafba behtzunk két nem csatlakozo élet gy, hogy a kapott G' graf egyszeri
legyen. Hatarozzuk meg G kromatikus szamaét.
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Legyen a paros graf két osztalya A = {a,b,c} és B = {z,y, z}. Az 4j éleket vagy A-n, vagy B-n beliil
kell behizni, kiilonben a graf nem maradna egyszerd (hiszen az A és B kozti élek mind szerepelnek

G-ben). (1 pont)
Mivel az 1j élek nem csatlakozok, egyik osztalyba sem huzhatunk be kett&t (mivel 3 csicson nem
lehet két fiiggetlen élet behtzni). (1 pont)
Tegyiik fel (anélkiil, hogy az az altaldnossag rovasara menne), hogy az ab és zy éleket huztuk be. A
kapott grafban van egy 4 cstcsu klikk, melyet az a, b, x,y pontok alkotnak, (2 pont)
igy a keresett kromatikus szam legalabb 4. (2 pont)

4 szinnel vald jo szinezést nem nehéz megadni: az a,c csicsokat szinezziik 1-esre, az x,z pontokat



2-esre, b-t 3-asra, y-t pedig 4-esre. (2 pont)
A graf kromatikus szama igy legfeljebb 4, (1 pont)
a fentiek figyelembevételével tehat pontosan 4. (1 pont)

Ha valaki magyarazat nélkiil lerajzolja a kapott grafot és (helyesen) meghatarozza a kromatikus szamat,
az az utolsé 8 pontot kapja meg.

3. Egy 20 cstucesu faban 11 cstces foka 1 és a maradék 9 csiics foka is azonos. Hatdrozzuk meg a fa
élkromatikus szamat.

* ok ok ok Xk

Legyen a maradék csiicsok foka x, a fa csiicsainak fokszamosszege ekkor 9z + 11. (
Ez a szdm azonos az élek szdmanak kétszeresével, (
vagyis 38-cal, hiszen minden 20 cstcst fanak 19 éle van. (2 pont
Innen z = 3 adddik. (

(

A fak paros grafok, 1 pont
hiszen nincs benniik paratlan kor. (1 pont
Kénig tétele szerint minden paros graf élkromatikus szama azonos a maximalis fokszammal, a kereset

élkromatikus szam tehat 3. (2 pont

4. Dontsiik el, hogy az alabbi graf intervallumgraf-e.
d VXZ. f
a > C
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A graf intervallumgraf lesz, ennek beldtasdhoz meg kell adni egy alkalmas intervallumrendszert. Ha ez
szerepel, akkor adjunk 10 pontot.

5. Adjunk meg az alabbi halozatban egy maximalis folyamot és egy minimalis s-t vagast.

(3 pont)



Az {s,d, e} csuicsok és a tobbi csticsok kozott futo élek alkotta vagas kapacitasa szintén 22. (3 pont)
Mivel tetszGleges folyam értéke legfoljebb akkora lehet, mint tetszGleges vagas kapacitasa, ezért a 22
kapacitasi vagas bizonyitja, hogy a 22 értékd folyam maximalis és a 22 értékd folyam bizonyitja, hogy
a 22 kapacitasi vagas minimalis. (2-+2 pont)

A folyam maximalitdsa mellett lehet annak megmutatasaval is érvelni, hogy a 22 értékd folyamhoz
tartozo (helyesen felrajzolt) segédgrafban mér nincs javito ut. Az utols6 2+2 pont annak jar, aki
(érdemben) indokolja, hogy a megadott folyam maximaélis és a megadott vagas minimélis. (De sem ,a
Ford-Fulkerson tétel miatt a folyam maximalis” mondat — tovabbi kiegészités hijan — nem tekintendd
(érdemi) indoklasnak, sem az algoritmus puszta futtatasa.)

6*. Adjunk meg olyan grafot, melybél tiz alkalmas élet torolve a kromatikus szam tizzel csokken és
hatarozzuk meg az ilyen grafok csticsszamanak minimumét.
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Ilyen graf lesz példaul a 20 csticsu teljes graf. (1 pont)
Ebbél tiz fiiggetlen élet tordlve ugyanis a kromatikus szam 20-r6l 10-re csokken. (1 pont)
A tiz él torlése utan kapott grafban a torolt élek végpontjai kaphatjak ugyanazt a szint, igy a kromatikus
szam legfeljebb 10, (1 pont)
masrészt még mindig van a grafban 10 méretd klikk, igy 10 szinre sziikség is van a szinezéshez.

(1 pont)
A keresett minimélis csticsszam a 20 lesz. Lattuk, hogy 20 cstics méar elég, (1 pont)

most belatjuk, hogy ennél kevesebb viszont nem. Legyen a torlések utani graf G, ehhez tiz alkalmas
élet adva az eredeti grafot kapjuk vissza, melynek a kromatikus szama x(G) 4 10 kell legyen. (1 pont)
Ha az eredeti grafnak (és igy G-nek is) legfeljebb 19 csticsa volna, akkor a torolt élek kozott lesz két
olyan, melyeknek van koz0s csicsa. (2 pont)
Ha G egy jo szinezésében ezt a csicsot egy 1j, addig nem haszndlt szinnel szinezziik, és ugyanezt
tessziik a bevett tovabbi 8 él valamelyik végpontjaval is, akkor az eredeti graf egy jo szinezését kapjuk
X(G) 4 9 szinnel, ami lehetetlen. (2 pont)



