Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2016. aprilis 28.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldaséanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a
leirt 1épések egy maximaélis pontszédmot éré megoldés vazlatdnak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolédd gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazésa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak mérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Az atmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. A 12 csucsa G graf csucshalmaza legyen V(G) = {januar, februdr, . .., december} (vagyis G csucsai
a honapok nevei). Két cstics akkor legyen szomszédos G-ben, ha a két megfelel6 honap nevének utolsd
bettje kiilonboz6 vagy a két honap napban mért hossza kiilonboz6 (vagy esetleg mindketts). (Igy példaul
G-ben a januar szomszédos a februarral, a marciussal és az aprilissal is, de a decemberrel mar nem.)
Hatérozzuk meg a G graf x(G) kromatikus szaméat. (A februart tekintsiik 28 naposnak.)
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G-ben a februar minden mas csticcsal szomszédos (hiszen a hossza minden més honaptol kiilonbo6zd).
Mivel a tobbi honap mindegyikének hossza 30 vagy 31 nap, az utols6 bettje pedig R vagy S, ezért a
maradék 11 honap 4 csoportra oszthato: R végid 30 naposak, R végi 31 naposak, S végli 30 naposak
és S végi 31 naposak. Mind a 4 csoport nemiires, lehetséges példak sorra a szeptember, az oktober, az
aprilis és a majus. (2 pont)
Mivel az egy csoportba tartozé cstcsok nem szomszédosak G-ben, ezért G-nek egy helyes 5 szinnel val
szinezését kapjuk, ha ennek a 4 csoportnak 4 kiilon szint biztositunk, a februart pedig egy 6todik szinnel
szinezziik meg. (3 pont)
G tartalmaz 5 pontu klikket is: ilyet kapunk, ha a februar mellé mind a 4 emlitett csoportbol egy-egy
csticsot valasztunk. Igy példaul {februar, aprilis, majus, szeptember, oktéber} klikk G-ben. (3 pont)
Az 5 pontu klikk bizonyitja, hogy G 4 szinnel nem megszinezhets, igy x(G) = 5. (2 pont)

2. A 8 cstuies teljes grafnak hagyjuk el 4, egy cstcsra illeszkedd élét. Intervallumgraf-e a kapott graf?
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Legyen v; az a kozos cstics, amelyre a négy elhagyott él illeszkedett, az elhagyott élek masik végpontjai
legyenek sorra vy v3, v4 és v, a graf tovabbi hdrom cstcsa pedig vg, v7 és vs.

Feleltessiik meg a v; cstcsnak a szamegyenesen az [1;2] intervallumot, a vy v3, vy és vs cstcsoknak a
[3; 4] intervallumot (vagyis annak négy példanyat), a vg, v7 és vg csicsoknak pedig az [1; 4] intervallumot
(annak egy-egy példanyat). (4 pont)
Mivel a felsorolt intervallumok koziil az [1;2] és a [3;4] nem metsz6, de az [1;4] a tobbit metszi (vala-
mint a [3;4] és az [1;4] kiilonb6z6 példanyai koziil barmely kettd nyilvan metszd), ezért a megadott 8
intervallum &ltal reprezentalt intervallumgraf épp a feladatban definialt graf. (4 pont)
Igy a valasz igen, a szoban forgo graf intervallumgraf. (2 pont)



3. Hasznaljuk Tutte tételét annak igazolasara, hogy az alabbi grafban nincs teljes péarositas. (Tutte
tétele arra vonatkozo sziikséges és elégséges feltételt ad, hogy egy tetszGleges graf tartalmaz-e teljes
parositast.)

Hagyjuk el a grafbol az F és az F' csticsokat (az éleikkel egyiitt). Ekkor a maradék graf a C' és H izolalt
csucsokbol, valamint az A, B és D, illetve a G, I és J csicsok alkotta harom csicsu teljes grafokbol

all. (4 pont)
Ez azt jelenti, hogy a 2 cstcs elhagyasa utan kapott grafnak 4 paratlan komponense van, (3 pont)
igy Tutte tételének a feltétele sériil, vagyis az eredeti grafban nincs teljes pérositas. (3 pont)

Mivel ez a feladat kimondottan a Tutte-tétel alkalmazasat kéri a megoldotol, ezért (rész)pontszamot
is csak az ebbe az irdnyba mutato lépésekért lehet adni. A Tutte-tétel alkalmazasa nélkiil, kozvetleniil
is konnyt belatni, hogy a feladatbeli grafban nincs teljes parositas — azonban egy ilyen gondolatmenet
onmagéban nem ér pontot. Ha példaul egy megoldd olyasmit ir, hogy a C' és H cstcsok parjai csak
E és I lehetnek, de ezutan mér az ABD és GIJ haromszogekbdl is legfoljebb csak egy-egy él vehets
be a parositasba, akkor ez interpretalhato ugy is, hogy a megoldo (tudtén kiviil) a feladatbeli grafra
vonatkozoan ,jijra felfedezte” a Tutte-tétel feltételét; mégis, ha a megoldésbol nem dertil ki egyértelmten,
hogy ennek a ténynek a megoldé is tudatdban van, akkor ez a gondolatmenet nem ér pontot. Mas a
helyzet természetesen, ha a megoldo felismeri a Tutte-feltétel sériilését, majd (a feladat megoldasanak
szempontjabol egyébként sziikségtelentil) az adott grafra vonatkozoan elmagyarazza, hogy ez miért zarja
ki a teljes parositas létezését; egy ilyen megoldas nyilvan maximalis pontszamot érhet. Ha egy megoldé
nem tesz emlitést a keletkez6 komponensek péaratlansagarol és csak annyit mutat meg, hogy két pont
elhagyasa utdn 4 komponens keletkezik, az ezért a fenti pontozas szerinti elsé 4 pontot kaphatja meg.

4. A G egyszerd graf v csicsanak foka 2, minden mas pont foka 3. Hatarozzuk meg a G graf x.(G)
élkromatikus szamat.

O S S

Mivel G egyszert és benne a maximalis fokszam 3, ezért Vizing tétele miatt x.(G) < 4. (2 pont)
Tegyiik fel indirekt, hogy G élei megszinezhetk 3 szinnel és a (2 foku) v cstcsra illeszkedd egyik él szine
legyen a piros. Mivel minden 3 fokd u cstics esetében az u-ra illeszkedd 3 élen mindhérom szin meg kell
jelenjen, ezért minden cstcsra pontosan egy piros él kell illeszkedjen. (2 pont)
Igy a piros élek teljes parositast alkotnak G-ben. (2 pont)
Maésrészt viszont ismert, hogy a G-beli fokszamok Gsszege péaros (az élszam kétszerese), igy a paratlan
foku csicsok szama paros. Ezért a 3 foku cstucsok szdma péros, igy G Gsszes csicsainak szama (v-vel

egylitt) paratlan. (2 pont)
Mivel paratlan cstcsszamu grafban nyilvan nem létezhet teljes parosités, ellentmondasra jutottunk. Igy
G élei nem szinezhetSk meg 3 szinnel, vagyis x.(G) = 4. (2 pont)

A 3 szinnel val6 élszinezés lehetetlensége megmutathato a kovetkezdképpen is. Legyen a GG csticsainak
szama 2k + 1 — hiszen a fenti megoldasbol kideriilt, hogy az paratlan. Ekkor a G-beli fokok Osszege
(2k) -3+ 2 =6k + 2, igy a G élszama 3k + 1. G egy tetszSleges élszinezésében minden szin legfoljebb
k-szor hasznélhato, hiszen az azonos szind élek parositést alkotnak G-ben és egy k + 1 éld parositashoz
mar 2k + 2 csucs kellene. Ezért 3 szinnel legfoljebb 3k él volna megszinezhets, ami tehat kevesebb az
Osszes élek szamanél.



5. A G(A, B; E) paros graf két pontosztalya legyen A = {ay,a9,...,a101} és B = {b1,ba, ..., bi01}-
Minden 1 <+¢ <101 és 1 < 5 <101 esetén a; akkor legyen szomszédos bj-vel, ha - j paros. Hatarozzuk
meg v(G), a fiiggetlen élek maximalis szaméanak, valamit o(G), a lefogd élek minimélis szaméanak értékét
és adjunk meg G-ben egy maximalis fliggetlen élhalmazt és egy minimalis lefogd élhalmazt.
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G-ben kénnyen megadhato egy 100 éli fiiggetlen élhalmaz (avagy parosités): példaul M = {{ai, b},

{Clg,bg},..., {alo(]?blol}}. (]_ pOIlt)
Az X ={as, a4, as, ..., a100, b2, bs,bg, - . .,b1o0} halmaz lefogd ponthalmaz G-ben, hiszen i - j (akkor és)
csak akkor paros, ha i és j koziil legalabb az egyik paros. (3 pont)
Mivel | X| = 100, ezért a tanultak szerint G-ben nem lehet 100-nal nagyobb méreti fiiggetlen élhalmaz.
gy v(G) = 100 (és a fenti M parositas maximélis). (2 pont)
Gallai tétele szerint v(G) és o(G) sszege a cstucsok szama, igy o(G) = 102. (1 pont)

A tanultak szerint 102 elemii lefog6 élhalmazt kapunk, ha egy 100 éld (vagyis maximaélis) parositashoz
hozzéavessziink két tovabbi élt tgy, hogy ezzel a parositas altal le nem fogott két cstics is lefogotta valjon.
Igy példaul a fenti M pérositas az ajg, és by csucsokat hagyta fedetleniil, ezért M U {{a1o1, ba}, {as, bl}}

minimalis lefog6 élhalmaz. (3 pont)
Egy 100 pontt lefog6 ponthalmaz megadasan kiviil mas lehet&ség is van arra, hogy megmutassuk, hogy
egy 100 éli parositas maximalis. Lehet példaul hivatkozni arra, hogy mivel az X = {ay,as,...,a101}

halmazra N(X) = {bs, by, ..., b100}, ezért a Hall-feltétel sériil, igy G-ben nem lehet A-t lefedd, vagyis
101 éld parositas. De azt sem nehéz megmutatni, hogy egy megadott 100 éld parositasra nézve G-ben
mar nincs javito at, igy a tanult tétel szerint az maximalis.

6. Adjunk meg a jobbra lathaté halézatban egy maximalis folyamot
(S-bol T-be).

Az alabbi dbran lathato folyam értéke 21. (3 pont)
Az ugyancsak az abran lathato vagas (tehat az {S, A, F, G} halmaz és a maradék cstcsok kozott futo
¢élek halmaza) értéke (tehat az {S, A, F, G} halmazbol a maradék cstucsok halmazaba mend élek Gsszka-

pacitésa) szintén 21. (4 pont)
Mivel tetszéleges folyam értéke legféljebb akkora lehet, mint tetszéleges vagas értéke, ezért a 21 értékd
vagas bizonyitja, hogy a 21 értéki folyam maximaélis. (3 pont)

Az utols6 3 pont tehat annak jar, aki (érdemben) indokolja, hogy a megadott folyam maximalis. (Példaul
az ,a Ford-Fulkerson tétel miatt a folyam maximalis” mondat — tovabbi kiegészités hijan — nem tekin-
tend6 (érdemi) indoklasnak.) A folyam maximalitdsa mellett lehet annak megmutatésaval is érvelni,
hogy a 21 értéki folyamhoz tartozo (helyesen felrajzolt) segédgrafban mar nincs javito t.




