Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2016. mércius 24.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldaséanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a
leirt 1épések egy maximaélis pontszdmot éré megoldés vazlatdnak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsol6dd gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazésa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak mérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Az atmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Egy BME hallgaté Neptun-koédja egy olyan, 6 karakterbdl allo sorozat, amelynek minden tagja az
angol abécé 26 betdjének egyike, vagy a 0,1,...,9 szamjegyek valamelyike. Hany olyan Neptun-kod
létezik, ami legfoljebb két szamjegyet tartalmaz?

(A végeredmény szamszeri értékét megadni nem kell; azonban a megoldasboél ki kell deriiljon, hogy
hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy alapmiveletet ismeri.)
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Héarom eset lehetséges: egy keresett Neptun-kod tartalmazhat 0, 1 vagy 2 szamjegyet.
Ha 0 szamjegyet tartalmaz, vagyis minden tagja betd, akkor a lehet&ségek szama (példaul az ismétléses

varidcionél tanultak szerint) 26°. (1 pont)
Ha 1 szamjegyet tartalmaz, akkor ennek a helyét 6-féleképpen valaszthatjuk meg, majd magét a szam-
jegyet 10-féleképpen. (1 pont)

Végiil a fennmarad6 5 helyet 265-féleképpen tolthetjiik fel bettikkel (hasonléan a fenti esethez).(1 pont)
Igy az 1 szamjegyet tartalmazo kodok szama 6-10 - 26° (hiszen az els6ként mondott 6 eset mindegyikét
10-feleképp folytathattuk és az igy kapott 6- 10 eset mindegyikében 26° tovabbi lehetség volt).(1 pont)
Ha a kod 2 szamjegyet tartalmaz, akkor ezeknek a helye (g) = % = 15-féleképp valaszthato ki.(1 pont)
A szamjegyek helyének ismeretében, hasonléan az 1 szamjegyet tartalmazd kodoknal irtakhoz,
102 - 26*-féleképpen tolthetjiik ki a kodot. (1 pont)
Tehat a 2 szamjegyet tartalmazo kodok szama 15 - 102 - 262, (1 pont)
Igy a legfoljebb 2 szamjegyet tartalmazé Neptun-kodok szama 26° 46 - 10 - 26° + 15 - 10? - 26.(3 pont)
Nem jar pontlevonés azért ha a megold6 a hatvanyok értékét nem fejti ki szorzas formajaban.

2. A 6 cstcsu G graf hurokélt nem, de t6bbszoros éleket tartalmazhat. Tudjuk, hogy G barmely két
cstucsanak a foka kiilonb6zs. Minimélisan hany éle van G-nek? (Azaz: milyen k egészre teljesiil, hogy
létezik a feltételeknek megfelels k éld graf, de k-nal kevesebb éld mar nem?)
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Mivel minden fokszam kiilonb6z6, ezért G-ben a fokok Osszege legaldbb 0+ 1+2+3 4+ 4+ 5 = 15 kell

legyen. (1 pont)
Azonban a fokok Osszege az élszam kétszerese, igy ez paros. Ezért a fokszamosszeg legalabb 16,(2 pont)
amibdl kovetkezGen G éleinek szama legalabb 8 (a fokszamosszeg fele). (2 pont)

8 éld, ilyen tuljadonsagnu graf viszont méar létezik, egy példat mutat az alabbi abra:
° ° ° % (4 pont)
Ezért a keresett minimalis élszam a 8. (1 pont)

Ha a megold6 nem talal egy, a feltételeknek megfelel§ grafot, de azt megallapitja, hogy abban a foksza-
mok (a kordbbiakbol kovetkezGen) csak 0, 1, 2, 3, 4 és 6 lehetnek, akkor ezért a graf konstrualasaért

jaro 4 pontbol 1-et megkaphat.
A ' B

3. Sikbarajzolhato-e a jobbra lathato graf? Ha igen, rajzoljuk le a sikba ugy, /
hogy az élei egyenes szakaszok legyenek; ha nem, akkor bizonyitsuk ezt be.
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Hagyjuk el a grafbol az {A, H}, {B,C} és a {G, 1} éleket. (2 pont)
A keletkezs gratban A, C' és H foka 2 lesz, az ezekbe mend éleket ,olvasszuk Ossze” egyetlen éllé; az
eredményt az alabbi dbra mutatja. (2 pont)
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A kapott graf a K33, mert a B, E és I cstucsok mindegyike szomszédos a D, G és I csticsok mindegyi-

kével (és a kapott grafnak tovabbi éle nincs). (2 pont)
Mivel a feladatbeli graf tartalmaz K3 s-mal topologikusan izomorf részgrafot, ezért a Kuratowski-tétel
(annak a ,konnyt irdnya”) szerint nem sikbarajzolhato. (4 pont)

Megjegyezziik, hogy a feladat grafjaban szamos més moédon is talalhatunk K3 3-mal topologikusan izo-
morf részgrafot, a fenti csak egy a lehet&ségek koziil. Egy masik példaul a kovetkezs: hagyjuk el az
{A,B}, {D, F} és {G, 1} éleket, majd a 2 fokava valt A, D és F' cstcsokba mend éleket olvasszuk Ossze.
A fenti pontozas ugy értendd, hogy 6 pont jarhat a K3 s-mal topologikusan izomorf részgraf kimu-
tatasaért (akkor is, ha az csak egy — pontos és minden részletre kiterjed§ — rajz forméajaban torténik)
és 4 pont jarhat azért, ha a megold6 ebbdl a helyes kévetkeztetést levonja. Ebb6l a 4 pontbdl azonban
legfoljebb 3 megadhato akkor is, ha a megoldénak nem sikeriilt ugyan K3 s-mal topologikusan izomorf
részgrafot talalni, de a megoldashol egyértelmt, hogy pontosan tudta, mit keres. Erre utalhat példéaul,
ha egy egyébként sikertelen probalkozas hibajat felismeri, vagy ha helyesen megindokolja, hogy Ks-tel
topologikusan izomorf részgrafja miért nem lehet a feladatbeli grafnak. Természetesen mindez csak
arra az esetre vonatkozik, ha a Kuratowski-tétel helyes alkalmazasara irdnyuld szandék a dolgozatbol
nyilvanvalo, tobbféleképpen értelmezhets vagy nem vildgos céllal késziilt abrakért nem adunk pontot.

4. Az abran egy kiralyi palota alaprajza lathat6. A kiraly minden 1 1

reggel az A jeld lakosztalyabol sétara indul a palotaban. A fejébe A I B I C
veszi, hogy séta kozben minden ajtén pontosan egyszer szeretne — = L I - —T -
atmenni. Ha ez sikeriilne neki, a séta végpontjat jelolné ki tron- #D_L E 1 F g JHG?
teremnek. De mivel sosem sikeriil, az udvari bélcs azt tanacsolja, H T I ]
hogy falaztassa be az egyik ajtot. Van-e a palotaban olyan ajto, I

aminek a befalazasa utan mar létezik a kiraly vagyainak megfelel6 séta? Ha igen, melyik szobabol lehet
a tronterem? (Az abra a befalazas el6tti allapotot mutatja.)

_
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A P graf csucsai legyenek a palota szobai és P élei feleljenek meg az ajtoknak. A kérdés az, hogy P-nek
van-e olyan éle, amit elhagyva a kapott grafban lesz (az A cstucsbél induld) Euler-ut; ha pedig igen,

akkor melyik cstcs lehet ennek az Euler-utnak a masik végpontja (vagyis a tronterem)? (3 pont)
A tanult tételbsl kovetkezik, hogy P-bdl a keresett él elhagyasa utéan (nulla vagy) kettd kivétellel min-
den csucs foka paros kell legyen. (1 pont)

Egy él elhagyasa a két végpont fokanak a paritasat valtoztatja meg. Mivel jelenleg az A, F', G és H
cstcsok foka paratlan és ezek koziil csak az F és a G szomszédosak, ezért az elhagyando él (vagyis a

befalazando ajto) csak az F' és G kozotti lehet. (2 pont)
Az {F,G} él (ajto) elhagyasa utan kapott graf nyilvan 6sszefiiggs (1 pont)
és benne csak az A és a H foka pératlan, ezért van benne Euler-ut. (1 pont)

Ennek a végpontjai csak a paratlan foku pontok lehetnek (az Euler-ut létezésére tanult feltétel sziiksé-
gességének indoklasa kapcsan tanultak miatt — illetve mert az Euler-ut végpontjaitol eltekintve minden
csucs fokanak parosnak kell lennie, hiszen az FEuler-ut bejarédsa soran minden ,bejarathoz” tartozik egy
Jkijarat”). Igy a tronterem csak H lehet. (2 pont)
A feladat megoldhato a kérdés grafelméleti dtfogalmazasa nélkiil is, ha az Euler-utrél tanultak alkalma-
zasa helyett a konkrét esetben tjraalkotjuk a vonatkozé gondolatmenetet. Valoban: a bolcs altal javasolt
ajto befalazasa utan a kiraly lakosztalya és tronterem kivételével minden szobanak péros sok ajtaja kell
legyen, hiszen ahanyszor a kiraly a séta soran belép egy szobaba, annyiszor ki is kell lépnie. Igy érvelve
azonban sziikségessé valik az A-bol H-ba vezets és (az F és G kozottit kivéve) minden ajtot érinté séta
konkrét megadésa — hiszen grafelméleti hattér nélkiil nem hivatkozhatunk az ide tartozo tételre. Ha egy
megoldo ezt elmulasztja, de ettdl eltekintve az imént irthoz hasonld, meggy6z6 érvelést ir arra, hogy
az F' és G kozotti ajto, valamit H mint tronterem az egyetlen szoba jové lehetGség, az ezért legfljebb
7 pontot kaphat. Ha viszont egy megold6 csak konkrét példat ad meg az A-bol H-ba vezets, {F, G}
elhagyasa uténi sétara, de nem zarja ki mas lehetGség 1étezését, az ezért legfoljebb 3 pontot kaphat.

5. A G egyszert, sikbarajzolhato grafban minden pont foka legalabb 4 és a pontosan 4 foku csiicsok
szama 5. Mutassuk meg, hogy G-ben nincs Euler-kor.
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Indirekt tegyiik fel, hogy G-ben van Euler-kor. Ekkor a tanult tétel szerint G-ben minden pont foka

paros. (1 pont)
Igy az 5 darab 4 foki csticson kiviil minden mas cstics foka legalabb 6 kell legyen. (2 pont)
Ezért G-ben a pontok fokénak Gsszege legalabb 5 -4 + (n — 5) - 6 = 6n — 10 (ahol n a G csucsainak
szamat jeloli). (3 pont)

Mivel a fokszamosszeg egyenls az élszam kétszeresével, ezért GG éleinek széma legalabb 3n — 5.(2 pont)
Ez ellentmond annak a tanult tételnek, hogy egyszertd, sikbarajzolhaté grafnak legfoljebb 3n — 6 éle
lehet. Ez az ellentmondés tehéat bizonyitja a feladat allitasat. (2 pont)
Megjegyezziik, hogy mivel a megoldasban hasznalt, az egyszert és sikbarajzolhato gréafok élszaméara
vonatkozo tétel csak a legalabb 3 csticsu grafokra igaz, ezért egy valéban hianytalan gondolatmenethez
n > 3 indoklasa is hozzatartozna. Ez nyilvan igaz, hiszen a 4 foku pontok létezésébsl még n > 5 is
azonnal kovetkezik. Ennek ellenére, az n > 3 indoklasanak hidnyaért nem vonunk le pontot.

6. A 201 csicstt G egyszerii grafban a v cstcs kivételével minden pont foka legalabb 101. A v cstcsrol
csak annyit tudunk, hogy nem izolalt pont (vagyis a foka legalabb 1). Mutassuk meg, hogy G-ben van
Hamilton-1t.
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Hagyjuk el G-bdl a v csticsot (nyilvan az éleivel egyiitt), a kapott grafot jelolje G'. (2 pont)
G’-nek 200 cstucsa van és minden pontjanak foka legalabb 100 (hiszen v elhagyéasaval a megmaradt
pontok foka legfoljebb 1-gyel csokkent). (2 pont)
Ezért Dirac tétele miatt G’-ben van egy C' Hamilton-kor. (2 pont)

Ebbdl pedig konnyen kovetkezik a feladat allitdsa: ha v-bdl egy tetszdleges w szomszédjara 1épiink,
majd w-bdl indulva bejarjuk a C kort (kivéve annak utolso, w-be visszavezets élét), akkor épp G egy
Hamilton-utjat kapjuk. (4 pont)



