Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2015. mércius 19.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirdsa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldéas vazlatanak tekinthetdk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldésért, amelybdél a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna kaphat6. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatéra 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Hany olyan 12 hosszusagu bettisorozat készithets az angol abécé 26 bettijébdl, amelyben pontosan
4 darab X és 3 darab Y bett szerepel?

(A végeredmény szamszeri értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell deriiljon, hogy
hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy alapmiiveletet ismeri!)

Elgszor valasszuk ki a bettisorozat 12 tagja koziil azt a 4-et, ahova az X-ek keriilnek. A lehet&ségek

12
szama (az ismétlés nélkili kombinacional tanultak szerint) ( 4 ) = (1 pont)
12-11-10-9
_ 2 pont
1-2-3-4 (2 pont)
8
Most a maradék 8 tag koziil valasztjuk ki a 3 Y helyét. A lehetGségek szama itt (3) = (2 pont)
8-7-6
= ) 1 t
193 (1 pont)

Végiil a sorozat 5 megmaradt helyére szabadon valaszthatunk az abécé maradék 24 bettjébsl. Erre
nyilvan 245 lehet6ségiink van (hivatkozva az ismétléses varidcional tanultakra — vagy egyszertien arra,
hogy 5-szor egymaés utéan 24 lehetéség koziil valasztunk). (2 pont)
Mivel az el6szér mondott (142) lehetGség mindegyike (g) féeleképp folytathaté a masodiknak mondott

valasztassal; majd a kapott (142) . (g) lehetéség mindegyike 245-féleképp folytathaté a harmadik

12 8
valasztassal, ezért az Osszes lehetGségek szama ( ) : ( ) - 245 = 121110987624 24242424 = (9 pont)

4 3 1.2-3-4-1-2-3

Nem jar pontlevonas azért ha a megoldé6 a 24° értékét nem fejti ki szorzas formajaban. Megjegyezziik,
hogy ha a megoldés soran elGszor az Y, utdna az X bettik helyét valasztjuk meg, akkor az eredményt
(132) . (i) - 245 alakban kapjuk meg (analég gondolatmenettel); ez azonban szamértékét tekintve azonos
a fentivel. Egy harmadik megoldasi lehetGség, ha elGszor azt a 7 helyet valasztjuk ki, ahova X vagy Y
betiik keriilnek, majd a valasztott 7 hely koziil (példaul) azt a 4-et, ahova az X-ek. Ekkor (172) . (D - 245

alakban jon ki ismét csak ugyanaz az eredmény.



2. A 20 cstcsu G egyszerd grafban 10 cstcs foka legfoljebb 7, a maradék 10 cstcs foka pedig legalabb
16. Hany éle van G-nek?
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Legyen a legfoljebb 7 foku cstucsok halmaza A, a legalabb 16 fokuaké B. Ekkor tehat |A| = |B| = 10.
Ha v € B tetsz6leges, akkor a v-bdl induld élek koziil legfoljebb 9 mehet B-beli cstucsba (hiszen G
egyszert), igy legalabb d(v) — 9 > 7 élnek A-beli cstcsba kell érkeznie. (2 pont)
Ez minden B-beli cstcsrol elmondhato, igy dsszesen legalabb 10 -7 = 70 él megy B-bdl A-ba.(2 pont)
Mivel az A-beliek foka legfoljebb 7, ezért legfoljebb 10 - 7 = 70 él érkezhet meg A-ba B-bél. (2 pont)
Mindebbdl kovetkezik, hogy A és B kozott pontosan 70 él megy és minden A-beli pont foka pontosan

7, a B-belieké pontosan 16. (2 pont)
Ezek szerint a G-beli pontok fokainak 6sszege 10-7+10-16 = 230, a G éleinek szama pedig (a tanultak
szerint) ennek a fele, vagyis 115. (2 pont)

3. a) A BFS algoritmus az alabbi dbra grafjanak csucsait a kovetkezd sorrendben jarta be: S, O, O,
O, H, O, F, C, O. Egészitsiik ki a sorozatot a hianyzo cstcsok neveivel (ezeket O jeloli) és adjuk meg
a bejarashoz tartozo BFS-fat.

b) Tartalmazhatja-e a {D, H} élet az alabbi graf egy S-bél inditott (tetszéleges) BFS bejarasahoz
tartozo BFS-faja?

a) Az eljaras S utan a szomszédait, vagyis A-t, G-t és E-t sorolja fol valamilyen sorrendben. Utéanuk
viszont az els6ként felsorolt S-szomszéd szomszédai kivetkeznek. Mivel H az A, G és E koziil csak G-vel
szomszédos, ezért S utin G kell kévetkezzen. (1 pont)
H utéan G tovabbi szomszédai kell alljanak, igy elgszor B (majd a megadott F) kévetkezik. (1 pont)
Ezek utan S masodjara felsorolt szomszédja (még el nem ért) szomszédainak kell allni. Mivel C az A

és E koziil csak E-vel szomszédos, ezért G utan E, majd A kell kévetkezzen. (1 pont)
Az utolso helyen nyilvan a még fel nem sorolt D cstics all, vagyis a keresett sorozat: S, G, E, A, H, B,
F, C, D. (1 pont)

A fentiekbdl az is majdnem mindenhol kideriilt, hogy az eljaras az egyes cstucsokat melyik mésik
cstesbol éri el. Az egyetlen kivétel a D: ezt nyilvan A-bol (mert D nem szomszédos G-vel és E-vel).
gy tehat a bejarashoz tartozo BFS-fa az alabbi (vastagitott vonalakkal):

S A B

(3 pont)

)
E F G H
b) Ha az S-bdl inditott BFS-algoritmushoz tartozo BFS fanak éle az {u, v}, akkor az eljaras vagy
u-bol érte el v-t, vagy forditva. Mindkét esetben igaz, hogy u és v kiilonbozd tavolsagra van S-t6l (az

utobb elért cstics tavolsaga 1-gyel nagyobb a masikénal). (2 pont)
Mivel D és H egyarant 2 tavolsagra van S-t6l (ez példaul a BFS a) feladatbeli futtatasabol is kidertil),
ezért a {D, H} nem lehet éle ilyen BFS-fanak. (1 pont)

4. Legyen G osszefiiggs graf és w : E(G) — R stlyfiggvény G élein. Tegyiik fel, hogy G-ben az e él
egyik végpontja v és a v-re illeszkedd minden f élre w(e) < w(f) teljesiil. Mutassuk meg, hogy G-nek
van olyan minimalis Gsszsilyu feszitéfaja, ami tartalmazza e-t.



Els6 megoldas. Allitsuk w értéke szerinti névekvé sorrendbe G éleit tgy, hogy ha G-nek van e-n
kiviil mas w(e) sulyu éle is, akkor a w(e) sulytak koziil e legyen elsként felsorolva. (3 pont)
A minimélis 6sszsilyu feszit6fa megkeresésére szolgalé Kruskal-algoritmust lefuttathatjuk az éleknek
ebbdl a sorrendjébdl kiindulva is (hiszen az algoritmus csak a w szerinti novekvd sorrendet irja els, az

azonos sulyu élek sorrendje kozombos). (2 pont)
Mivel a Kruskal-algoritmus (a tanult tétel szerint) minimélis Gsszsilyu feszitfat ad, megoldjuk a
feladatot, ha megmutatjuk, hogy a kapott F' feszit6fa tartalmazza e-t. (1 pont)

Jelolje az e el6tt az eljaras altal kivalasztott élek halmazat Fy. A Kruskal-algoritmus csak akkor
dontene gy, hogy e-t nem veszi be F élei kozé, ha Fy U {e} kort tartalmazna. Ez azonban valoban
lehetetlen: az élek sorrendjének fenti megvéalasztiasa miatt az eljaras a v-re illeszkedd élek koziil
eloszor foglalkozik e-vel, igy az Fy U {e} altal alkotott részgrafban v foka 1, marpedig egy kor éleinek
végpontjai nyilvan legalabb 2 fokuak lennének. Ezzel tehat az allitast belattuk. (4 pont)

Masodik megoldas. Legyen F' egy tetszdleges, minimalis 6sszsilyu feszitéfa (a w élsulyozés szerint).
Ha F tartalmazza e-t, akkor nincs mit bizonyitani. Tegyiik fel ezért, hogy nem tartalmazza. (1 pont)
Mivel F' Osszefiiggs, ezért tartalmaz egy P utat e két végpontja kozott. Legyen P-nek a v-re illeszkedd
(egyetlen) éle f. Hagyjuk ki F-bdl f-et és vegyiik be helyette e-t; a kapott részgrafot jelolje F”.
Allitjuk, hogy F’ is egy feszitofa. (3 pont)
Ha F-hez hozzavessziik e-t, létrejon egy kor (hiszen a P 1t e-vel korré zarodik). Az eladéason tanultak
szerint Osszefiiggd grafbol egy kor egy tetszoleges élét elhagyva Osszefiiggd grafot kapunk. Igy F”
Osszefliggd, mert az élhalmazat E(F)U{e}-bdl f elhagyasaval kaptuk. Tovabbéa mivel F' és F’ élszama
azonos, ezért I’ kormentes is: ha tartalmazna kort, akkor a ,hagyjuk el egy kor egy élét” eljarast
a kormentességig folytatva (n — 1)-nél kisebb élszamu feszitéfat kapnank (ahol n = |[V(G)|); ez a
tanultak szerint lehetetlen. Mivel F” sszefiiggd, kormentes és V (F') = V(G), ezért feszitéta. (3 pont)
Mivel a feladat feltétele szerint w(e) < w(f), ezért w(F') < w(F) (ahol w(F") és w(F') a két feszitdta
Osszstlyat jeloli). Mivel F' minimalis 6sszsulyu feszitéfa, ezért F” is az (és valojaban w(F') = w(F)).
Mivel F’" mar tartalmazza e-t, az allitast belattuk. (3 pont)

5. Maximaélisan hany élet lehet hozzavenni az alabbi grathoz tgy, hogy egyszert, sikbarajzolhat6 grafot
kapjunk? (Egy él hozzavétele azt jelenti, hogy két meglévs cstcs kozé huzunk be 1j élet, a grafhoz
tovabbi csicsokat hozzavenni tehat nem szabad.)

A B C D

A vizsgalt G graf valoban sikbarajzolhatoé, ezt igazolja az alabbi abra. (1 pont)
A szaggatottan behtizott élek mutatjak, hogy lehetséges 2 élet G-hez venni ugy, hogy egyszert,
sikbarajzolhato grafot kapjuk. (4 pont)

Ha G-hez 3 élet vennénk hozzé, akkor egy n = 8 cstcsu és e = 19 éld G’ grafot kapnank. Ha G’
egyszerid és sikbarajazolhatd volna, akkor a tanult tétel szerint e < 3n — 6, vagyis 19 < 18 kellene
teljesiiljon, ami ellentmondas. (4 pont)
Ez tehat mutatja, hogy 3 élet mar nem lehet a feltételek szerint G-hez venni, a valasz tehat 2.(1 pont)



6. A G gréaf egy 101 cstesu ,csillag” — vagyis az egyik csticsa szomszédos az 6sszes tobbivel, de a grafnak
ezen kiviil tobb éle nincs. (Igy tehat G-nek egy 100 foki és szaz 1 foki csticsa van.) Minimélisan hany
élet kell hozzavenni G-hez, hogy a kapott gratban legyen Hamilton-kor?
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Ha a 100 darab (eredetileg) elséfoku csticsot 99 él hozzavételével egy utra felftizziik”, akkor a kapott
grafban van Hamilton kor: a 100 pontt utat a csillag kézéppontjanak (és két élnek) a kozbeiktatasaval

101 csucst korré (vagyis Hamilton-korré) zarhatjuk. (3 pont)
Megmutatjuk, hogy G-hez barhogyan 98 (vagy kevesebb) élet hozzavéve a kapott grafban még nem
lesz Hamilton-kér. Igy a valasz végiil is 99 lesz. (1 pont)

Tegyiik fel indirekten, hogy a H graf G-bdl legfoljebb 98 él hozzavételével keletkezik és mégis van
benne Hamilton-kor. Hagyjuk el H-bol a csillag kozéppontjat (és a ra illeszkedd 100 élet), a kapott

graf legyen H'. (1 pont)
H'-nek tehat 100 cstcsa és legfoljebb 98 éle van, igy nem lehet Osszefiiggd: valoban, ha az volna, akkor
(a tanult tétel szerint) tartalmazna feszitéfat, amelynek mar 100 — 1 = 99 éle volna. (3 pont)

Eszerint a H grafbol 1 cstcsot elhagyva a kapott H' grafnak legalabb 2 komponense van, igy a
Hamilton-kor létezésére tanult sziikséges feltétel nem teljesiill H-ra. Ezért H nem tartalmazhat
Hamilton-kort, ellentmondas. (2 pont)



