Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Zarthelyi feladatok
2012. marcius 12.

1. Egy 8 cstcsu egyszert grafban minden csics foka legalabb 4. Mutassuk meg, hogy a
grafban van (pontosan) 4 hosszu kor.

2. Egy képzeletbeli nyelv hangkészlete 10 maganhangzobol és 21 massalhangzobol all.
Ezen a nyelven nincsenek kettds hangzok és tilos a massalhangzotorlodés; vagyis sem
két azonos hang, sem két kiilonb6z6 massalhangzo soha nem allhat egymas mellett. (Vi-
szont minden mas lehetséges, vagyis barmely két kiilonb6z6 hang allhat egymas utén, ha
legalabb az egyikiik maganhangzo.) Legfoljebb milyen hosszti megengedett hangsor ké-
szithet6 ezen a nyelven, ha a barmely hang tébbszor is felhasznalhato, de tovabbi feltétel,
hogy barmely két kiilonb6z6 hang legféljebb egyszer allhat egymas mellett a hangsorban?

3. Legyenek a G graf csicsai a (8 x 8-as) sakktabla mez6i és két kiilonboz6 cstics akkor
legyen szomszédos G-ben, ha egy kirdlynak legalabb két 1épésre van sziiksége ahhoz, hogy
az egyikrdl a mésikra jusson. Hatérozzuk meg G kromatikus szamét, x(G)-t! (A sakkban
a kirdly egy lépésben barmely mez6rél egy azzal akar kozos él mentén, akar kozos cstcs
mentén szomszédos mezdre léphet. )

4. A 10 csucsu G graf két (kozos cstes nélkiili) 5 ponta utbol késziilt ugy, hogy az egyik
it minden cstucsat Osszekotottiik a masik at minden csucsaval. Hatarozzuk meg x.(G)-t,

G élkromatikus szamat! (O 011111 0\
5. A G(A, B;E) paros graf két pontosztilya legyen 01001000
A:{al,ag,...,ag} és B = {bl,bg,...,bg}. Minden 10100111
1 <i,7 <8 esetén az a; akkor legyen szomszédos bj-vel, 00001001
ha a jobbra lathatdé matrix i-edik soranak és j-edik oszlo- 01001011
panak keresztezddésében allo elem 1-es. Adjunk meg G-ben 11010110
egy minimalis lefog6 ponthalmazt! 01001001
\01000001)
6. Adjunk meg az alabbi halozatban egy maximalis folyamot (S-bdl T-be) és egy mini-

malis vagast!
A @) B

F (14 G 3 H (19 T

A dolgozatra kérjiikk jol olvashatoan felirni a kiévetkezs adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidd 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Zarthelyi feladatok
2012. aprilis 19.

1. Egy 0t csticst egyszerd graf szomszédossagi matrixanak harmadik hatvanyaban a

featlo elemeinek szorzata 64. Mutassuk meg, hogy a graf kétszeresen élosszefiiggs.

2. A 15 ponta G graf egy 4 ponta, egy 5 ponti és egy 6 ponttl korbsl késziilt ugy,
hogy az 5 ponti kér minden cstcsat 6sszekotottiik (egyetlen éllel) a masik két kor
minden csucsaval. Legyen s a 4 ponti kor egyik csticsa, t pedig a 6 pontu kor egyik
csucsa.

a) Maximalisan hany paronként cstucsdiszjunkt ut adhato meg s és t kozott G-ben?

b) Maximélisan hany paronként éldiszjunkt ut adhaté meg s és ¢ kozott G-ben?

3. Milyen maradékot adhat egy egész szam 153-mal osztva, ha a 31-szerese 10 mara-

dékot ad 153-mal osztva?

4. Hany olyan 2012-nél kisebb pozitiv egész szam van, amely 19-cel osztva 10 mara-

dékot ad és 37-tel osztva 15 maradékot ad?

5. Legyen p > 2 olyan primszam, amelyre 2p 4+ 1 is prim. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

fennall az alabbi kongruencia:

(p—l)(p_Q)p_lzp—l (mod 2p+ 1)

6. Legyen H = {(a,b,c) : a,b,c € R,a # 0,b # 0}, vagyis H a térnek azokbol a
vektoraibol all, amelyeknek az elsé két koordinataja nem 0. Ertelmezziik H-n a

miveletet a kovetkezGképpen:
(a,b,c) x (d,e, f) = (ad, be,af + ce)
(Igy tehat példaul (1,2,3) * (4,5,6) = (4,10,21).) Déntsiik el, hogy H csoportot

alkot-e *x-ra nézve!

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkez6 adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaids 90
perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara
2012. majus 7.
1. A 10 cstcsu G graf két (kozos cstcs nélkiili) 5 ponta utbol késziilt tgy, hogy az egyik
ut minden cstcsat Osszekotottiik a mésik Gt minden cstucsaval. Legféljebb hany élbdl
allhat G-ben egy olyan élsorozat, amelyben G minden éle legféljebb egyszer szerepelhet?
2. A 30 csticstt G gréaf egy 4 pontt, egy b ponti, egy 6 pontd, egy 7 pontt és egy 8 ponti
korbél késziilt tgy, hogy a 4 ponti kér minden cstcsat Osszekotottiik a masik négy kor
minden cstcsaval.
a) Van-e G-ben Hamilton-it? b) Van-e G-ben Hamilton-kor?

3. Legyenek a G graf csticsai a (8 x 8-as) sakktabla mezdi és két kiilonbozd cstucs akkor
legyen szomszédos G-ben, ha a megfelel6 mezsk vagy él mentén szomszédosak a sakk-
tablan, vagy legalabb az egyikiik a sakktébla szélén helyezkedik el. Hatarozzuk meg G
kromatikus szamat, y(G)-t! (A feladatbeli ,yagy” nem kizaro, vagyis két cstics akkor is
szomszédos, ha mindkét feltétel teljesiil. A sakktabla széle alatt a legfelsG és a legalsd
sor, valamint a balszélsG és a jobbszélss oszlop mezdit értjiik.)

4. Egy 2012 pontt kér minden élét helyettesitettiik 3 vagy 4 parhuzamos éllel; hogy
éppen 3-mal vagy 4-gyel, azt minden élre véletlenszertien dontottiik el. Mutassuk meg,
hogy a kapott G grafra x.(G) = A(G) teljesiil (ahol x.(G) a graf élkromatikus szamét,

A(G) pedig a G-beli maximalis fokszamot jeloli). ( L 01100 10 \
5. A G(A, B; E) paros graf két pontosztalya legyen L0 100000
A={ay,ag,...,a9} és B = {by,by,...,bg}. Min- 1 10010 11
den 1 <i<9és1 < j < 8esetén az a; akkor le- 100 00010
gyen szomszédos bj-vel, ha a jobbra lathato matrix 00 1 1 1 1 01
i-edik soranak és j-edik oszlopanak keresztezddésé- ro 100010
ben 4llo elem 1-es. Adjunk meg G-ben egy maxi- 00100010
malis méretd parositast! 01 011100
\10100010)

1
6. Adjunk meg az alabbi halozatban egy minimélis vagast (S és T kozott)!
A 4 B

D

F 9 G (4) H @ T

A dolgozatra kérjiikk jol olvashatoan felirni a kiévetkezs adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidd 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.

Zarthelyi feladatok — a MASODIK zarthelyi potlasara

2012. méjus 7.

1. A 100 cstcst G egyszerd grafban minden pont foka legalabb 2. A G
graffal gondolatban a kovetkezs kisérletet végezziik: az Osszes lehetséges
modon kivalasztunk G cstcsai koziil két kiilonbozét és a kivalasztott csu-
csokat elhagyjuk G-bdl. Azt kapjuk, hogy a kisérletek koziil 98 esetben a
maradék graf nem Osszefiiggs, de az Osszes tobbi esetben igen. Hatarozzuk
meg a legnagyobb k szamot, amelyre GG k-szorosan Osszefiiggd.

2. Egy G egyszert graf minden csticsaban lakik egy bogérka. Egy adott
pillanatban minden bogarka felkerekedik és atkoltozik a graf egy, a jelenlegi
lakhelyével szomszédos cstucsaba. A bogarkak ezt tgy szeretnék megtenni,
hogy végiil ismét minden cstucsban egyetlen bogarka lakjon. Bizonyitsuk
be, hogy ha G szomszédossagi matrixanak a determinansa nem nulla, akkor
a bogarkak terve megvalosithato!

73
3. Milyen maradékot ad 57°-nal osztva 1627

4. Egy egész szam 199-cel vett osztasi maradéka 1-gyel nagyobb, mint a
szam 43-szorosanak a 199-cel vett osztasi maradéka. Milyen maradékot
adhat ez a szam 199-cel osztva?

5. Hany olyan n egész szam van 1 és 1000 kézott, amelyhez taldlhato olyan
m egész szam, hogy a 37n + 218m = 10 egyenlet fennalljon?

6. Ertelmezziik a sikvektorok R? halmazan a * és a ¢ miveleteket a kovet-
kezGképpen:

(a,b) x (¢,d) = (a+d, be) (a,b) o (c,d) = (a+ ¢, bd)

a) Dontsiik el, hogy R? csoportot alkot-e *-ra nézve!

b) Déntsiik el, hogy R? csoportot alkot-e o-ra nézve!

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezs adatokat: név, Neptun-kod,
Neptun szerinti gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimélis pontszam 24. A
munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dol-
gozat megirasa kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara
2012. majus 15.

1. Minimalisan hany ¢lbdl all a K11 teljes paros grafban egy olyan élsorozat, amely
a graf Osszes élét tartalmazza? (A K11 teljes paros graf egyik pontosztalyaban 10,
a masikban 11 pont van és barmely két, kiilonb6z6 pontosztalyba tartozé pont szom-
szédos a grafban egyetlen él mentén.)
2. A 25 cstuicsu G graf egy 3 pontt, egy 4 ponttu, egy 5 pontt, egy 6 ponti és egy 7
pontu korbdl késziilt tgy, hogy a 3 pontt kér minden csiicsat 0sszekotottiik a mésik
négy kor minden csicsaval.

a) Van-e G-ben Hamilton-ut? b) Van-e G-ben Hamilton-kor?
3. A 16 cstcstu G graf egy 3 pontt, egy 5 pontu és egy 8 ponti korbdl késziilt tgy,
hogy az 5 ponti kor minden csticsat 0sszekotottiik a masik két kor minden csticsaval.
[gaz-e a G grafra a x(G) = w(G) osszefiiggés? (x(G) a graf kromatikus szamat, w(G)
pedig a G-beli maximalis klikk méretét jeldli.)

4. Egy 7 pontu koér minden élét helyettesitet-
tilk 2 vagy 3 parhuzamos éllel; hogy éppen 2-vel

vagy 3-mal, azt minden élre véletlenszertien don-
tottiik el. Eldfordulhat-e, hogy a kapott G grafra
Xe(G) = A(G) teljesiil (ahol x.(G) a graf élkromati-
kus szamat, A(G) pedig a G-beli maximaélis foksza-
mot jeloli)?

E

5. Adjunk meg a jobbra lathato abra grafjaban egy
maximaélis méretd péarositast!

6. Hatarozzuk meg az alabbi halozatban az {S, A, G} csticshalmaz és a maradék csi-
csok kozott vezetd élek alkotta vagas értéket és dontsiik el, hogy ez a vagas minimalis
érteki-c (S 6s T kozott)!

A ®) B

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod.
Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimélis pontszam 24. A munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.

Zarthelyi feladatok — a MASODIK zarthelyi potlasara

2012. majus 15.

1. A G grafnak létezik olyan csticsa, melybdl barmely mas csiicsba vezet
harom paronként éldiszjunkt ut. Mutassuk meg, hogy G barmely két

csticsa kozott van hdrom paronként éldiszjunkt tt.

2. A 100 x 100-as A matrixban a bal als6 sarokban, a jobb felsg sarokban
¢és a kozvetleniil a f6atlo alatti és f0l6tti helyeken allo elemek 1-esek, a
méatrix dsszes tobbi (9800 darab) eleme 0. (A-ban tehat az 1-es elemek
az a100.1, 8z a1100 €S @;;+1 valamint a;41; minden 1 <4 < 99-re.) Hany

darab 0 eleme van az A% matrixnak?

3. Legyen a1 = 7, 1 > 2 esetén pedig a; = 7%'. Milyen maradékot ad

20-szal osztva asgia?

4. Egy n egész szam 67-szerese 43 maradékot ad 211-gyel osztva. Milyen

maradékot adhat n 633-mal osztva?

5. Egy n egész szam 43 maradékot ad 211-gyel osztva. Milyen maradékot

adhat n b3-mal osztva?

6. Ertelmezziik a valos szamok R halmazan a * miiveletet a kovetkezo-
képpen:
axb=a+ b+ 3ab

Félcsoportot, illetve csoportot alkot-e R a * miivelettel?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezs adatokat: név, Neptun-kod.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A
munkaidd 90 perc.

A feladatok megoldaséat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A
dolgozat megirasa kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2012. marcius 12.

Altalanos alapelvek.

A pontozési utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az
utmutatoé minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez
rendelt részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes lefrasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
dasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito
hataskare.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gon-
dolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az utmutatoban
szereplé részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo
megoldéas természetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Egy 8 csticst egyszerd grafban minden cstcs foka legalabb 4. Mutassuk meg, hogy a grafban
van (pontosan) 4 hosszu kor.

* ok % kX

Mivel a graf egyszerti és minden pont foka legalabb a cstcsszam fele, ezért Dirac tétele miatt a
grafban van Hamilton-kor. (2 pont)
Rogzitsiink egy C' Hamilton-kort, ekkor a graf tovabbi (C-hez nem tartozo) éleit tekinhetjiik C
atloinak. Ezeket nevezziik ,rovid”; ,kozepes”, vagy ,hosszi” atlonak aszerint, hogy C' mentén 1, 2,
vagy 3 kozbiils6 csicsot ugranak at (C' révidebbik ivén vizsgalva).

Ha az atlok kozt van kozepes, akkor a két végpontja kozott futd (révidebbik) iv C' mentén az
atloval egytitt 4 hosszu kort alkot. (2 pont)
A tovabbiakban feltehetjiik, hogy nincs kozepes atlo. Ha van viszont egy {u,v} hosszu atlo, ak-
kor u-bol legalabb egy tovabbi élnek kell indulnia ({u,v}-n és C élein kiviil), ami tehat csak egy
{u, w} révid atlo lehet. Most C-nek a v és w kozotti (egyetlen) tovabbi csicsat z-vel jelolve megint
4 hosszi kort kapunk az u, v, z és w csticsokat (ebben a sorrendben) bejarva. (3 pont)
A visszamarado egyetlen eset az, amikor minden atlé révid. Ekkor viszont minden csticshoz pon-
tosan két rovid atlo illeszkedik, igy barmely csticsbél indulva és pontosan 4 révid atlot bejarva
megint 4 hosszu kort kapunk. (3 pont)

2. Egy képzeletbeli nyelv hangkészlete 10 maganhangzobdl és 21 massalhangzobol all. Ezen a
nyelven nincsenek kettds hangzok és tilos a méssalhangzotorlodas; vagyis sem két azonos hang,
sem két kiilonb6z6 méssalhangzé soha nem éallhat egymés mellett. (Viszont minden mas lehetséges,
vagyis barmely két kiillonb6z6 hang allhat egymés utén, ha legalabb az egyikiikk magénhangzo.)
Legfoljebb milyen hosszi megengedett hangsor készitheté ezen a nyelven, ha a barmely hang
tobbszor is felhasznalhato, de tovabbi feltétel, hogy barmely két kiillonbozé hang legfoljebb egyszer
allhat egymés mellett a hangsorban?



* ok % kX

A G graf cstcshalmaza élljon a 31 hangbol és két kiilonb6z6 hang akkor legyen szomszédos G-ben

(egyetlen él mentén), ha legalabb az egyikiik maganhangzo. (2 pont)
Ekkor egy, a feladat szovegének megfelel6 hangsor nem més, mint egy olyan G-beli élsorozat,
amelyben minden él legfeljebb egyszer szerepelhet. (2 pont)
G-ben a magénhangzok foka 30 (mert minden mas cstccsal szomszédosak), a massalhangzoké 10
(mert a 10 maganhangzoval szomszédosak). (1 pont)
G nyilvan Osszefliggd, hiszen csak a méssalhangz6 parok nem szomszédosak, de koztiik is barmely
maganhangzon at vezet 2 hosszu tt. (1 pont)
G Osszefliged és minden pont foka paros, ezért van benne FEuler-kor. (2 pont)
Mivel egy Euler-kér G minden élét tartalmazza, ezért nyilvan ez felel meg a leghosszabb megen-
gedett hangsornak. (1 pont)

10-30-521~10 _ 255(

Ennek hossza pedig G éleinek szdma, amely (a fokszamdsszeg fele, vagyis) 1 pont)

3. Legyenek a G graf csucsai a (8 x 8-as) sakktabla mezdi és két kiilonbozs csics akkor legyen
szomszédos G-ben, ha egy kiralynak legalabb két 1épésre van sziiksége ahhoz, hogy az egyikrél a
maésikra jusson. Hatérozzuk meg G kromatikus szamat, x(G)-t! (A sakkban a kiraly egy lépésben
barmely mez6rél egy azzal akar kozos él mentén, akar kozos csics mentén szomszédos mezdre
léphet.)

* ok % kX

Hivatkozzunk a mez6kre a sakkban szokasos modon: a sorokat 1-t6l 8-ig szdmozva, az oszlopokat
pedig A-to6l H-ig bettizve.

Az A, C, F és G oszlopok és az 1., 3., 5. és 7. sorok keresztezGdéseiben all6 16 mezd klikket
alkot G-ben (hiszen koziiliik barmelyikrél indulva és a kirallyal egyet lépve nem érkezhetiink egy
masikra). (4 pont)
16 szinnel viszont G csicsai konnyen megszinezheték. Ugyanis ,parkettazzuk ki” a sakktablat 16
darab 2 x 2-es négyzettel és adjuk mindig a kozos parketta ala keriil 4 mezének ugyanazt a szint.
A kapott szinezés nyilvan jo, hiszen egy 2 x 2-es négyzet barmelyik mezGjérsl barmely méasik a

kiraly legfoljebb egy lépésével elérhetd. (4 pont)
Mivel G-ben van 16 csucsu klikk, ezért x(G) > 16, (1 pont)
maésrészt mivel G csicsai 16 szinnel szinezhetdk, ezért x(G) = 16. (1 pont)

4. A 10 csucesu G graf két (kozos csues nélkiili) 5 pontu utbol késziilt agy, hogy az egyik ut minden
csucsat Osszekotottiik a masik ut minden cstucsaval. Hatarozzuk meg x.(G)-t, G élkromatikus
szamat!

* ko ok ok ok

Bontsuk G éleit kétfelé: E; alljon az eredetileg a két 5 pontu tthoz tartozoé 8 élbél, Ey pedig a két
ut Osszekotésekor 1étrejott élekbsl.

E nyilvan megszinezhet§ 2 szinnel: mindkét tuton felvaltva hasznaljuk a két szint. (2 pont)
E, pedig (a G csicsaival) paros grafot alkot (a két pontosztaly a két ut csiucshalmaza), igy Kénig
tétele szerint megszinezhets 5 szinnel, hiszen a paros gratban minden pont foka 5. (2 pont)
Ey és Ey szinezését egyesitve pedig G egy helyes élszinezését kapjuk 7 szinnel. (3 pont)
G-ben a pontok foka 6 vagy 7, hiszen minden pont 1 vagy 2 Ei-beli és 5 Es-beli élre illeszkedik.
Igy G-ben a maximalis fokszam 7, (1 pont)
ezért x.(G) > 7. (1 pont)
Mivel azonban G éleit 7 szinnel megszineztiik, ezért x.(G) = 7. (1 pont)

Természetesen teljes értékid megoldas az is a 7-szinezhetdségre, ha a Kénig-tételre hivatkozas nélkiil
adja meg valaki G egy (helyes) élszinezését 7 szinnel.



5. A G(A,B;E) paros graf két pontosztélya legyen
A=A{a,a9,...,a3} és B = {by,by,...,bs}. Minden
1 <14,j <8 esetén az a; akkor legyen szomszédos b;-vel, ha
a jobbra lathatd matrix i-edik sorédnak és j-edik oszlopanak
keresztezddésében allo elem 1-es. Adjunk meg G-ben egy
minimalis lefog6é ponthalmazt!

OO, OO = OO
_— === O O = O
OO OO oo
OO == OO
R RO, R~ P~k OO

OO O OO O
O R O R, /) O
OO R OO O

* ko ok ok ok

Az {ay, as, as, ag, by, bs, bg } lefogd ponthalmaz G-ben (ez a feladatban megadott matrixbol konnyen

ellendrizhetd). (5 pont)
G-ben kénnyd mutatni 7 éld parositast: példaul az {ai, b3}, {as, ba}, {as, b1}, {as, b5}, {as, b7},
{ag,bs} és az {a7, bg} élek. (3 pont)
Igy v(G) > 7, amibél a v(G) < 7(G) Ssszefiiggés szerint 7-nél kisebb lefogd ponthalmaz nincs
G-ben. (1 pont)
Igy a fent megadott lefogd ponthalmaz minimalis. (1 pont)

Megjegyezziik, hogy a fenti nem az egyetlen 7 elemii lefogd ponthalmaz: {aq, as, ag, ba, bs, by, by} is
ilyen. A minimaélis lefog6 ponthalmazt természetesen érdemes az elGadason tanult algoritmussal
keresni; azonban (ahogy az a fentiekbdl latszik) egy teljes értékd megoldashoz nem feltétleniil
sziikséges ennek a lépéseit dokumentalni. (A dokumentalas ugyanakkor rendkiviil hasznosnak bi-
zonyulhat egy esetleges hiba esetén, hiszen lehetévé teszi a javito szaméra, hogy eldontse: elirasrol,
szamolasi hibarol vagy elvi hibarol van szo.)

6. Adjunk meg az alabbi halézatban egy maximalis folyamot (S-bél T-be) és egy minimalis vagast!

A 4 B

= (14) G 3 H (14 T

* ok % kX

Az alabbi abran lathato folyam értéke 15. (A 0 folyamértékeket nem jeloltiik.) (3 pont)
Az ugyancsak az dbran lathato vagas (tehat az {S, B, D, F, G} halmaz és a maradék cstcsok kozott
futo élek halmaza) értéke (tehat az {S, B, D, F, G} halmazboél a maradék cstiicsok halmazaba mend

élek Osszkapacitésa) szintén 15. (4 pont)
Mivel tetszéleges folyam értéke legfoljebb akkora lehet, mint tetszéleges vagas értéke, (1 pont)
ezért a 15 értékd vagéas bizonyitja, hogy a 15 értéki folyam maximélis (1 pont)
és a 15 értékid folyam bizonyitja, hogy a 15 értéki vagas minimalis. (1 pont)

Az utols6é 3 pont tehat annak jar, aki (érdemben) indokolja, hogy a megadott folyam, illetve vagas
maximalis, illetve minimalis. (Példaul az ,a Ford-Fulkerson tétel miatt a folyam maximalis, a vagas
minimalis” mondat — tovabbi kiegészités hijan — nem tekintends (érdemi) indoklasnak; aki csak
ennyit ir, az utols6 3 pontbol 1-et kapjon.) A folyam maximalitasa mellett lehet tgy is érvelni,
hogy a 15 értéki folyamhoz tartozo (helyesen felrajzolt) segédgrafban mar nincs javito ut.




Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2012. aprilis 19.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az
utmutatoé minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez
rendelt részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak
részletes lefrasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldéas vazlatanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
déasban valoban szerephez jut). Annak meérlegelése, hogy az atmutatoban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito
hataskare.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gon-
dolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphaté. Az atmutatoban
szereplé részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo
megoldéas természetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Egy 6t csticst egyszertd graf szomszédossédgi métrixdnak harmadik hatvanyaban a f6atlo eleme-
inek szorzata 64. Mutassuk meg, hogy a graf kétszeresen élosszefiiggs.
xok k% %

A definici6 szerint egy graf szomszédossagi matrixanak harmadik hatvanyaban a f6atlo 7. eleme

az 1. cstcson atmend harom hosszi zart élsorozatok szamaval egyenld. (1 pont)
Mivel a graf (nevezziikk G-nek) egyszerd (valojaban elég a hurokélmentességet hasznalni), a harom
hosszt zart élsorozatok épp a harom hosszt korok. (2 pont)
A feltétel miatt a f6atloban nem szerepel a 0, ezért minden cstcson atmegy legalabb egy harom
hosszu kor. (2 pont)
Tegyiik fel indirekten, hogy G nem kétszeresen élosszefiiggs, ekkor lesz olyan éle, amit elhagyva a
kapott G’ graf nem lesz 6sszefiiggd. (1 pont)
G’ legkisebb komponense (nevezziik K-nak) ekkor legfeljebb két pontbol allhat, hiszen G'-nek
legalabb két komponense van és 6t cstcsa. (1 pont)
K nem é&llhat egy cstcsbol, mert G-ben minden csticson megy at kor, azaz minden cstcs foka
legalabb kettd. (1 pont)
K azonban nem allhat két cstcsbol sem, mert a barmelyikiikon atmend harom hosszia kérnek két
éle menne ki K-bol G-ben, ami lehetetlen, ezzel az allitast belattuk. (2 pont)

Erdemes megjegyezni, hogy a feltételnek megfelels graf csakugyan létezik, példaul ilyen lesz az a
graf, ami két olyan haromszoghdl all, melyeknek egy kozos cstucsa van. (S6t, azt sem tul nehéz
megmutatni, hogy valojaban ez az egyetlen, a feltételeknek megfelels graf.)

2. A 15 pontu G graf egy 4 pontt, egy 5 ponti és egy 6 ponti korbdl késziilt tigy, hogy az 5 ponti
kér minden cstcsat Osszekotottiik (egyetlen éllel) a masik két kor minden csiicséval. Legyen s a 4
ponti kor egyik csticsa, ¢t pedig a 6 pontu kor egyik cstcsa.

a) Maximalisan hany paronként csticsdiszjunkt ut adhato meg s és t kozott G-ben?

b) Maximalisan hany paronként éldiszjunkt at adhaté meg s és ¢t kozott G-ben?



* ok % kX

a) Jelolje vy, v, ..., v5 az 5 pontu kor csucsait. Ekkor az (s, v;,t) utak (a szomszédos cstucsok
kozti éleket beleértve) 6t darab, paronként csucsdiszjunkt utat alkotnak s és t kozott. (2 pont)
Ennél t6bb ilyen ut viszont (Menger iranyitatlan grafokra és s és t kozotti csucsdiszjunkt utakra

vonatkozo tétele szerint) nem létezhet, mert a vy, vo, . . ., v5 csucsok lefogjak az s és t kozotti Osszes
utat (hiszen ezeket G-bdl elhagyva mar nincs s-bél t-be ut). Vagyis a valasz: 5. (3 pont)

b) Jeldlje s két szomszédjat a 4 ponta koron sy és so és t két szomszédjat a 6 pontu koron
jelolje t; és to. Az a) feladatban megadott 6t utat kiegészithetjiik két tovabbival: (s, sy, vy, t1,t) és
(s, 89,v1,19,t). Az igy kapott 7 darab ut paronként éldiszjunkt. (3 pont)
Ennél tébb ilyen ut viszont (Menger iranyitatlan grafokra és s és t kozotti éldiszjunkt utakra
vonatkozo tétele szerint) nem létezhet, mert példaul az s-re illeszkedd 7 darab él nyilvan lefogja az
s és t kozotti Osszes utat (hiszen ezek elhagyasa utan s izolalt cstcs lesz, ¢ nem érhet6 el belgle).
Igy a valasz: 7. (2 pont)

3. Milyen maradékot adhat egy egész szam 153-mal osztva, ha a 31-szerese 10 maradékot ad
153-mal osztva?

* ok ok ok 3k

A feladat a 31n =10 (mod 153) linearis kongruencia. (1 pont)
5-tel szorozva: 155n = 50 (mod 153), vagyis 2n = 50 (mod 153). (3 pont)
2-vel osztva: n =25 (mod 153), (2 pont)
ahol (2,153) = 1 miatt az osztas a kongruencia modulusat nem valtoztatta meg. (2 pont)
Mivel (5,153) = 1 miatt az el6szor végzett 5-tel valo szorzas is ekvivalens 1épés, ezért a megoldas
n =25 (mod153), vagyis a keresett maradék csak 25 lehet. (2 pont)

Ha valaki csak azt ellenérzi, hogy (31,153) = 1|1, igy a kongruencidnak van megoldésa, de a
megoldast kiszamolni nem tudja, az 6sszesen 2 pontot kapjon. A megtett lépések ekvivalens voltéara
valo hivatkozas helyett ellenérzéssel is meg lehet gy6z6dni a kapott megoldas helyességérsl (vagy
lehet hivatkozni arra is, hogy (31,153) = 1 miatt egyetlen helyes megoldas létezik (mod 153), igy
a kapott megoldas helyes). Szamolési hibékért 1-1 pont vonandoé le, de a maradék pontszam csak
akkor jar, ha a hiba miatt a feladat nem lett lényegesen kénnyebb.

4. Hany olyan 2012-nél kisebb pozitiv egész szam van, amely 19-cel osztva 10 maradékot ad és
37-tel osztva 15 maradékot ad?

* k% kX

A feladat az n = 10 (mod19), n = 15 (mod 37) kongruenciarendszer 2012-nél kisebb pozitiv
megoldasai szamanak meghatarozésa. ( )
Az els6 kongruencia szerint n = 19k + 10 alakt valamilyen £ egészre. ( )
Ezt a masodik kongruenciaba helyettesitve: 19k + 10 = 15  (mod 37). (2 pont)
10-et mindkét oldalbél levonva: 19k =5 (mod 37). ( )
2-vel szorozva: 38k = 10 (mod 37), vagyis k = 10 (mod 37). ( )
Igy k = 370 + 10 alaku valamely ¢ egészre. Ezt a fentibe helyettesitve:

n = 19k + 10 = 19(37¢ 4 10) 4+ 10 = 703¢ + 200.

A kongruenciarendszer megoldasai tehat az ilyen alaku (vagyis az n =200 (mod 703) konguren-
cianak eleget tevs) n egészek. (2 pont)
Lathato, hogy az ¢ = 0, 1,2 esetekben kapunk 2012-nél kisebb pozitiv megoldasokat (ezek 200,
903 és 1606), igy tehat harom ilyen szam van. (1 pont)



5. Legyen p > 2 olyan primszam, amelyre 2p + 1 is prim. Bizonyitsuk be, hogy ekkor fennall az
alabbi kongruencia:

(p—1)<p_2)p 1Ep—l (mod 2p+1)
Xk ok % %
Mivel 2p + 1 prim, ezért (p — 1,2p+ 1) = 1, (1 pont)
és p(2p+1) = 2p. (1 pont)
Igy az Euler-Fermat tételt alkalmazva: (p — 1)* =1 (mod2p + 1). (1 pont)
Ezt tetsz6leges k > 0 egészre k-adik hatvanyra emelve, majd (p — 1)-gyel szorozva:
(p—1)F2H =p—1 (mod2p+1). (2 pont)
Ezért a feladat megoldasahoz elegendd lesz megmutatni, hogy (p — 2)P~! = k- 2p + 1 teljesiil
valamilyen alkalmas k-ra, vagyis hogy (p —2)P"' =1 (mod2p). (2 pont)
Mivel p prim, ezért 2p valodi osztéi csak 2 és p, ezek pedig (p — 2)-nek nyilvan nem osztoi. Igy
(p—2,2p) = 1. (1 pont)
A ¢ kiszamitéasara tanult képletbdl ¢(2p) = (2 — 1)(p — 1) = p — 1 kovetkezik, (1 pont)
igy az Euler-Fermat tételt (p — 2)-re és 2p-re alkalmazva éppen a kivant (p—2)P"' =1 (mod 2p)
allitast kapjuk, ezzel a feladat allitasat bizonyitva. (1 pont)

6. Legyen H = {(a,b,¢) : a,b,c € Rya # 0,b # 0}, vagyis H a térnek azokbol a vektoraibol all,
amelyeknek az elsé két koordinataja nem 0. Ertelmezziik H-n a  miiveletet a kovetkezSképpen:

(a,b,¢) 5 (d e, f) = (ad, be, af +ce)
(Igy tehat peldaul (1,2,3)*(4,5,6) = (4, 10,21).) Dontsiik el, hogy H csoportot alkot-e *-ra nézve!
¥k ok ok ok

Az asszociativitas ellendrzéséhez vegyiink harom H-beli vektort: (a, b, c), (d,e, f), (g, h,1).
Ekkor

((a, b,c) x (d,e, f)) % (g, h,i) = (ad,be,af + ce) *x (g, h,i) =
= (adg, beh, adi + (af + ce)h) = (adg, beh, adi + afh + ceh) (1 pont)
és

(a,b,) = ((d,e, 1) (9,h,3)) = (a,b,¢) = (dg, eh,di + [h) =
= (adg, beh,a(di + fh) + ceh) = (adg, beh, adi + afh + ceh),

( )
ami az asszociativitast igazolja. ( )
Van egységelem a *-ra nézve, mégpedig az (1,1,0) (amely 1 # 0 miatt H-beli), ( )
ugyanis (a,b,c)*(1,1,0) = (a-1,b-1,a-04+c-1) = (a,b,c) ( )
és (1,1,0) % (a,b,¢) = (1-a,1-b,1-¢+0-b) = (a,b,c). (1 pont)
A tetszoleges (a,b,c) elemnek (1,1, =C) inverze lesz, mert 1 2 0 # ; miatt (1, ( )
és (a,b,0)  (1,2,58) = (- 1,b" ( )

; ( )
)

b2 eh) = (1,1,0)
és<%7%7;_§)*<a7b,6) (% 7b'bl C+_ b)z(l,l,O)

Mivel a definicié minden feltétele teljestil, ezert H x-ra nézve csoport. (1 pont

Az utols6 1 pont annak jar, aki a korabbi szamoléasaibol helyes kévetkeztetést von le (akkor is, ha
egy hibas szamolasbol arra kévetkeztet, hogy (H, %) nem csoport). Megjegyezziik, hogy a feladat-
beli H zéart -ra, hiszen (a,b,c) € H és (d,e, f) € H esetén a #0 # b és d # 0 # e, igy ad # 0 és
be # 0, vagyis (ad, be,af + ce) € H. Azonban H zartsagat a feladat szovege is allitja, amikor x-ot
miiveletnek nevezi. Ezért ennek ellenérzéséért nem jar kiilén pont.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

Pontozasi atmutatd
2012. majus 7.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért
az utmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékd
megoldésanak részletes leirdsa; a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldas véazla-
tanak tekinthetdk.

Az utmutatoban feltlintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa
azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény
a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett
pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes
mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt
gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az atmu-
tatoban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban lefrttol
eltérd jo megoldas természetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pont-
szama szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. A 10 csucesu G graf két (kozos csties nélkiili) 5 pontu uthol késziilt gy, hogy az egyik 1t
minden cstcsat Osszekotottiik a mésik ut minden csticsaval. Legfoljebb hany élbél allhat G-ben
egy olyan élsorozat, amelyben GG minden éle legfoljebb egyszer szerepelhet?

X % % % X

A feladat nem mast kivan, mint a G egy lehet6 legtobb élbél allo, Euler-uttal bird részgrafjanak
a megkeresését. Més szoval a kérdés az, hogy minimalisan hény élet kell elhagyni G-bél, hogy

a maradék grafban mar legyen Euler-ut. (2 pont)
G-ben 4 darab 6 foka és 6 darab 7 foku pont van (elgbbiek a G-t alkotd két ut végpontjai,
utobbiak az utak belsé pontjai). (1 pont)

Mivel Euler-tuttal bird grafban csak 2 paratlan foki pont lehet és egyetlen él elhagyasa csak
két pont fokszamat valtoztathatja meg, ezért legalabb 2 ¢l elhagyasara sziikség van ahhoz,
hogy a 6 helyett csak 2 paratlan foku pont legyen. (2 pont)
Ez konnyen meg is valosithato: példaul ha vy és vz jeloli az egyik ut (valamelyik vége felsl
szamitott) masodik és harmadik cstcsat és wy és w3 a masik ut két megfeleld csucsat, akkor a
{vg, wy} és a {vs, w3} élek elhagydsa utan G-ben mar csak két paratlan foku pont lesz.(1 pont)
Mivel a maradék graf nyilvan osszefiiggd is, (1 pont)
ezért (a tanult tétel szerint) van benne Euler-ut. (1 pont)
Mivel G-nek 33 éle van és ebbdl minimélisan 2-t kell elhagyni ahhoz, hogy Fuler-uttal biro
grafot kapjunk, ezért a leghosszabb, élismétlés nélkiili séta G-ben 31 élbdl all. (2 pont)



2. A 30 csucsu G graf egy 4 ponttd, egy b pontd, egy 6 ponti, egy 7 ponta és egy 8 ponti
korbdl késziilt tgy, hogy a 4 pontil kor minden csticsat 6sszekotottiik a mésik négy kor minden
csticsaval.

a) Van-e G-ben Hamilton-ut? b) Van-e G-ben Hamilton-kor?
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G-ben konnyen mutathaté Hamilton-kor, példaul a kovetkezSképpen. Jeldlje vy, vo, v3,v4 a 4
pontu kor csucsait, a G-t alkoto 5, 6, 7, illetve 8 ponta kort pedig Cs, Cq, C7, illetve Cs. A
Hamilton-kort példaul v,-bél inditva elGszor ,ugorjunk at” Cj valamelyik csicsdba, majd a
kor élei mentén sorban jarjuk be Cf 0Osszes csucsat, végiil az utolsordl lépjiink tovabb wvs-re.
Innen az el6z6hoz hasonléan Cy egyik csiicsara ugrunk és bejarjuk Cg-ot; ezutan vs-on keresztiil
C7, majd vy-en keresztiil Cy Osszes csucsat jarjuk be. Végiil Cy legutolsonak érintett cstcsarol
visszaléphetiink v;-be. (8 pont)
Mivel G-ben van Hamilton-kor, ezért nyilvan van Hamilton-it is. (2 pont)
(Ha valaki csak Hamilton-utat talal G-ben, de kort nem, az a fentiek szerint 2 pontot kaphat.)

3. Legyenek a GG graf cstcsai a (8 x 8-as) sakktabla mez6i és két kiilonbozé csics akkor legyen
szomszédos G-ben, ha a megfelel§ mezék vagy él mentén szomszédosak a sakktablan, vagy
legaldbb az egyikiik a sakktébla szélén helyezkedik el. Hatarozzuk meg G kromatikus szamat,
X(G)-t! (A feladatbeli ,vagy” nem kizard, vagyis két csics akkor is szomszédos, ha mindkét
feltétel teljesiil. A sakktabla széle alatt a legfelsd és a legalsd sor, valamint a balszélsé és a
jobbszélss oszlop mez6it értjik.)
x x x % %

G-ben lehet mutatni 30 pontu klikket: a széleken elhelyezked6 28 mez6hoz vegyiink hozza két
tovabbi (tehat nem a tébla szélén talalhato), egymassal él mentén szomszédos mezét.(4 pont)

30 szinnel viszont G csucsai konnyen megszinezhetdk: a széleken 1év6 28 mez6hoz hasznaljunk
el 28 kiilonb6z6 szint, a tobbi (6 x 6-os ,sakktablat” alkotd) mezdt pedig szinezziik 2 tovabbi

szinnel, mégpedig a sakktablan megszokott szinezés szerint. (4 pont)
Mivel G-ben van 30 cstcsu klikk, ezért x(G) > 30, (1 pont)
masrészt mivel G csticsai 30 szinnel szinezhetsk, ezért x(G) = 30. (1 pont)

4. Egy 2012 ponti kor minden ¢élét helyettesitettiik 3 vagy 4 parhuzamos éllel; hogy éppen
3-mal vagy 4-gyel, azt minden élre véletlenszertien dontottiik el. Mutassuk meg, hogy a kapott
G grafra x.(G) = A(G) teljesiil (ahol x.(G) a graf élkromatikus szaméat, A(G) pedig a G-beli

maximaélis fokszamot jeloli).
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Mivel x.(G) > A(G) minden grafra igaz, ezért a x.(G) = A(G) allitas bizonyitasahoz elegendd
lesz megmutatni, hogy G élei szinezhet6k A(G) szinnel. (2 pont)
A(G) értéke haromféle lehet: 6, 7, vagy 8.

Ha A(G) = 6, akkor a 2012 pontu kér minden élét pontosan 3 éllel helyettesitettiik, vagyis
ekkor G élhalmaza felvaghato 3 paronként diszjunkt korre. Ha most mindharom kor éleit két-
két szinnel szinezziik (mégpedig gy, hogy a korok mentén a két szint valtogatjuk), akkor ezzel
valoban G egy helyes élszinezését kapjuk 6 szinnel. (2 pont)
Ha A(G) = 7, akkor G-t felfoghatjuk ugy, hogy az a A(G) = 6 esetben leirt grafbol keletkezett
néhany tovabbi él hozzavételével. Azonban ezek koziil az extra élek koziil semelyik kettd nem
szomszédos (mert ha két ilyen él illeszkedne a koézos v csticsra, akkor d(v) = 8 volna). Igy az
extra éleket megszinezhetjiik egyetlen tovabbi szinnel, amivel valoban G egy helyes élszinezését
kapjuk 7 szinnel. (3 pont)
Végiil, ha A(G) = 8, akkor G részgrafja annak a H grafnak, amit akkor kaptunk volna, ha a
2012 pontu kor minden élét 4 éllel helyettesitjiik. Mivel még H élei is megszinezhetSk 8 szinnel
(a A(G) = 6 esettel analog modon, csak 3 helyett 4 korre bontva az élhalmazt), ezért ugyanez
igaz G-re is. (3 pont)



5. A G(A,B;E) paros graf két pontosztalya legyen
A=HAay,as,...,a9} és B = {by,bo,...,bg}. Minden 1 <i <9
és 1 < j < 8 esetén az a; akkor legyen szomszédos bj-vel, ha
a jobbra lathat6 maétrix i-edik soranak és j-edik oszlopanak
keresztez6désében allo elem 1-es. Adjunk meg G-ben egy ma-
ximalis méretl parositast!
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bPéldaul az {aq, bs}, {az, b3}, {as, ba}, {aq, b1}, {as, b6}, {as, bz} és az {as, b5} élek 7 éld parosi-

tast alkotnak G-ben. (3 pont)
Mivel az {ay, a3, as, ag, by, b, b7} lefogd ponthalmaz G-ben (ez a feladatban megadott matrixbol
kénnyen ellendrizhetd), (5 pont)
ezért 7(G) < 7, igy a v(G) < 7(G) Osszefliggés szerint 7-nél nagyobb pérositas nem létezhet
G-ben. Igy a fent megadott parositds maximalis. (2 pont)

Megjegyezziik, hogy G-ben sok, a fent megadottol kiillonboz6 7 éld parosités is van és 7 elemi
lefog6 ponthalmazbol is van maésik: {as, as, as, by, b3, by, b7 }. A megadott 7 éli parositis maxi-
malitasa mellett ugy is lehet érvelni, hogy mivel az X = {by, bs, bs, bs} csticshalmaz megseérti a
Hall-feltételt (mert N(X) = {as, as, ag}) ezért G-ben nincs a B-t lefedd parosités, vagyis nincs
7-nél nagyobb parositas. (Hasonloan, az X = {by, by, bs, b, bs} is megsérti a Hall-feltételt.) De
akar ugy is lehet indokolni, hogy G-ben nincs 8 éld parositas, hogy meggydzddiink arrél, hogy
a megadott 7 éld parositasra nézve nem létezik javito ut.

6. Adjunk meg az alabbi halozatban egy minimalis vagast (S és T kozott)!
A 4 B

Az alabbi abréan jelolt vagas (tehat {5, A, C, H} és a maradék cstcsok kozott futo élek halmaza)

értéke (tehat az S, A, C, H cstcsokbol a tobbibe futé élek dsszkapacitasa) 16. (4 pont)
Az ugyancsak az abran lathato folyam értéke szintén 16. (3 pont)
Mivel tetszleges folyam értéke legfoljebb akkora lehet, mint tetszéleges vagas értéke, (1 pont)
ezért a 16 értékd folyam bizonyitja, hogy a megadott 16 értékd vagas minimalis. (2 pont)

Az utolsé 3 pont tehat annak jar, aki (érdemben) indokolja, hogy a megadott vagas minimaélis.
(Példaul az ,a Ford-Fulkerson tétel miatt a vagas miniméalis” mondat — tovabbi kiegészités hijan
— nem tekintendd (érdemi) indoklasnak; aki csak ennyit ir, az utols6 3 pontbol 1-et kapjon.)




Bevezetés a szamitaselméletbe I1.

Zarthelyi feladatok — az MASODIK zarthelyi potlasara

Pontozasi atmutatd
2012. majus 7.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az
utmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez
rendelt részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak
részletes lefrasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldéas vazlatanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcso-
l6d6 gondolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
déasban valoban szerephez jut). Annak meérlegelése, hogy az atmutatoban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito
hataskare.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gon-
dolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az utmutatoban
szereplé részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo
megoldés természetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. A 100 cstucst G egyszerd graftban minden pont foka legaldbb 2. A G graffal gondolatban a
kovetkezd kisérletet végezziik: az Osszes lehetséges modon kivalasztunk G cstcsai koziil két kiilon-
boz6t és a kivalasztott csicsokat elhagyjuk G-bél. Azt kapjuk, hogy a kisérletek koziil 98 esetben
a maradék graf nem Osszefiiggs, de az Osszes tobbi esetben igen. Hatarozzuk meg a legnagyobb k
szamot, amelyre G k-szorosan Osszefiiggd.
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Mivel 1étezik két olyan cstcs, melyet elhagyva a graf mar nem &sszefiiggd, G nem haromszorosan
osszefiiggs, azaz k legfeljebb 2 lehet. (2 pont)
Megmutatjuk, hogy k = 2. Tegyiik fel indirekten, hogy ez nem igy van, azaz létezik olyan a cstcs,
melyet elhagyva a graf nem Osszefiiggs. (Mivel a grafnak ketténél tobb csicsa van, tényleg léteznie

kell ilyen a-nak, de ezen megallapitas hidnyaért ne vonjunk le pontot.) (1 pont)
Legyenek a graf tobbi csticsai vy, v, ...,v99. Ha a graf a-t elhagyva szétesik, akkor mindegyik
komponensében legalabb két pont lesz, ellenkezG esetben lenne olyan cstics, ami csak a-val volt
osszekotve, ami ellentmond a feltételeknek (minden fok legalabb 2, G egyszert). (2 pont)
Igy G — a barmely csticsat elhagyva olyan grafot kapunk, ami nem Gsszefiiggd, (1 pont)
azaz G-bol az (a,v;) (minden 1 < i < 99 esetén) parok barmelyikét elhagyva nem Osszefiiggs
grafot kapunk, (3 pont)
ami ellentmondas, hiszen csak 98 ilyen par létezik a grafban. (1 pont)

Erdemes megjegyezni, hogy a feltételnek megfelels graf csakugyan létezik, példaul ilyen lesz az
a graf, amit egy 99 cstcsu utbol ugy kapunk, hogy az egyik nem szélsé csiics kivételével minden
cstcsot, 0sszekotiink egy 1j csticesal.



2. Egy G egyszerd graf minden cstucsaban lakik egy bogarka. Egy adott pillanatban minden bo-
garka felkerekedik és atkoltozik a graf egy, a jelenlegi lakhelyével szomszédos csicsdba. A bogarkak
ezt gy szeretnék megtenni, hogy végiil ismét minden cstcsban egyetlen bogarka lakjon. Bizonyitsd
be, hogy ha GG szomszédossagi matrixanak a determinansa nem nulla, akkor a bogéarkak terve meg-
valosithato!
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Cimkézziik a G csucsait az 1,2, ..., n szamokkal és jelolje G szomszédossagi matrixat A (amelynek
az i-edik sora és oszlopa az i-vel cimkézett csiucsnak felel meg minden 1 < i < n esetén).

A det A # 0 feltételbdl a determinans definicidja szerint kovetkezik, hogy létezik az 1,2,...,n
szamoknak egy olyan m = (my,me,...,m,) permutacitja, amelyre az A matrix i-edik soranak és
m;-edik oszlopanak keresztezddésében allo elem 1-es minden 1 < i < n esetén. Ellenkezé esetben
ugyanis a det A definici6 szerinti kiszamitasakor keletkezé mind az n! darab tag 0 volna, igy det A

is 0 lenne. (Mivel G egyszerti, ezért A minden eleme 0 vagy 1.) (3 pont)
A 7 permutéaciot felhasznédlva a bogarkak megvalosithatjak a terviiket: minden 1 < i < n esetén
koltozzon az i csucsban lako bogéarka a m; csucsba. (4 pont)
Valoban: minden bogéarka szomszédos cstucsba koltozik (hiszen a matrix megfelels elemei 1-esek)
és a koltozések utan is minden cstuicsban egyetlen bogarka lakik (hiszen a my, 7, ..., m, értékek
kozott minden 1 és n kézotti szam pontosan egyszer fordul els, mert m permutacio). (3 pont)

Megjegyezziik, hogy a bogarkak tervének megvalodsithatosaga megfogalmazhato tgy is, hogy G-ben
megadhat6 néhany él és néhany kor tigy, hogy G minden cstcsa pontosan egyre illeszkedik a meg-
adott élek és korok koziil. (Valoban: minden bogarka vagy ,lakast cserél” valamelyik szomszédjaval,
vagy részt vesz egy legalabb harom bogérka altal alkotott korbekoltozési lancban.) Bar ez a fel-
ismerés a feladat megoldasahoz kozvetleniil nem visz kozelebb, de tekintheté a helyes megoldas
irdnyaba tett érdemi lépésnek, igy a leirasaért legfoljebb 3 pont adhato.

73
3. Milyen maradékot ad 57-nal osztva 1627
X ok k% %

©(5™) = 5™ — 57 (a tanult képlet szerint).
Mivel 2 és 57 relativ primek (hiszen a primtényezés felbontasukban nincs kizds prim),

(

(573) 573 o 572 (
ezért alkalmazhato rajuk az Euler-Fermat tétel: 2% =2 =1 (mod5™). (2 pont

72
Ebbsl 57 — 572 = 4 - 572 figyelembevételével: 249 =1 (mod 5™), (
72
amibél 16 = 24 miatt 16° =1 (mod5™). (
(

alkalmazza (helyesen), az a fenti pontozésbeli elsé 4 pontot megkaphatja.

4. Egy egész szam 199-cel vett osztasi maradéka 1-gyel nagyobb, mint a szam 43-szorosanak a
199-cel vett osztasi maradéka. Milyen maradékot adhat ez a szdm 199-cel osztva?
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A feladat az n — 1 = 43n  (mod 199) kongruencia megoldésa. (1 pont)
Rendezve: 42n = —1 (mod 199), (1 pont)
5-tel szorozva: 210n = —5 (mod 199), vagyis 11n = —5 (mod 199). (2 pont)
18-cal szorozva: 198n = —90 (mod 199), (3 pont)
vagyis —n = —90 (mod 199), azaz n =90 (mod 199). (1 pont)
Mivel (5,199) =1 és (18,199) = 1, a két szorzas ckvivalens 1épés, ezért a megoldas

n =90 (mod199), vagyis a keresett maradék csak 90 lehet. (2 pont)
Ha valaki csak azt ellenérzi, hogy (42,199) = 1|1, igy a kongruencidnak van megoldasa, de a

megoldast kiszamolni nem tudja, az 6sszesen 2 pontot kapjon. A megtett lépések ekvivalens voltéara
valo hivatkozas helyett ellenérzéssel is meg lehet gy6z6dni a kapott megoldas helyességérsl vagy
lehet hivatkozni arra is, hogy (42,199) = 1 miatt egyetlen helyes megoldas létezik (mod 199), igy
a kapott megoldas helyes. Szamolasi hibakért 1-1 pontot vonjunk le, de a maradék pontszam csak
akkor jar, ha a hiba miatt a feladat nem lett lényegesen konnyebb.



5. Hany olyan n egész szam van 1 és 1000 kozott, amelyhez talalhato olyan m egész szam, hogy
a 37n + 218m = 10 egyenlet fennalljon?
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Egy n egészhez akkor és csak akkor létezik a 37n + 218m = 10 egyenletet kielégité m egész, ha
10 — 37n oszthato 218-cal, vagyis ha 37n = 10 (mod218). A kérdés tehat az, hogy ennek a

linearis kongruencianak héany megoldasa van 1 és 1000 kozott. (3 pont)
A kongruenciat 6-tal szorozva 222n = 60 (mod 218), vagyis 4n = 60 (mod 218). (1 pont)
Ezt 4-gyel osztva n = 15 (mod 109), hiszen 218 és 4 legnagyobb kozos osztoja 2, amivel a
modulust el kell osztani. (1 pont)
Modulo 218 tehat két megoldast kapunk, melyek 15 és 154 109 = 124. (1 pont)

Mivel a 6-tal valo szorzas nem ekvivalens atalakitas, az eredményeket vissza kell helyettesiteni
az eredeti kongruencidba, hogy kisztrjiik a hamis gyokot: 37 - 15 = 555, ami nem kongruens
10-zel modulo 218, 37-124 = 37 -4 - 31 = 148 - 31, ami —70 - 31-gyel, azaz -2170-nel kongruens
modulo 218, errdl pedig (2180-at hozzaadva) lathato, hogy csakugyan kongruens 10-zel modulo
218, a megoldas tehat a 124 (mod 218). A két ellendrzés koziil az egyik kivalthato azzal a
megallapitassal, hogy mivel 37 és 218 relativ primek, a kongruencidnak pontosan egy megoldasa

lesz modulo 218. (2 pont)
Az n szamnak tehat 218k + 124 alaktnak kell lennie, ahol k egész. (1 pont)
p A . 1000—124 1. - . . .
Ahhoz, hogy n 1 és 1000 kozott legyen, k-nak 0 és =5 = kozé¢ kell esnie, azaz 5 ilyen egész n
lesz. (1 pont)

6. Ertelmezziik a sikvektorok R? halmazan a * és a o miiveleteket a kovetkezSképpen:
(a,b) x (¢,d) = (a+d,bc) (a,b) ¢ (¢,d) = (a+ ¢, bd)

a) Dontsiik el, hogy R? csoportot alkot-e -ra nézve!
b) Déntsiik el, hogy R? csoportot alkot-e o-ra nézve!

* %k % kX

Vizsgaljuk elGszor x asszociativitasat. ((a,b) * (¢, d)) * (e, f) = (a+d,bc) * (e, f) = (a+d+ f, bee),

mig (a,b) * ((¢,d) x (e, ) = (a,b) * (¢ + f,de) = (a + de,bc + bf). (1 pont)
Mivel a két kapott eredmény nem feltétleniil egyenls (pl. a = 0,d = 0, f = 1 esetén), a miivelet
nem asszociativ, (1 pont)
igy a kérdéses struktura nem csoport. (1 pont)

A b) feladatbeli strukturanak a (0, 1) vektor egységeleme lesz, hiszen (0, 1)< (a,b) = (a,b) (2 pont)
és konnyen lathato, hogy a ¢ miivelet kommutativ (e megallapitas helyett természetesen lehet a

maésik iranybol is megvizsgalni a feltétel teljesiilését). (1 pont)
Mivel (0,0) ¢ (a,b) = (a,0), (1 pont)
a (0,0) elemnek nincs inverze, (2 pont)
a kérdéses struktira tehat nem csoport. (1 pont)

Az utolso 1 pontok annak jarnak, aki a korabbi szamoléasaibol helyes kévetkeztetést von le. Az a)
feladatban természetesen annak is jarnak a megfelels pontok, aki masképp mutatja meg, hogy a
struktira nem csoport, pl. mert nem létezik egységelem. A b) feladatban nem sziikséges az asszo-
ciativitast vizsgalni, hiszen anélkiil is lathato, hogy nem csoportrol van sz6. Ha valaki ezt mégis
megteszi, akkor kaphat 2 pontot a (helyes) vizsgalatért, azzal a megkotéssel, hogy ha nem mutatta
meg, hogy nem létezik minden elemnek inverze, akkor (a b) feladatra) legfeljebb 4 pontot kaphat.
Nem kell pontot levonni attol, aki nem ellenérzi, hogy az egységelem csakugyan a halmazban
van-e, mivel ez esetiinkben magatol értet6ds. Végiil megjegyezziik, hogy * és ¢ csakugyan mtvelet
R2-en, ennek ellenérzéséért azonban nem jar kiiloén pont (hiszen ezt a feladat szévege is kimondja).



