Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi itmutato
2026. junius 2.

Altaldnos alapelvek.

A pontozéasi utmutatoé célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éro
megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodo gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban val6ban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldésért, amely egy megoldasban érdemi szerephez
juthat és amelybodl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa
volna kaphato. Ha egy megoldd egy feladatra tobb, egymastol lényegesen kiilonboz6 megoldést is elkezd,
akkor legfoljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes
vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban
tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazé is, tovabba a dolgozatbdél nem
deriil ki, hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt
értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. A 6 cstiesu és 10 él, élsulyozott G iranyitatlan grafra Dijkstra algoritmusat s a b c d e
futtatva a jobbra lathaté tablazatban 1évé adatok keletkeztek, de a tablazat 0 co 0 00 o0 00
utolsé sora sajnos elveszett. (A tédblazat sorai a téav(v) értékeket mutatjik a 0 8 5 14 oo o
ciklusmag egyes végrehajtasai utan, ahol v € V(G) = {s,a,b,¢,d, e}.) 0 8 5 13 14 16

a) Adjuk meg G-ben a c¢ csics tavolsagat s-t6l és egy s-bél c-be vezetd 0 8 5 12 10 16
legrovidebb utat. 0 8 5 11 10 14

b) Rekonstrualjuk a tédblazat utolsé, elveszett sorat. Y S S O ¢

* ok ok k%

a) A ciklusmag 2., 3., 4. és 5. végrehajtasa végén (a mar kezdetben is ott 1év6 s mellé) sorban a b, a,
d, majd a c csicsok keriilnek a K (avagy ,,KESZ”) halmazba (mert a tabldzat megfelel$ soraiban ezekhez
a cstcsokhoz tartozik a legkisebb tav(v) érték a korabban még K-ba nem keriilt cstcsok koziil). (1 pont)
Mivel ¢ a 4. ciklusmag-végrehajtas végén K-ba keriilt, ezért a hozzé tartozé téav(c) érték itt mar végleges.
Igy a tébldzat szerint tév(c) = 11, ez tehét a ¢ tavolsiga s-tél. (1 pont)
Mivel tav(c) értéke utoljara a 4. ciklusmag-végrehajtds sordn véltozott és ekkor az aktiv csics d volt
(mert ez keriilt a 3. végrehajtas végén K-ba), ezért el6z6(c) = d. Hasonlbéan kapjuk, hogy eléz6(d) = a és
eléz6(a) = s. Igy egy legrovidebb s-bél c-be vezetd 1t sorban az s, a, d, ¢ csticsokon at vezet. (2 pont)

b) A tablazat elsé 6t sorabdl kiolvashatd, hogy G-nek az alabbi abran lathato élei biztosan léteznek (és
hozzéjuk a melléjik irt élsulyok tartoznak):

(2 pont)




Val6ban, a tdblazat masodik sora szerint 1éteznek az {s,a}, {s,b} és {s,c} élek (és a sulyuk sorra 8, 5 és
14, hiszen itt az aktiv cstcs s, igy csak az erre illeszkedo élek frissithetik az a-hoz, b-hez és c-hez tartozo
értékeket). A tabldzat harmadik soranak megfelel§, méasodik ciklusmag-végrehajtés soran az aktiv cstcs
b, igy csak az erre illeszkedé {b,c}, {b,d} és {b, e} élek mentén frissiilhetnek a c-hez, d-hez, illetve e-hez
tartozo értékek (gy, hogy a tav(b) = 5 értékhez az élek siilyat adva a harmadik sorban lathaté értékeket
kapjuk). Ehhez hasonléan olvashat6 ki a tablazat negyedik, illetve 6todik sorabdl az {a,c} és {a,d} élek,

illetve a {d, c} és {d, e} élek létezése (az dbran lathato élsulyokkal). (2 pont)
Ebbol kovetkezik, hogy G-nek tobb éle mar nem is lehet, hiszen 10 élét mar megtalaltuk és a feladat
szovege szerint G élszama 10. (1 pont)

Mivel a tablazat utolsé soranak megfelelo 6todik ciklusmag-végrehajtas sordn az aktiv csics ¢, de ez nem
szomszédos a K halmazbdl még egyedill hidnyzé e csiicesal, ezért ebben a végrehajtdsban tév(e) mar
nem véltozik (és persze szintén nem valtozik a K-ban 1év6 tobbi cstics tav(v) értéke sem). Igy a tablazat
hidnyzo, hatodik sora azonos az 6todik sordval. (1 pont)
A b) kérdés hidnytalan megvélaszolasahoz nem feltétlen szitkséges az élek silyanak a meghatarozasa, elég
informéacié az abran lathato élek létezése; ezért ezeknek a hidnya nem jelent pontlevonast. Ha viszont
egy megoldé meghatarozza az élsilyokat, akkor az a) kérdésben a legrovidebb it megadasahoz elég arra
hivatkoznia, hogy az s —a — d — ¢ 1t hossza 11, igy ez minimalis (nem sziikséges tehat az el6z6(v) értékek
meghatarozasa). A b) kérdés pontozasaban a masodik 2 pont annak indoklaséért jar, hogy az abran lathaté
élek valoban léteznek (és az élstilyok helyesek); nem sziikséges azonban az itt irthoz hasonlé részletességii
szoveg a részpontszam megszerzéséhez, ha a megolddsbol vildgosan kidertil (példaul az egyes ciklusmag-
végrehajtasokhoz tartozd abrék sorozatdn keresztiil), hogy a megoldé valéban helyesen rekonstrudlta az
algoritmus futasat.

2. Létezik-e olyan lépéssorozat a (8 x8-as) sakktablan egy bastyaval, amire teljesiil, hogy minden, egymastol
(egyetlen) bastyalépésnyi tavolsagra 1évé mezépar esetén a lépéssorozat soran pontosan egyszer 1éptink e
koziil a két mez6 kozil az egyikrdl a masikra? (fgy példaul a lépéssorozat soran a bastyanak pontosan
egyszer kellene vagy a C2-r6l a C6-ra, vagy a C6-r6l a C2-re lépnie, mert ez a két mez6 a béstya egy
1épésével elérhetd egymashbol. A sakk szabalyai szerint a bastya egy 1épésben vizszintesen vagy fiiggélegesen
tetszolegesen sok mezot haladhat; vagyis egy 1épése abbdl all, hogy az éppen elfoglalt mezorol egy azzal
akar egy sorban, akar egy oszlopban 16v6 barmelyik masik mezére 1ép.)

* ok ok ok ok

Legyenek a G graf cstcsai a sakktdbla mezoi és két kiillonboz6 cstcs pontosan akkor legyen szomszédos
G-ben (egyetlen él mentén), ha a két megfelel6 mez6 ugyanabban a sorban vagy oszlopban van. A feladat

kérdése nem mas, mint hogy létezik-e G-ben Euler-séta. (3 pont)
G-ben minden csics foka 14, mert minden mez6 7 masikkal van egy sorban és még ugyanennyivel egy
oszlopban. (2 pont)
G Osszefliggd graf, mert barmelyik mezorol barmelyik masikra el lehet jutni legfoljebb két bastyalépés-
sel. (2 pont)
Mivel G 6sszefiiggd (1 pont)
és minden csicsanak a foka péros, (1 pont)
ezért a tanult tétel szerint van benne Euler-(kor)séta. Igy a feladat kérdésére a valasz: igen, létezik ilyen
lépéssorozat. (1 pont)

3. A husz csticst G paros grafban az u és v csiicsok szomszédosak és a fokuk 3. A tobbi cstcs koziil kettének
a foka 7, a maradék tizenhat csiics foka pedig 4. Mutassuk meg, hogy G-ben van teljes parositas.

* ok ok ok X

Legyen X lefogd ponthalmaz G-ben. Célunk megmutatni, hogy |X| > 10. ( )
Ebbdl ugyanis kovetkezni fog, hogy 7(G) > 10, ( )
igy Ko6nig tanult tétele szerint v(G) > 10 is igaz, ezért G-ben létezik 10 élli parosités. ( )
Mivel G 20 cstcsi, ez éppen egy teljes parositas 1étezését fogja jelenteni. (1 pont)
G élszama a tanultak szerint a fokszamok 6sszegének a fele, vagyis (2-7+16-4+2-3)/2 =42. ( )
Tegytik fel indirekt, hogy |X| < 9. ( )



Mivel G-ben csak két cstics foka 7 és a tobbi cstics foka legfoljebb 4, ezért 9 cstics legfoljebb 2-7+7-4 = 42

élt tud lefogni (vagyis X ennyi élnek tartalmazhatja legalabb az egyik végpontjat). (2 pont)
Mivel ez éppen G élszama, ebbol kovetkezik, hogy X csak akkor lehet lefogd ponthalmaz, ha két 7 foku és
hét 4 foku csticsot tartalmaz. (1 pont)

Ez azonban azt jelenti, hogy X nem tartalmazza egyik 3 foku csicsot sem. Mivel ezek a feladat szerint
szomszédosak, X nem tartalmazza a koztiik 1évo él egyik végpontjat sem. Ez pedig ellentmond annak,

hogy X lefogé ponthalmaz. (2 pont)
Ezzel tehat megmutattuk, hogy G-ben nincs legfoljebb 9 csticst lefogé ponthalmaz, igy a fentiek szerint a
bizonyitand¢6 allitast is belattuk. (0 pont)

A feladat megoldhaté Frobenius (vagy Hall) tételével is (bar ez valamivel hosszasabb indoklast igényel).
Ha valaki igy dolgozik, akkor 3 pont jar annak indoklasaért, hogy a paros graf mindkét pontosztalya 10
csucst, tovabbi 5 pont a Hall-feltétel teljesiilésének indoklasaért, végiil 2 pont a tétel alkalmazasaért. Nem
jar részpontszam azért, ha valaki a Hall-feltétel teljesiilését csak egyszerii grafra és csak legfoljebb 4 elemi
csucshalmazokra ellenérzi, mert ez 6nmagaban nem érdemi 1épés egy hidnytalan indoklas felé.

4. a) Intervallumgréaf-e az aldbbi graf?
b) Toroljik a grafbdl az a cstcsot. Intervallumgréaf-e a kapott graf?

a) Jol lathat6, hogy az dbran lathaté G graf nem tartalmaz 4 csicsu teljes részgrafot. (Valéban,
barmelyik csticsot és annak harom szomszédjat valasztjuk ki, ezek kozott lesz nemszomszédos csticspér. )
fgy w(@) < 3. (1 pont)
Tegyiik fel, hogy G megszinezheto 3 szinnel. Ekkor példaul az a, b és ¢ csiicsokat tartalmazé haromszogon
mindharom szinnek el6 kell fordulnia: legyen a piros, b kék és ¢ zold. gy d csak piros lehet, mert van kék
és zold szomszédja (és feltettiik, hogy 3 szinnel szineziink). Hasonl6an, e csak kék és f csak zold lehet.
Igy viszont g-nek mér van piros, kék és zold szomszédja is (a, e, illetve f), igy barmelyik szint is kapta a
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harom koziil, a szinezés mindenképp hibas. (2 pont)
Mivel ellentmondésra jutottunk abbdl, hogy G 3 szinnel szinezhetd, ezért x(G) > 4. (1 pont)
Igy a tanult tételbél (miszerint minden G intervallumgrifra x(G) = w(G) teljesiil) kovetkezik, hogy az
abra grafja nem intervallumgraf. (1 pont)
b) Az a cstics torlése utan kapott graf mar intervallumgraf, mert reprezentalja (példaul) az alabbi
abran lathaté intervallumrendszer. (1 pont)
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VISR

Az utols6 4 pont tovabb nem oszthato és csak akkor jar, ha az abrabdl (vagy akér a végpontjaikkal megadott
intervallumokrol) egyértelmiien kideriil, hogy az egyes intervallumok hol kezdédnek és érnek véget, az
(a torlése utdni) graf melyik cstcsanak felelnek meg és az intervallumrendszer valéban a helyes gréafot
reprezentalja. fgy hibds vagy nem egyértelmiien helyes intervallumrendszerért nem adhaté részpontszam.
(Az viszont nem elvaras, hogy az intervallumok végpontjai szamokkal legyenek azonositva, egy helyes abra
enélkiil is elfogadhatd.)



Mésodik megoldas az a) kérdésre.

Tegytik fel indirekt, hogy az abran lathaté G graf intervallumgraf. (0 pont)
Ekkor az f és ¢ csicsok torlésével kapott G’ gréf is intervallumgraf, hiszen egy G-t reprezentalé interval-
lumrendszerbdl az f és ¢ csticsoknak megfelels intervallumokat elhagyva egy G'-t reprezentdld interval-

lumrendszert kapunk. (2 pont)
A G graf egy 5 csucsu kor, (1 pont)
igy rd a tanultak szerint w(G’) = 2 és x(G’) = 3 teljestl. (1 pont)
Azonban a tanult tételbél (miszerint minden G intervallumgrafra x(G) = w(G) teljestil) kovetkezik, hogy
G’ nem intervallumgraf. (1 pont)
Ez az ellentmondas tehat mutatja, hogy G sem intervallumgraf. (0 pont)

Harmadik megoldas az a) kérdésre.
Tegyiik fel indirekt, hogy az abran lathaté G graf intervallumgraf és vegyiink egy tetszoleges, G-t repre-

zentald intervallumrendszert. (Az intervallumokat azonosan jeloljitk a csicsokkal: a,b,...,g.) (0 pont)
Mivel a és d nem szomszédosak, ezért a megfeleld intervallumok diszjunktak. (1 pont)
Ezért feltehetd példaul, hogy a szamegyenesen a balra esik d-t6l (vagyis a jobb végpontja kisebb, mint d
bal végpontja). (1 pont)
Mivel G-ben ¢ szomszédos a-val és d-vel is, ezért a ¢ intervallum metszi a-t és d-t is. Igy ¢ tartalmazza az
a jobb végpontjatol a d bal végpontjaig terjedd intervallumot. (1 pont)
Ugyanezek elmondhatok f-rol is. (1 pont)

Ebbdl kovetkezik, hogy a ¢ és f intervallumok metszok, igy a megfelel6 csticsok szomszédosak G-ben. Mivel
ez a valdsdgban nem igy van, ezzel megmutattuk, hogy nem létezik G-t reprezentald intervallumrendszer,
vagyis G nem intervallumgraf. (1 pont)
Természetesen sok mas uton is megmutathatd, hogy nem létezik G-t reprezentald intervallumrendszer és
igy G nem intervallumgraf. (Rész)pontszam azonban csak olyan indoklasért adhatd, amibél egyértelmiien
kideriil, hogy a megold6 kizarta egy ilyen intervallumrendszer 1étezését (vagy legalabbis érdemi és hasz-
nos lépéseket tett ennek érdekében). Nem adhaté tehdt részpontszam olyan megoldéasért, ami kimeriil egy
megfelel6 intervallumrendszer konstrudlasara iranyulé sikertelen kisérletek dokumentalasaban.

5. Van-e az alabbi halézatban olyan viagéds, aminek a kapacitédsa kisebb az {S, A, B, D} vagas kapacitdsdnal?

A (13) B A 11313 B

(2) 3)

F

¥ ok ok ok X

Az {S, A, B, D} vagas kapacitasa 20 (a fenti, jobb oldali 4bran pirossal jelélt kapacitasok 6sszege).( )
Az ugyanezen az dbran lathato folyam értéke is 20 (az S-bél kilép6 éleken a folyamértékek osszege).( )
Mivel a tanultak szerint minden folyam értéke legfoljebb akkora, mint barmely vigds kapacitasa, (1 pont)
ezért a 20 értéki folyam bizonyitja, hogy nincs 20-nél kisebb kapacitasu vagas a hal6zatban. ( )
Igy a feladat kérdésére a vélasz: nem létezik {S, A, B, D}-nél kisebb kapacitasu vagas. (1 pont)
Bar egy teljes értékii megoldasnak elvileg része volna annak definici szerinti ellendérzése is, hogy a meg-
adott értékek valoban folyamot alkotnak, de ennek hianyaért nem vonunk le pontot. A fenti pontozas
szerinti utolsé 5 pont annak jar, aki érdemben indokolja, hogy a megadott vagas minimalis kapacitasu és
igy a kérdésre a valasz nemleges. Ez torténhet mashogyan is, mint a fenti megoldasban: példaul a javito-
utas algoritmus futtatasaval, hivatkozva arra a tanult allitdsra, hogy az eljaras leallasa utan az aktualis
folyamhoz tartoz6 segédgrafban S-bol elérhet6 csiicsok alkotta vagas minimalis kapacitdsi. Azonban tires
frazisok (mint példéul: ,a Ford-Fulkerson tétel miatt”) nem érnek pontot.
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6*. Legfoljebb hany éle lehet egy 10 cstcstt G egyszerii grafnak, ha teljesiil ra a kovetkezd feltétel: G
barmely e = {u,v} éléhez létezik G-nek olyan w csicsa, ami sem u-val, sem v-vel nem szomszédos.

X ok ok ok ok

A feladatbeli feltétel a G komplementer grafrél azt mondja, hogy abban barmely nemszomszédos u,v

cstucsparhoz taldlhat6 olyan w cstics, ami u-val és v-vel is szomszédos. (2 pont)
Igy G osszefiiggd graf, hiszen barmely két csiicsa kozott vezet 1 vagy 2 hosszisagi tt. (1 pont)
Ezért a tanult tétel szerint G-nek legaldbb 10 — 1 = 9 éle van. (2 pont)
Mivel a 10 csticst teljes grafnak osszesen 252 = 45 ¢éle van, (1 pont)
ezért G-nek legfoljebb 45 —9 = 36 éle lehet (mert a 45 széba jov6 cstcspar koziil legalabb 9 G élhalmazaba
tartozik). (1 pont)
A feladat feltételeinek megfeleld, 36 éli graf viszont konnyen készitheto: ilyet kapunk, ha egy 9 cstcst
teljes grafhoz hozzéveszink egy izolalt pontot. (2 pont)
Igy a feladat kérdésére a valasz: G-nek legfoljebb 36 éle lehet. (1 pont)

A pontozas szerinti utolso el6tti 2 pont megadhaté akkor is, ha egy megold6 a leirt példa bemutatasaval
csak addig jut el, hogy létezik 36 éli, a feltételeknek megfelelo graf és akar még sejtésként sem fogalmazza
meg, hogy ennél tobb éli nincs. Tovabbi részpontszam viszont csak akkor adhatd, ha a megoldd érdemi
1épést tesz a 36-os felso korlat megmutatasa érdekében; ennek puszta kimondasa énmagédban tehat nem ér
pontot.



