
Bevezetés a számításelméletbe II.
Zárthelyi feladatok — pontozási útmutató

2026. június 2.

Általános alapelvek.

A pontozási útmutató célja, hogy a javítók a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az útmutatónak nem
célja a feladatok teljes értékű megoldásának részletes leírása; a leírt lépések egy maximális pontszámot érő
megoldás vázlatának tekinthetők.

Az útmutatóban feltüntetett részpontszámok csak akkor járnak a megoldónak, ha a kapcsolódó gon-
dolat egy áttekinthető, világosan leírt és megindokolt megoldás egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Így
például az anyagban szereplő ismeretek, definíciók, tételek puszta leírása azok alkalmazása nélkül nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leírt tény a megoldásban valóban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az útmutatóban feltüntetett pontszám a fentiek figyelembevételével a megoldónak
(részben vagy egészében) jár-e, teljes mértékben a javító hatásköre.

Részpontszám jár minden olyan ötletért, részmegoldásért, amely egy megoldásban érdemi szerephez
juthat és amelyből a dolgozatban leírt gondolatmenet alkalmas kiegészítésével a feladat hibátlan megoldása
volna kapható. Ha egy megoldó egy feladatra több, egymástól lényegesen különböző megoldást is elkezd,
akkor legföljebb az egyikre adható pontszám. Ha mindegyik leírt megoldás vagy megoldásrészlet helyes
vagy helyessé kiegészíthető, akkor a legtöbb részpontot érő megoldáskezdeményt értékeljük. Ha azonban
több megoldási kísérlet között van helyes és (lényeges) hibát tartalmazó is, továbbá a dolgozatból nem
derül ki, hogy a megoldó melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot érő megoldáskezdeményt
értékeljük (akkor is, ha ez a pontszám 0).

Az útmutatóban szereplő részpontszámok szükség esetén tovább is oszthatók. Az útmutatóban leírttól
eltérő jó megoldás természetesen maximális pontot ér, de bizonyítás nélkül csak az előadáson szereplő
tételekre és állításokra lehet hivatkozni.

1. A 6 csúcsú és 10 élű, élsúlyozott G irányítatlan gráfra Dijkstra algoritmusát
futtatva a jobbra látható táblázatban lévő adatok keletkeztek, de a táblázat
utolsó sora sajnos elveszett. (A táblázat sorai a táv(v) értékeket mutatják a
ciklusmag egyes végrehajtásai után, ahol v ∈ V (G) = {s, a, b, c, d, e}.)

a) Adjuk meg G-ben a c csúcs távolságát s-től és egy s-ből c-be vezető
legrövidebb utat.

b) Rekonstruáljuk a táblázat utolsó, elveszett sorát.
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∗ ∗ ∗ ∗ ∗
a) A ciklusmag 2., 3., 4. és 5. végrehajtása végén (a már kezdetben is ott lévő s mellé) sorban a b, a,

d, majd a c csúcsok kerülnek a K (avagy „KÉSZ”) halmazba (mert a táblázat megfelelő soraiban ezekhez
a csúcsokhoz tartozik a legkisebb táv(v) érték a korábban még K-ba nem került csúcsok közül). (1 pont)
Mivel c a 4. ciklusmag-végrehajtás végén K-ba került, ezért a hozzá tartozó táv(c) érték itt már végleges.
Így a táblázat szerint táv(c) = 11, ez tehát a c távolsága s-től. (1 pont)
Mivel táv(c) értéke utoljára a 4. ciklusmag-végrehajtás során változott és ekkor az aktív csúcs d volt
(mert ez került a 3. végrehajtás végén K-ba), ezért előző(c) = d. Hasonlóan kapjuk, hogy előző(d) = a és
előző(a) = s. Így egy legrövidebb s-ből c-be vezető út sorban az s, a, d, c csúcsokon át vezet. (2 pont)

b) A táblázat első öt sorából kiolvasható, hogy G-nek az alábbi ábrán látható élei biztosan léteznek (és
hozzájuk a melléjük írt élsúlyok tartoznak):
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Valóban, a táblázat második sora szerint léteznek az {s, a}, {s, b} és {s, c} élek (és a súlyuk sorra 8, 5 és
14, hiszen itt az aktív csúcs s, így csak az erre illeszkedő élek frissíthetik az a-hoz, b-hez és c-hez tartozó
értékeket). A táblázat harmadik sorának megfelelő, második ciklusmag-végrehajtás során az aktív csúcs
b, így csak az erre illeszkedő {b, c}, {b, d} és {b, e} élek mentén frissülhetnek a c-hez, d-hez, illetve e-hez
tartozó értékek (úgy, hogy a táv(b) = 5 értékhez az élek súlyát adva a harmadik sorban látható értékeket
kapjuk). Ehhez hasonlóan olvasható ki a táblázat negyedik, illetve ötödik sorából az {a, c} és {a, d} élek,
illetve a {d, c} és {d, e} élek létezése (az ábrán látható élsúlyokkal). (2 pont)
Ebből következik, hogy G-nek több éle már nem is lehet, hiszen 10 élét már megtaláltuk és a feladat
szövege szerint G élszáma 10. (1 pont)
Mivel a táblázat utolsó sorának megfelelő ötödik ciklusmag-végrehajtás során az aktív csúcs c, de ez nem
szomszédos a K halmazból még egyedül hiányzó e csúccsal, ezért ebben a végrehajtásban táv(e) már
nem változik (és persze szintén nem változik a K-ban lévő többi csúcs táv(v) értéke sem). Így a táblázat
hiányzó, hatodik sora azonos az ötödik sorával. (1 pont)
A b) kérdés hiánytalan megválaszolásához nem feltétlen szükséges az élek súlyának a meghatározása, elég
információ az ábrán látható élek létezése; ezért ezeknek a hiánya nem jelent pontlevonást. Ha viszont
egy megoldó meghatározza az élsúlyokat, akkor az a) kérdésben a legrövidebb út megadásához elég arra
hivatkoznia, hogy az s − a − d − c út hossza 11, így ez minimális (nem szükséges tehát az előző(v) értékek
meghatározása). A b) kérdés pontozásában a második 2 pont annak indoklásáért jár, hogy az ábrán látható
élek valóban léteznek (és az élsúlyok helyesek); nem szükséges azonban az itt írthoz hasonló részletességű
szöveg a részpontszám megszerzéséhez, ha a megoldásból világosan kiderül (például az egyes ciklusmag-
végrehajtásokhoz tartozó ábrák sorozatán keresztül), hogy a megoldó valóban helyesen rekonstruálta az
algoritmus futását.
2. Létezik-e olyan lépéssorozat a (8×8-as) sakktáblán egy bástyával, amire teljesül, hogy minden, egymástól
(egyetlen) bástyalépésnyi távolságra lévő mezőpár esetén a lépéssorozat során pontosan egyszer lépünk e
közül a két mező közül az egyikről a másikra? (Így például a lépéssorozat során a bástyának pontosan
egyszer kellene vagy a C2-ről a C6-ra, vagy a C6-ról a C2-re lépnie, mert ez a két mező a bástya egy
lépésével elérhető egymásból. A sakk szabályai szerint a bástya egy lépésben vízszintesen vagy függőlegesen
tetszőlegesen sok mezőt haladhat; vagyis egy lépése abból áll, hogy az éppen elfoglalt mezőről egy azzal
akár egy sorban, akár egy oszlopban lévő bármelyik másik mezőre lép.)

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Legyenek a G gráf csúcsai a sakktábla mezői és két különböző csúcs pontosan akkor legyen szomszédos
G-ben (egyetlen él mentén), ha a két megfelelő mező ugyanabban a sorban vagy oszlopban van. A feladat
kérdése nem más, mint hogy létezik-e G-ben Euler-séta. (3 pont)
G-ben minden csúcs foka 14, mert minden mező 7 másikkal van egy sorban és még ugyanennyivel egy
oszlopban. (2 pont)
G összefüggő gráf, mert bármelyik mezőről bármelyik másikra el lehet jutni legföljebb két bástyalépés-
sel. (2 pont)
Mivel G összefüggő (1 pont)
és minden csúcsának a foka páros, (1 pont)
ezért a tanult tétel szerint van benne Euler-(kör)séta. Így a feladat kérdésére a válasz: igen, létezik ilyen
lépéssorozat. (1 pont)
3. A húsz csúcsú G páros gráfban az u és v csúcsok szomszédosak és a fokuk 3. A többi csúcs közül kettőnek
a foka 7, a maradék tizenhat csúcs foka pedig 4. Mutassuk meg, hogy G-ben van teljes párosítás.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Legyen X lefogó ponthalmaz G-ben. Célunk megmutatni, hogy |X| ≥ 10. (0 pont)
Ebből ugyanis következni fog, hogy τ(G) ≥ 10, (1 pont)
így Kőnig tanult tétele szerint ν(G) ≥ 10 is igaz, ezért G-ben létezik 10 élű párosítás. (2 pont)
Mivel G 20 csúcsú, ez éppen egy teljes párosítás létezését fogja jelenteni. (1 pont)
G élszáma a tanultak szerint a fokszámok összegének a fele, vagyis (2 · 7 + 16 · 4 + 2 · 3)/2 = 42. (1 pont)
Tegyük fel indirekt, hogy |X| ≤ 9. (0 pont)
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Mivel G-ben csak két csúcs foka 7 és a többi csúcs foka legföljebb 4, ezért 9 csúcs legföljebb 2 ·7+7 ·4 = 42
élt tud lefogni (vagyis X ennyi élnek tartalmazhatja legalább az egyik végpontját). (2 pont)
Mivel ez éppen G élszáma, ebből következik, hogy X csak akkor lehet lefogó ponthalmaz, ha két 7 fokú és
hét 4 fokú csúcsot tartalmaz. (1 pont)
Ez azonban azt jelenti, hogy X nem tartalmazza egyik 3 fokú csúcsot sem. Mivel ezek a feladat szerint
szomszédosak, X nem tartalmazza a köztük lévő él egyik végpontját sem. Ez pedig ellentmond annak,
hogy X lefogó ponthalmaz. (2 pont)
Ezzel tehát megmutattuk, hogy G-ben nincs legföljebb 9 csúcsú lefogó ponthalmaz, így a fentiek szerint a
bizonyítandó állítást is beláttuk. (0 pont)
A feladat megoldható Frobenius (vagy Hall) tételével is (bár ez valamivel hosszasabb indoklást igényel).
Ha valaki így dolgozik, akkor 3 pont jár annak indoklásáért, hogy a páros gráf mindkét pontosztálya 10
csúcsú, további 5 pont a Hall-feltétel teljesülésének indoklásáért, végül 2 pont a tétel alkalmazásáért. Nem
jár részpontszám azért, ha valaki a Hall-feltétel teljesülését csak egyszerű gráfra és csak legföljebb 4 elemű
csúcshalmazokra ellenőrzi, mert ez önmagában nem érdemi lépés egy hiánytalan indoklás felé.
4. a) Intervallumgráf-e az alábbi gráf?

b) Töröljük a gráfból az a csúcsot. Intervallumgráf-e a kapott gráf?
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a) Jól látható, hogy az ábrán látható G gráf nem tartalmaz 4 csúcsú teljes részgráfot. (Valóban,
bármelyik csúcsot és annak három szomszédját választjuk ki, ezek között lesz nemszomszédos csúcspár.)
Így ω(G) ≤ 3. (1 pont)
Tegyük fel, hogy G megszínezhető 3 színnel. Ekkor például az a, b és c csúcsokat tartalmazó háromszögön
mindhárom színnek elő kell fordulnia: legyen a piros, b kék és c zöld. Így d csak piros lehet, mert van kék
és zöld szomszédja (és feltettük, hogy 3 színnel színezünk). Hasonlóan, e csak kék és f csak zöld lehet.
Így viszont g-nek már van piros, kék és zöld szomszédja is (a, e, illetve f), így bármelyik színt is kapta a
három közül, a színezés mindenképp hibás. (2 pont)
Mivel ellentmondásra jutottunk abból, hogy G 3 színnel színezhető, ezért χ(G) ≥ 4. (1 pont)
Így a tanult tételből (miszerint minden G intervallumgráfra χ(G) = ω(G) teljesül) következik, hogy az
ábra gráfja nem intervallumgráf. (1 pont)

b) Az a csúcs törlése után kapott gráf már intervallumgráf, mert reprezentálja (például) az alábbi
ábrán látható intervallumrendszer. (1 pont)
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(4 pont)

Az utolsó 4 pont tovább nem osztható és csak akkor jár, ha az ábrából (vagy akár a végpontjaikkal megadott
intervallumokról) egyértelműen kiderül, hogy az egyes intervallumok hol kezdődnek és érnek véget, az
(a törlése utáni) gráf melyik csúcsának felelnek meg és az intervallumrendszer valóban a helyes gráfot
reprezentálja. Így hibás vagy nem egyértelműen helyes intervallumrendszerért nem adható részpontszám.
(Az viszont nem elvárás, hogy az intervallumok végpontjai számokkal legyenek azonosítva, egy helyes ábra
enélkül is elfogadható.)
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Második megoldás az a) kérdésre.
Tegyük fel indirekt, hogy az ábrán látható G gráf intervallumgráf. (0 pont)
Ekkor az f és c csúcsok törlésével kapott G′ gráf is intervallumgráf, hiszen egy G-t reprezentáló interval-
lumrendszerből az f és c csúcsoknak megfelelő intervallumokat elhagyva egy G′-t reprezentáló interval-
lumrendszert kapunk. (2 pont)
A G′ gráf egy 5 csúcsú kör, (1 pont)
így rá a tanultak szerint ω(G′) = 2 és χ(G′) = 3 teljesül. (1 pont)
Azonban a tanult tételből (miszerint minden G intervallumgráfra χ(G) = ω(G) teljesül) következik, hogy
G′ nem intervallumgráf. (1 pont)
Ez az ellentmondás tehát mutatja, hogy G sem intervallumgráf. (0 pont)
Harmadik megoldás az a) kérdésre.
Tegyük fel indirekt, hogy az ábrán látható G gráf intervallumgráf és vegyünk egy tetszőleges, G-t repre-
zentáló intervallumrendszert. (Az intervallumokat azonosan jelöljük a csúcsokkal: a, b, . . . , g.) (0 pont)
Mivel a és d nem szomszédosak, ezért a megfelelő intervallumok diszjunktak. (1 pont)
Ezért feltehető például, hogy a számegyenesen a balra esik d-től (vagyis a jobb végpontja kisebb, mint d
bal végpontja). (1 pont)
Mivel G-ben c szomszédos a-val és d-vel is, ezért a c intervallum metszi a-t és d-t is. Így c tartalmazza az
a jobb végpontjától a d bal végpontjáig terjedő intervallumot. (1 pont)
Ugyanezek elmondhatók f -ről is. (1 pont)
Ebből következik, hogy a c és f intervallumok metszők, így a megfelelő csúcsok szomszédosak G-ben. Mivel
ez a valóságban nem így van, ezzel megmutattuk, hogy nem létezik G-t reprezentáló intervallumrendszer,
vagyis G nem intervallumgráf. (1 pont)
Természetesen sok más úton is megmutatható, hogy nem létezik G-t reprezentáló intervallumrendszer és
így G nem intervallumgráf. (Rész)pontszám azonban csak olyan indoklásért adható, amiből egyértelműen
kiderül, hogy a megoldó kizárta egy ilyen intervallumrendszer létezését (vagy legalábbis érdemi és hasz-
nos lépéseket tett ennek érdekében). Nem adható tehát részpontszám olyan megoldásért, ami kimerül egy
megfelelő intervallumrendszer konstruálására irányuló sikertelen kísérletek dokumentálásában.
5. Van-e az alábbi hálózatban olyan vágás, aminek a kapacitása kisebb az {S, A, B, D} vágás kapacitásánál?
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Az {S, A, B, D} vágás kapacitása 20 (a fenti, jobb oldali ábrán pirossal jelölt kapacitások összege).(2 pont)
Az ugyanezen az ábrán látható folyam értéke is 20 (az S-ből kilépő éleken a folyamértékek összege).(3 pont)
Mivel a tanultak szerint minden folyam értéke legföljebb akkora, mint bármely vágás kapacitása,(1 pont)
ezért a 20 értékű folyam bizonyítja, hogy nincs 20-nál kisebb kapacitású vágás a hálózatban. (3 pont)
Így a feladat kérdésére a válasz: nem létezik {S, A, B, D}-nél kisebb kapacitású vágás. (1 pont)
Bár egy teljes értékű megoldásnak elvileg része volna annak definíció szerinti ellenőrzése is, hogy a meg-
adott értékek valóban folyamot alkotnak, de ennek hiányáért nem vonunk le pontot. A fenti pontozás
szerinti utolsó 5 pont annak jár, aki érdemben indokolja, hogy a megadott vágás minimális kapacitású és
így a kérdésre a válasz nemleges. Ez történhet máshogyan is, mint a fenti megoldásban: például a javító-
utas algoritmus futtatásával, hivatkozva arra a tanult állításra, hogy az eljárás leállása után az aktuális
folyamhoz tartozó segédgráfban S-ből elérhető csúcsok alkotta vágás minimális kapacitású. Azonban üres
frázisok (mint például: „a Ford-Fulkerson tétel miatt”) nem érnek pontot.
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6*. Legföljebb hány éle lehet egy 10 csúcsú G egyszerű gráfnak, ha teljesül rá a következő feltétel: G
bármely e = {u, v} éléhez létezik G-nek olyan w csúcsa, ami sem u-val, sem v-vel nem szomszédos.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

A feladatbeli feltétel a G komplementer gráfról azt mondja, hogy abban bármely nemszomszédos u, v
csúcspárhoz található olyan w csúcs, ami u-val és v-vel is szomszédos. (2 pont)
Így G összefüggő gráf, hiszen bármely két csúcsa között vezet 1 vagy 2 hosszúságú út. (1 pont)
Ezért a tanult tétel szerint G-nek legalább 10 − 1 = 9 éle van. (2 pont)
Mivel a 10 csúcsú teljes gráfnak összesen 10·9

2 = 45 éle van, (1 pont)
ezért G-nek legföljebb 45−9 = 36 éle lehet (mert a 45 szóba jövő csúcspár közül legalább 9 G élhalmazába
tartozik). (1 pont)
A feladat feltételeinek megfelelő, 36 élű gráf viszont könnyen készíthető: ilyet kapunk, ha egy 9 csúcsú
teljes gráfhoz hozzáveszünk egy izolált pontot. (2 pont)
Így a feladat kérdésére a válasz: G-nek legföljebb 36 éle lehet. (1 pont)
A pontozás szerinti utolsó előtti 2 pont megadható akkor is, ha egy megoldó a leírt példa bemutatásával
csak addig jut el, hogy létezik 36 élű, a feltételeknek megfelelő gráf és akár még sejtésként sem fogalmazza
meg, hogy ennél több élű nincs. További részpontszám viszont csak akkor adható, ha a megoldó érdemi
lépést tesz a 36-os felső korlát megmutatása érdekében; ennek puszta kimondása önmagában tehát nem ér
pontot.

5


