Bevezetés a szamitaselméletbe II.
2. poétzarthelyi — pontozasi ttmutatod
2015. majus 4.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért
az Gtmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékit
megoldasédnak részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldés vazla-
tanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa
azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény
a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az atmutatoban feltiintetett
pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes
mértékben a javitd hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt
gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az atmu-
tatoban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmutatoban leirttol
eltérd jo6 megoldas természetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pont-
szama szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Hatarozzuk meg az alabb lathato graf kromatikus szamat.
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A kozépss, 6 foku csucsot l-esre, a szomszédait (akik koziil semelyik kett6 nincs 6sszekotve)
2-esre, a harom maradék csicsot (melyek egyike sincs Gsszekotve a kozépsovel) 1-esre, 3-asra,

illetve 4-esre szinezve jo szinezést kapunk, (4 pont)
tehat a kromatikus szam legfeljebb 4. (1 pont)
A sarkokban 1év6 3 cstics mindegyikére igaz, hogy harom maésik cstcs van, amellyel nem
szomszédosak, (1 pont)
ezek viszont nem alkotnak fiiggetlen halmazt, (1 pont)
igy azon szinosztaly, melyben egy sarokban 1év6 csiics van, legfeljebb hérom csicsot tartal-
mazhat. (1 pont)

Mivel ezek a szinosztalyok a harom sarokban 1évG csiics esetén kiilonbozdk kell legyenek
(hiszen e harom csiics haromszoget alkot), szitkség van legalabb négy szinosztalyra, (1 pont)



igy a kromatikus szam pontosan 4. (1 pont)

Létezik mas jo 4-szinezés is, és természetesen masképp is belathato, hogy 3 szin nem elég. Ez
utobbi torténhet tipikusan tgy, hogy kivalasztunk egy haromszoget, amit muszaj 3 kiillonb6zs
szinnel szinezni, majd megmutatjuk, hogy ez a szinezés az adott 3 szinnel nem terjeszthets
ki az egész grafra. Aki ezt precizen, indokolva teszi, az természetesen 5 pontot kapjon erre a
részre. Aki kissé hidnyos indoklassal, de lathatoan ezen az elven dolgozik, az 2-4 pontot, mig
az, aki csak egy konkrét probalkozasrol (pl. a moho szinezésrdl) latja be, hogy nem lesz jo, 0-1
pontot kapjon.

2. Hatarozzuk meg az alabb lathato grafban a fliggetlen élek maximalis szamat.
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Szamozzuk a csiucsokat a fols§ sorban balrdl jobbra 1-t6l 4-ig, az alattuk levs sorban 5-t6l

7-ig, s.i.t.. Ekkor 1-2, 3-4, 5-6, 8-10 egy négy éld parositas, (3 pont)
igy a keresett maximum legalabb 4. (1 pont)
Az 1,4,6,10 cstcsok (vagyis a négy darab 6 foku csucs) lefogo halmazt alkot. (4 pont)
Mivel minden péarositas legfeljebb akkora lehet, mint barmely lefog6 ponthalmaz, (1 pont)
a latott 4 éli parositas maximalis kell, hogy legyen. (1 pont)

3. Legyen G olyan 7 csicsi egyszert graf, melyre G-ben és a komplementerében is van
Hamilton-kor. Mutassuk meg, hogy ekkor G' kromatikus szama 3 vagy 4.
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Mivel G-ben van Hamilton-kor és az paratlan hosszi, (2 pont)
igy G nem paros graf, vagyis a kromatikus szama legalabb 3. (2 pont)
A G komplementerében 1évé Hamilton koron az 1. és a 2. cstcs szinezhet§ ugyanazzal a
szinnel, (1 pont)
hiszen G-ben nem szomszédosak. (1 pont)
Ugyanigy szinezhetSk azonos szinnel a 3. és a 4., illetve az 5. és a 6. csicsok. (2 pont)
A 7. csticsot egy negyedik szinnel szinezve most a graf egy jo 4-szinezését kapjuk, (1 pont)
ahonnan a kromatikus szam legfeljebb 4. (1 pont)

4. Egy 10 csticsu paros gratban minden csics foka 3 vagy 4. Mutassuk meg, hogy a grafban
van teljes pérositas.
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Els6 megoldés. Elgszor megmutatjuk, hogy a paros graf két osztalya ugyanakkora kell legyen.
Ha ez nem igy lenne, akkor a kisebbik osztalyban legfeljebb 4 csiics lenne, (1 pont)



igy legfeljebb 4 - 4 = 16 él mehetne ki beldle, (1 pont)
mig a nagyobbik osztalyban legalabb 6 pont lenne és igy ebbdl legalabb 6 - 3 = 18 él menne

ki, (1 pont)
ami nyilvan lehetetlen. (1 pont)
Most a Hall-feltétel teljesiilését vizsgaljuk meg. Legyen X az egyik osztaly tetszéleges
részhalmaza. Ha X legfeljebb 3 elemii, akkor |N(X)| > | X| nyilvanvaloan igaz. (1 pont)

Ha X legalabb 4 elemt, akkor N(X) 5 elemti lesz (s6t, ehhez elég az is, ha X 3 elemii), (2 pont)
mivel ellenkez§ esetben az N(X)-ben nem szerepl§ csticsnak nem lehetne legalabb 3 szom-

szédja. (2 pont)
Igy a grafban teljesiil a Hall-feltétel, amib6l az allitas (a Hall- vagy a Frobenius-tétel szerint)
mar kovetkezik. (1 pont)

Masodik megoldéas. Az élszinezésre vonatkozo Koénig-tétel szerint a graf élkromatikus szama

legfeljebb 4, (1 pont)
igy ha van legalabb 17 éle, (1 pont)
akkor a skatulya-elv szerint tetszéleges 4 szinnel valo élszinezésében kell legyen olyan szinosz-
taly, amely 5 élbdl all, azaz teljes parositas. (2 pont)
Ha a grafnak legfeljebb 16 éle van, akkor legfeljebb két 4 foku csicsa lehet, (1 pont)
igy legfeljebb két él elhagyéasaval elérhets, hogy minden fok legfeljebb 3 legyen a graf-
ban. (2 pont)
A visszamaradé graf élkromatikus szama tehat a Kénig-tétel szerint legfeljebb 3. (1 pont)
A visszamarad6 grafnak még mindig legalabb 13 éle lesz (hiszen az eredeti grafnak legalabb
15 volt), (1 pont)
igy megint csak a skatulyaelv alapjan a visszamarado grafnak (és igy persze az eredeti grafnak
is) lesz 5 ¢lii, azaz teljes parositésa. (1 pont)

5. Mutassuk meg, hogy ha G 9 csticsti egyszerii graf, akkor x.(G) + x.(G) > 9.
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Els6 megoldés. Jeloljiik a G-beli maximalis fokszamot d-vel. Ekkor G komplementerében van
8 — d foku cscs, (1 pont)
igy a komplementerben a maximalis fokszam legalabb 8 — d. (1 pont)
Ahhoz, hogy ennél ne legyen nagyobb a maximalis fokszam G-ben, nyilvan az kell, hogy
minden cstics foka épp 8 — d legyen (hiszen ennél kisebb fok nem lehet G-ben, mert ekkor nem

d lenne a maximalis fok G-ben). (2 pont)
Ha tehat van két kiilonbozs fok G-ben (ami ekvivalens azzal, hogy van két kiilonbozs fok
G-ben), akkor a maximalis fok G-ben legaldbb 9 — d. (1 pont)
Mivel barmely graf élkromatikus szdma legalabb akkora, mint a grafbeli maximalis fokszam,
ebbdl a feladat allitasa azonnal kovetkezik. (1 pont)
Ha viszont G-ben minden fok ugyanannyi, akkor d szinnel G nem élszinezhetd, (1 pont)
ellenkezd esetben ugyanis barmely szinosztaly teljes parositast alkotna, 9 csticst grafban pedig
ilyen nincs. (2 pont)
Igy x.(G) > d + 1, ahonnan a feladat Allitasa ismét kovetkezik. (1 pont)

Masodik megoldas. A Ky teljes graf éleit meg lehet szinezni x.(G) + x(G) szinnel. (2 pont)

Valoban, el6szor a G-beli éleket x.(G) szinnel, majd a nem G-beli (azaz G-beli) éleket y.(G)
szinnel szinezve Ky jo élszinezését kapjuk x.(G) + x.(G) szinnel. (4 pont)
Kg-ben minden fok 8, de 8 szin nem elég az élszinezéséhez, (1 pont)

ellenkezd esetben ugyanis barmely szinosztaly teljes parositast alkotna, 9 cstcst grafban pedig



ilyen nincs. B (2 pont)
Igy Xe(G) + xe(G) 2 9. (1 pont)

6. Adjunk meg az alabbi hal6zatban egy maximalis folyamot és egy minimalis vagast.

b S R S 5

A kovetkezd f folyam értéke 15: f(sa) =7, f(sd)

6, f(sb) = 2, f(ab) =2, f(af) =5, f(be) =
4, flct) =5, f(de) = 1, f(de) = 5, f(et) = 2, f(ef) ¢

3, f(ft) = 8 (a tobbi élen a folyam értéke

0). (4 pont)
Az s, d cstucsok altal meghatarozott vagas kapacitasa az sa, sb, dc, de élek Gsszkapacitésa, azaz
szintén 15. (3 pont)
Tudjuk, hogy barmely folyam értéke legfeljebb akkora lehet, mint tetszéleges vagas kapaci-
tasa, (1 pont)
igy a 15 értéki vagas bizonyitja, hogy a megadott folyam maximaélis, (1 pont)
a 15 értékii folyam pedig bizonyitja, hogy a megadott vagas minimaélis. (1 pont)

Az utolsé 3 pont annak jar, aki (érdemben) indokolja, hogy a megadott folyam maximélis
és a megadott vagas minimalis. (Példaul "a Ford-Fulkerson tétel miatt a folyam maximalis"
onmagaban nem érdemi indoklas.) A folyam maximalitasa mellett természetesen lehet gy is
érvelni, hogy a 15 értékii folyamhoz tartozé (helyesen felrajzolt) segédgrafban mar nincs javitd
ut.



