Bevezetés a szamitaselméletbe II.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

Pontozasi aitmutatod
2015. majus 4.

Altalanos alapelvek.

A pontozési utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatéd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirésa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszdmot éré megoldés vazlatdnak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolédd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna kaphaté. Az atmutatoéban szerepl
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérd jo6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Hany olyan 5 elemii részhalmaza van az {1,2,...,10} halmaznak, amelyikben tébb a paros szam,
mint a paratlan?

(A végeredmény szamszeri értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell deriiljon, hogy
hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy alapmiveletet ismeri!)
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Els6 megoldas. Harom eset lehetséges: a keresett részhalmaznak lehet 5, 4 vagy 3 paros eleme (és
igy a maradék 0, 1, illetve 2 eleme paratlan). (1 pont)
A 3 péros szamot tartalmazo részhalmazok megszamolasahoz el@szor valasszunk ki a {2,4,6,8,10}

)
halmazbol 3 elemet, erre a lehetdségek szama (3) = (1 pont)
= 223 — 10; (1 pont)
majd az {1,3,5,7,9} halmazbol valasszuk ki a hidnyzé 2 paratlan elemet, itt a lehetGségek szdma
b .
5) = 32 =10. (1 pont)

Mivel a 3 paros szam kivalasztasdra vonatkozé 10 lehetéség mindegyikét 10-féleképp folytathatjuk
a 2 paratlan elem kivalasztasakor, ezért a 3 paros szamot tartalmazo részhalmazok szama végiil is
10 - 10 = 100. (1 pont)
Hasonl6an szamolhatjuk meg a 4 paros és 1 paratlan szdmot tartalmaz6 halmazokat: a lehetGségek

5 5
széma (4) : <1> =5-5=25. (1 pont)

5 paros szamot tartalmazé halmazbol nyilvan csak 1 van. (1 pont)
Igy a lehetSségek szama Osszesen végiil is 100+25+1=126. (3 pont)



10
Masodik megoldas. Az {1,2,...,10} halmaz 5 elemi részhalmazainak szama (5) = (1 pont)

= 0 (= 252). (2 pont)
Ezek kozott a részhalmazok kozott pontosan ugyanannyi azoknak a szama, amelyekben tébb a paros
szam, mint azoké, amelyekben a paratlan tobb. Valoban: ha minden 5 elemi részhalmazt parba alli-
tunk (példaul) a komplementerével, akkor ezzel a paros szamokbol tébbet tartalmazo részhalmazok
mindegyikének egy, a paratlanokbol tobbet tartalmazot feleltettiink meg. (Ezzel tehat bijekciot adtunk
meg a kétféle részhalmazok kozott.) (4 pont)
Igy az 5 elemi részhalmazok halmazat két egyenld részre vagtuk (hiszen a paros és paratlan elemek
széma egyenlé nem lehet), ezért azon 5 elemt részhalmazok szama, amelyekben a paros szam tobb, a

fele az Gsszesnek: %(150) = 199870 (= 126). (3 pont)

2. Létezik-e olyan 21 csiicsit G egyszerii graf, amelyre teljesiil, hogy G és annak a G komplementere is
tartalmaz 9 darab 4 foku és 3 darab 10 foku pontot?
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Tegyiik fel, hogy G ilyen graf. Ha egy v cstcs foka G-ben 4, akkor v foka G-ben 20 — 4 = 16 (mert v a
t6le kiilonbozs cstcsok koziil azokkal szomszédos G-ben, amelyekkel G-ben nem). (1 pont)
gy G-ben minden cstics fokat ismerjiik: 9 db 4 foki, 3 db 10 foku és 9 db 16 foku csticsa van.(2 pont)
Jelolje a G 16 foku csucsainak halmazat A, a tobbi csucsét B. Ha v € A tetszéleges, akkor a v-bél
indulo élek koziil legfoljebb 8 mehet A-beli csiicsba (hiszen G egyszert), igy legalabb 16 — 8 = 8 élnek
B-beli cstcsba kell érkeznie. (2 pont)
Ez minden A-beli csiicsrol elmondhato, igy Osszesen legalabb 9 -8 = 72 él megy A-bol B-be. (1 pont)
Azonban az A-beli csticsok Osszfokszdma csak 9 -4 + 3 - 10 = 66, igy legfoljebb ennyi él érkezhet meg

A-ba B-bol. (2 pont)
Ez az ellentmondas mutatja, hogy ilyen G graf nem létezik. (2 pont)
3. A jobbra lathato abrarol véletleniil” lemaradt a graf egy éle (de a cstcsok A

mind rajta vannak). Megallapithato-e biztosan, hogy a hidnyzé él melyik

két cstiicsot kototte Ossze, ha tudjuk, hogy az S-bdl inditott BF'S algoritmus S >

a graf cstcsait az alabbi sorrendben jarta be:
a)S,B, I, C, A, F, H, E, D;
b)S, I, B, E, F, H, C, A, D? F H
Ahol a valasz az, hogy a hidnyzo6 él egyértelmiien megallapithato, ott adjuk
meg a bejarashoz tartozdé BFS-fat is.
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a) A hidnyzo ¢l lehetett akar a {B, F'}, akir az {I, F'}. Valoban: az els§ esetben az S szomszédainak,
vagyis B-nek és [-nek a bejarasa utan az algoritmus a B szomszédait sorolja, ezek koziil C' és A utén
épp az utolsoként F-et; a mésik esetben a B szomszédai utan az I szomszédainak felsorolasat kezdi az
eljaras F-fel. Igy nem allapithaté meg biztosan a hidnyzo él. (3 pont)

b) A sorozat negyedik helyén allo E elérhetd lehetne kozvetleniil az S-bél is, ha a hidnyzo6 él {S, E'}
volna; ekkor azonban az E utan nem kdvetkezhetne F', mert az sem S-nek, sem [-nek nem lehetne mar

szomszédja. Igy S-nek csak az abran is lathaté két szomszédja van. (2 pont)
Ezek felsorolasa utan tehat [ (tovabbi) szomszédainak kell kovetkezni. Mivel a sorozatban E, F, H
kovetkezik, vilagos, hogy az {I, F'} él hidnyzik a grafbol, mas lehet3ség most nincs. (2 pont)

Az ehhez a bejaréshoz tartoz6 BFS-fa tehat a kovetkezd:



(3 pont)

4. Legyen G 0sszefiiggs graf és w : E(G) — R silyfiiggvény G élein. Legyen tovabba C' egy kor G-ben
és e a C egy éle. Tegyiik fel, hogy a C kor minden f élére w(f) < w(e) teljesiil. Mutassuk meg, hogy
G-nek van olyan minimélis Gsszsulyu feszit6faja, ami nem tartalmazza e-t.
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Els6 megoldas. Allitsuk w értéke szerinti névekvs sorrendbe G éleit gy, hogy ha G-nek van e-n
kiviil mas w(e) sulyu éle is, akkor a w(e) silynak koziil e legyen utolsoként felsorolva. (2 pont)
A minimélis 6sszsilyt feszitéfa megkeresésére szolgaldé Kruskal-algoritmust lefuttathatjuk az éleknek
ebbdl a sorrendjébdl kiindulva is (hiszen az algoritmus csak a w szerinti névekvg sorrendet irja eld, az

azonos sulyu élek sorrendje k6z6mbos). (1 pont)
Mivel a Kruskal-algoritmus (a tanult tétel szerint) minimalis Osszstlyu feszit6fat ad, megoldjuk a
feladatot, ha megmutatjuk, hogy a kapott F' feszit6fa nem tartalmazza e-t. (1 pont)

Jelolje az e el6tt az eljaras altal kivalasztott élek (és G Osszes cstcsa) altal alkotott grafot Fpy. A
Kruskal-algoritmus csak akkor dént tgy, hogy e-t beveszi F' élei kozé, ha e az Fj-nak két kiilonboz6
komponense kozott halad (mert csak igy fordulhat els, hogy Fy U {e} nem tartalmaz kort). (1 pont)
Tegyiik fel tehat, hogy e az Fjy két kiilonb6z6 komponense kozott fut. Induljunk el a C' koron az e egyik
végpontjatol a masikig (az e-t nem hasznalva). Ekozben kell taldlnunk olyan f élt, ami szintén Fj
kiilonboz6 komponensei kozott fut (kiilonben C' mentén haladva végig ugyanabban a komponensben
maradnank). (2 pont)
Mivel f-et az eljaras korabban vizsgalta e-nél (ha w(f) < w(e), akkor az algoritmus miikodési szabalya
szerint, ha pedig w(f) = w(e), akkor a sorrendre vonatkozo valasztasunk miatt), ezért f-nél rosszul
dontott: ha f-et még Fy-hoz hozzavéve sem keletkezik kor, akkor az f-nél kordbban vizsgalt élekhez

hozzavéve sem keletkezhetett. (2 pont)
Ez az ellentmondas mutatja, hogy a Kruskal-algoritmus altal megadott F feszit6fa valéban nem
tartalmazza e-t. (1 pont)

Masodik megoldas. Legyen F egy tetszGleges, minimaélis 6sszstlyn feszitofa (a w élsilyozés szerint).
Ha F nem tartalmazza e-t, akkor nincs mit bizonyitani. Tegyiik fel ezért, hogy tartalmazza. (1 pont)
Ha F-bdl elhagyjuk e-t, akkor a kapott F grafnak két komponense lesz. Induljunk el a C' korén az e
egyik végpontjatol a masikig (az e-t nem hasznélva). Ekozben kell taldlnunk olyan f élt, ami szintén
Fy két komponense kozott fut (kiilonben C' mentén haladva végig ugyanabban a komponensben

maradnéank). (2 pont)
Hagyjuk ki F-bél e-t és vegyiik be helyette f-et; a kapott részgrafot jelolje F”. Allitjuk, hogy F’ is
egy feszitéfa. (2 pont)
Mivel f az F, graf két komponensét koti Gssze, ezért F’ valoban Osszefiiggd. (1 pont)

Tovabba mivel |[E(F')| = |E(F)| =n — 1 (ahol n = |V(G)]), ezért F’ kbrmentes is: ha nem igy volna,
akkor a tanult jhagyjuk el egy kor egy élét” eljaras (n — 1)-nél kisebb élszamu feszit6fat adna; ez a
tanultak szerint lehetetlen. Mivel F” Gsszefiiggs, kormentes és V(F') = V(G), ezért feszitofa. (2 pont)
Mivel a feladat feltétele szerint w(f) < w(e), ezért w(F') < w(F') (ahol w(F’) és w(F) a két feszitsfa
Osszstlyat jeloli). Mivel F' minimalis 6sszsulyu feszitGfa, ezért F” is az (és valojaban w(F') = w(F)).
Mivel F" mér nem tartalmazza e-t, az allitast belattuk. (2 pont)



5. Sikbarajzolhato-e az alabbi graf? Ha igen, rajzoljuk le a sikba tgy, hogy az élei egyenes szakaszok
legyenek; ha nem, akkor bizonyitsuk ezt be.

Hagyjuk el a gratbol az {A, B} és a {J, F'} éleket. (2 pont)
A keletkezs gratban A, B, F' és J foka 2 lesz, ezeket ,olvasszuk dssze” egyetlen éllé: (2 pont)

CE

I

A kapott graf a K5 (az 5 csucsi teljes graf), mert barmely két cstcsa szomszédos. (2 pont)
Mivel a feladatbeli graf tartalmaz Ks-tel topologikusan izomorf részgrafot, ezért a Kuratowski-tétel
(annak a  konnyd iranya”) szerint nem sikbarajzolhato. (4 pont)

Megjegyezziik, hogy a graf Kjs-mal topologikusan izomorf részgrafot is tartalmaz (példaul a {B,C'},
{C,F}, {D, E} és {H, I} élek elhagyasaval, majd a kapott masodfoka pontok Gsszeolvasztasaval kap-
hatunk ilyet), igy a feladatnak méas jo megoldésa is van.

6. A 30 csucsu G Osszefiiggs, egyszert graf cstucsai koziil 10-et pirosra, 10-et kékre, 10-et zoldre szinez-
tiink. Tudjuk, hogy minden cstics legalabb 5, vele azonos szini csticcsal szomszédos és minden csics
legf6ljebb 1, téle kiilonb6z§ szini csticesal szomszédos. Mutassuk meg, hogy G-ben van legalabb 25
élbél allo t.

* * * * k

Jelolje a piros, a kék, illetve a zold csucsok altal feszitett részgrafokat P, K, illetve Z. Mindharom graf
10 csticsi, egyszerd és a feladat feltétele miatt benniik minden pont foka legalabb 5, igy a Dirac-tétel
miatt tartalmaznak egy-egy Hamilton-kort. (2 pont)
G Osszefiiggs, igy P, K és Z koziil legalabb az egyiket mindkét masikkal 6sszekoti egy-egy él (kiillonben
P, K vagy Z kiilon komponenst alkotna). A szinek szerepe felcserélhets, ezért feltehetjiik, hogy
példaul P ilyen, igy az e él egy piros és egy kék, az f él egy piros és egy zold csucsot kot Gssze.(2 pont)
A harom Hamilton-kor, illetve e és f felhasznalasaval készitjik el a keresett utat. Ehhez a K-beli,
illetve Z-beli Hamilton-korokbdl hagyjuk el az e-nek, illetve az f-nek a K, illetve Z-beli végpontjara
illeszkedd egyik élét. Igy két utat kapunk, amelyek K, illetve Z minden csticsat tartalmazzak.(1 pont)
Az e és f élek P-beli végpontja legyen u és v. Ekkor u # v, kiilonben v-nek két, téle kiilonb6z6 szini
szomszédja volna. Ezért a P-beli Hamilton-kor két, v és v kozotti ,ive” két kiilonb6z6 utat ad u és v
kozott; valasszuk ki ezek koziil a hosszabbat (vagy legalabbis a masiknal nem rovidebbet). (2 pont)
Az eddig megtalalt 3 atbol, illetve e-bél és f-bol Gsszeédlld Gt minden kék és zold cstcsot tartalmaz és
a pirosakbol is legfoljebb csak 4-et hagy ki (mert az e és f élek P-beli végpontjain kiviil 8 piros cstics
van, de a vélasztott iv ezek koziil legalabb 4-et tartalmaz). (2 pont)
Mivel a kapott ut legalabb 26 csicsu, igy valoban legalabb 25 éle van. (1 pont)

A feladat eredeti kitiizése sajnos hibds volt, hidnyzott a ,minden csics legféljebb 1, tdle kilonbézd szini
csucesal szomszédos” feltétel. Emiatt eqy megoldot sem érhet hdtrdny: maximdlis pontot ér az s, ha
valaki ellenpéldat mutat a hidnyosan kitdzott dllitdasra, valamint az is, ha valaki a fenti megolddst irja
le, de kihagyja beldle a hidnyzo feltétel szerepét.



