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Altaldnos alapelvek.

A pontozéasi utmutaté célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. A zarthelyiben egyes
feladatoknak tobb (1ényegesen nem eltérd) verzidja is megjelent. Az ttmutaté minden feladat egy
verzi6jahoz leirja (legaldbb) egy megoldasanak fébb gondolatait és kozli az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az atmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa;
a leirt 1épések egy maximdlis pontszamot éré megoldés vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6dd
gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példul az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatdskore.

Részpontszam jar minden olyan o6tletért, részmegoldasért, ami egy megoldasban érdemi szerephez
juthat és amibdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megol-
dasa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy feladatra tobb, egymastél 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast
is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megol-
dasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt
értékeljitk. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazo is,
tovabba a dolgozatbol nem dertil ki, hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb
pontot ér6 megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszdm 0).

Az utmutatoban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximéalis pontot ér, bizonyitds nélkiil azonban csak az
eldadason szereplo tételekre és allitasokra lehet.

1. A G egyszerl graf csicsai legyenek egy 10 elemil halmaz 4 elemii részhalmazai. Két kiilonb6z6
csucs akkor legyen szomszédos G-ben, ha a megfelel részhalmazok diszjunktak. Hany éle van G-nek?
(Adjuk meg a végeredmény szamszerii értékét is. Ennek kiszdmitasdhoz szdmol6gépet hasznalni sza-
bad ugyan, de a megoldasbdl dertiljon ki, hogy a végeredményt hogyan lehetne megkapni egy olyan
szamoldgéppel, ami csak a négy alapmiiveletet ismeri.)

* % ok k%

G csucsainak szama (140) (az (Z) definici6ja szerint), (1 pont)
aminek az értéke a tanultak szerint 2987 = 210, (1 pont)
G-ben minden cstcs foka (i) = (1 pont)
= 6543 _ |5 (1 pont)
mert ha G csicsai a H alaphalmaz négy elemii részhalmazai, akkor minden X C H cstcs a hat elemt
H \ X halmaz négy elemi részhalmazaival szomszédos. (3 pont)
A tanultak szerint G élszama a csicsok fokszamosszegének a fele, (1 pont)
vagyis &2'15 = 1575. (2 pont)

Bar a feladat szovege a négy alapmiivelet hasznalatat engedélyezi, ne vonjunk le pontot a faktoridlis
jelolés hasznalataért.

2. A tiz csticsu G teljes graf csucshalmaza legyen V(G) = {1,2,3,...,10}. Minden 1 < i < j < 10
esetén az {i,j} él silya legyen {%J (ahol a | | alsé egészrészt jelol). Adjunk meg G-ben egy
minimalis Osszsulyu feszitofat.



Kruskal algoritmusat fogjuk futtatni, a tanultak szerint ugyanis ez minimalis 6sszstlyu feszitofat ad.
(Ez a pontszdm akkor jar, ha a megold6 — akar a név emlitése nélkil — jelzi, hogy ezt az algoritmust

fogja futtatni és nyoma van annak, hogy a futtatast elkezdi.) (2 pont)
Az eljaras el6szor harom 1 sulyu élt valaszt, példaul az {1,2}, {2,3} és {3,4} éleket. (1 pont)
Valéban, mivel minden élsily pozitiv egész és ez a harom él nem alkot kort, ezért ezek kivalasztésa
megfelel az algoritmus helyes miikodésének. (1 pont)
Ekkor a megmaradt egyetlen 1 stlyt élt, az {1,3}-at az eljards nem valasztja ki, mert kort alkotna
a korabbiakkal. (1 pont)
gy a 2 silyd {4,5}, {5,6} és {6,7} élek kivalasztdséval folytatédhat az algoritmus végrehajtdsa
(hiszen ezzel a kérmentességet fenntartjuk). (1 pont)
Bar vannak még 2 silyu élek, de ezek mind az {1,2,...,7} halmazon belil futnak, igy az eljaras
ezeket nem vélasztja ki (hiszen ezzel kort hozna létre). (1 pont)
Valéban, ha j > 8, akkor i < j miatt 2j —i >2j —(j— 1) =j+ 1> 9, {gy az {i,j} él silya mar
legaldbb 3. (1 pont)
Ezért az algoritmus futtatdsa befejezédhet példaul a 3 sulyta {7,8}, {8,9} és {9, 10} élek kivalaszta-
saval. (1 pont)
Mivel ezzel az élek szama elérte a csticsszam minusz 1-et, az algoritmus futdsa itt megdll (1 pont)
és a kapott feszit6fa az 1,2, ..., 10 csticsokon ebben a sorrendben végighaladé Hamilton-tt.(0 pont)

Természetesen mas helyes, minimalis (vagyis 18) 6sszstly feszitéfa is megadhatd. Annak indoklésa,
hogy haromnal tobb 2 stlyt élt az eljaras nem valaszthat ki, a fenti révid szamolas helyett a 2 stulya
élek felsorolasaval is torténhet: ezek a fenti megoldasban az eljaras altal kivalasztottakon kivil a
{2,5}, a {3,5} és a {4,6}.

3. Egy G = (A, B; E) paros grafot teljes paros grafnak neveziink, ha A minden cstcsa 6ssze van
kotve B minden csicséval (egy éllel). Hany kiillonboz6 100 csticsu teljes paros graf 1étezik, aminek
van Hamilton-kore? (Két grafot akkor tekintiink kiilonb6zének, ha nem izomorfak.)

* ook ok ok X

Jeloljik K, p-vel azt a teljes paros grafot, aminek a kisebbik (nem nagyobbik) osztdlya a, a masik
osztalya b cstcsu.
Ha a < b, akkor a kisebbik osztaly a darab cstcsat a grafbol torolve a kapott grafnak a-nal tobb

komponense lesz. (1 pont)
Valéban, ezzel a masik osztdly megmarado b csticsa mind izolalt pont lesz, igy ezek mind kiilon kom-
ponenst alkotnak. (1 pont)
gy a Hamilton-kor létezésére tanult sziikséges feltétel sériil, vagyis az a < b esetben K, p-nek nincs
Hamilton-kore. (3 pont)
Ha viszont a = b = 50, akkor Kj5p50-ben konnyti megadni egy Hamilton-kort: ha wuy, ue, ..., uso az
egyik és vy, v9, ..., U5 a masik osztaly cstcsai, akkor az uy, vy, ug, vo, . . ., Usg, V50, U3 sorrendben be-
jarva a cstucsokat Hamilton-kort kapunk. (4 pont)
gy (izomorfiatol eltekintve) egyetlen olyan, 100 cstucsi teljes paros graf létezik, amiben van
Hamilton-kor: a K 50. (1 pont)

Azt, hogy Ks050-ben van Hamilton-kor, a Dirac-tétellel is lehet indokolni (hiszen a graf egyszerti, a
csucsok szama 100 és minden pont foka 50).

0100100
4. A G(A, B; E) paros graf két pontosztalya legyen A = {ay,as,...,ar} 0111010
és B = {by,ba,...,b7}. Minden 1 <i<7és1 < j < 7 esetén a; ak- 1010110
kor legyen szomszédos bj-vel, ha a jobbra lathaté matrix i-edik soranak 0100001
és j-edik oszlopanak keresztez6désében allé elem 1-es. Adjunk meg egy Lo11101
maximalis parositast és egy minimalis lefogé ponthalmazt G-ben. 8 (1) 8 8 1 8 1



Példaul M = {{al, by}, {as, bs}, {as, bi}, {as, br}, {as, bs}, {as, b5}} 6 61t parositas G-ben (hiszen ezek
kozil semelyik két élnek nincs kozos végpontja). (2 pont)
Az X = {as, a3, as, by, bs, by} halmaz lefogd ponthalmaz G-ben (ez a feladatban megadott matrixbél
konnyen ellendrizheté: a megfelel$ sorok és oszlopok egytitt minden 1-est tartalmaznak). (3 pont)
M 1étezése bizonyitja a v(G) > 6 allitast, X létezése pedig a 7(G) < 6 allitast. (141 pont)
fgy a tanult v(G) < 7(G) allitas miatt G-re 6 < v(G) < 7(G) < 6, amibdl v(G) = 7(G) = 6.(2 pont)
Ezért a megadott M parositds maximalis és a megadott X lefogé ponthalmaz minimélis. (1 pont)
A v(G) < 7(G) allitéas helyett lehet (bar sziikségtelen) Kénig tételére is hivatkozni, ami szerint paros
grafban v(G) = 7(G). A fenti pontozas szerinti utolsé 5 pont viszont csak annak jar, aki meggyézen
és vilagosan indokolja, hogy a megadott parositdas maximalis és a megadott lefogé ponthalmaz mini-
mélis. (Ures frazisok, mint példaul ,K6nig tétele miatt” nem érnek pontot.) Megjegyezziik, hogy a
maximalis parositast és a minimalis lefogd ponthalmazt természetesen érdemes az eléadason tanult
javitéutas algoritmussal keresni; azonban (ahogy az a fentiekbdl latszik) egy teljes értékii megoldéas-
hoz nem feltétleniil sziikséges ennek a lépéseit dokumentalni. Azonban a péarositds maximalitasanak
és a lefogd ponthalmaz minimalitdsdnak az indokldséat is lehet az algoritmusra alapozni: ha (meg-
gy6zéen) megmutatjuk, hogy az adott parositdsra nézve nincs javitéut, akkor a tanultak szerint az
maximalis; ha pedig ebben az esetben X az A-beli, a parositas altal lefedetlen csiicsokbdl alternald
uton elérheté B-beliekbél és az alternalé uton el nem érheté A-beliekbdl all, akkor az a tanultak
szerint minimalis méretii lefogd ponthalmaz.

5. A G graf legyen egy 6 cstcst (és 5 éli) ut komplementere. Hatdrozzuk meg G-nek a x.(G)
¢lkromatikus szamat.

¥ ook ok ok X

G-ben a maximélis fokszam A(G) = 4 (mert G-nek két 4 foku és négy 3 foku csicsa van). (2 )
Ezért a tanultak szerint x.(G) > A(G) = 4. (2 pont)
G élei (konnyen) megszinezhet6k 4 szinnel; egy helyes szinezésért jaré pontszam: (4 )
Mivel G élei a fentiek szerint 4 szinnel megszinezhetdk, de kevesebbel nem, ezért x.(G) = 4.( )
G helyes felrajzolasaért megadhaté a pontozas szerinti elsé 2 pontbdl 1.

6*. Legyen adott egy G irdnyitott graf, az s,t € V(G) termeld, illetve fogyaszté cstcsok, a
¢: E(G) — RT kapacitasfiiggvény, valamint egy e él, amire c(e) > 0. Igazak-e az aldbbi allitasok?
a) Ha van olyan minimélis kapacitasi st-vagas, amibél e kilép, akkor minden f maximalis értéki
folyam esetén f(e) = c(e).
b) Ha minden f maximalis értéki folyam esetén f(e) = c¢(e), akkor van olyan minimélis kapacitast
st-vagas, amibdl e kilép.
(Az e = (u,v) él kilép az X vagasbol, hau € X ésv ¢ X.)

* ok ok k%

a) Az allitas igaz. Legyen ugyanis X egy minimalis kapacitdst vagas és f egy maximaélis értéki

folyam. (0 pont)
Ekkor a tanultak szerint my = >_{f(e) : e kilép X-bél} — >>{f(e) : e belép X-be} < (1 pont)
< Y{c(e) : ekilép X-bél} — >{0 : e belép X-be}, ahol a becslésekhez a folyam definici6jabdl a
0 < f(e) < c(e) feltételeket hasznaltuk. (1 pont)

A jobb oldalon az X végas ¢(X) kapacitasat kaptuk, amir6l a Ford-Fulkerson tétel miatt tudjuk, hogy
ms-fel egyenld. Ezért az X-bol kilépé élekre az f(e) < c(e) becslések valoban mind egyenléséggel kell
teljestiljenek. (1 pont)
Ha egy megoldas a szemléletre épitve indokolja az allitas igaz voltat, az — a szoveg meggy6zo erejétol
fiiggden — ezért legfoljebb 2 pontot kaphat. Példaul egy ilyen, nem preciz, de 2 pontot ér6 széveg lehet
a kovetkez6: | Ha e kilép az X minimdlis kapacitdst vagasbdl és f(e) < c(e), akkor az X vagasbol
kevesebb termék jut &t (V(G) \ X)-be, mint X kapacitasa. Mivel X kapacitdasa a Ford-Fulkerson
tétel miatt egyenlé a maximalis folyam értékével, ezért ilyenkor f nem lehet maximalis folyam.”



b) Ez az allitds is igaz. Tegyiik fel ugyanis indirekt, hogy e nem lép ki egyetlen minimalis
kapacitasi vagasbol sem. (0 pont)
Legyen a vagasok kapacitasai koziil a legkisebbnek az értéke M. Ha a hélézatban minden vagas M
kapacitasu, akkor az &llitas nyilvan igaz (mert minden olyan vagas megfelel, amibél e kilép).(1 pont)
Ha viszont létezik M-nél nagyobb kapacitasu vagas is, akkor ezek kozott a legkisebbek kapacitasa

legyen M + 4, ahol § > 0. (1 pont)
Az M-nél nagyobb kapacitdsi vagasok kozott valéban van legkisebb kapacitast, mert a vagasok
szama véges. (0 pont)
Csokkentsiik most le e kapacitdsat: legyen az 14j értéke ¢(e) = max{c(e) — 9,0} (és a tobbi él
kapacitasa legyen valtozatlan). (1 pont)
Ekkor c(e) > 0 és 0 > 0 miatt ¢(e) < ¢(e) valéban igaz. (0 pont)

c(e) csokkenése a vagasok koziil azoknak a kapacitdsat érinti, amikbdl e kilép. Mivel ezek kozott
nem volt M kapacitdsi, ezért a minimdlis vagas kapacitdsa tovabbra is M lesz (hiszen az érintett

vagasok esetében is a csokkenés mértéke legfoljebb ¢). (1 pont)
Igy a Ford-Fulkerson tétel miatt a maximélis folyam értéke tovdbbra is M, vagyis létezik a
hél6zatban (a megvéltozott kapacitasfiiggvényre is) egy M értéki f folyam. (1 pont)
Ennek az f folyamnak az értéke tehat maximalis az eredeti kapacitasfiiggvényre nézve is, tovabba
fle) < d(e) < ce). (1 pont)
Ez tehat ellentmond a megmutatand¢é allitas feltételének és ezzel bizonyitja az allitast. (1 pont)



