Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Alairaspotloé zarthelyi feladatok — pontozasi utmutato
a koronavirus jarvany idején zajlé tavoktatashoz
2021. majus 27.

Altaldnos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmu-
taté minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az ttmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd
gondolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példdul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa
nélkil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valoban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatoban felttiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphato. Ha egy megold6 egy
feladatra tobb, egymastdl 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legféljebb az egyikre ad-
haté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megold6é melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az Gtmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthaték. Az ttmutatoban
leirttol eltéro jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason
szereplo tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Egy 20 f6s 6nkorméanyzati képvisel6testiilet a tagjai koziil 5 {6s bizottsagot valaszt a kozségi Topor-
tylt Napok eseménysorozatanak megszervezésére. A bizottsag tagjai kozul néhanyan a polgarmesteri
keretbol kiemelt dijazasban részestilnek; errol a polgarmester sajat hataskorben dont, igy a kiemelten
dijazottak szama 0 és 5 kozott barmennyi lehet. Hanyféleképpen alakulhat meg a bizottsag (ha két
esetet nem csak akkor tekintiink kiillonbozoének, ha a bizottsag tagsdga més, hanem akkor is, ha nem
ugyanazok a kiemelten dijazottak)? (Adjuk meg a végeredmény szamszerti értékét is. Ennek kiszami-
tasdhoz szamologépet hasznalni szabad ugyan, de a megoldasbol deriiljon ki, hogy a végeredményt
hogyan lehetne megkapni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy alapmiiveletet ismeri.)
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A bizottsag tagjait (?)—féleképpen valaszthatjuk ki (az (Z) definiciéja szerint), (2 pont)
aminek az értéke a tanultak szerint 20894718 — 15 504, (2 pont)
Ezutén a bizottség mind az ot tagjira kétféleképpen donthetiink arrdl, hogy kiemelt dijazésban
részesiiljon-e. Igy (egy adott bizottsagra) a lehetSségek szama 2° = 32, (2 pont)

hiszen az els6tol az 6todikig haladva barhogyan is dontottiink a korabbi tagokrodl, az djabb tagrol
valé dontéstiink megkétszerezi az addigi lehetOségek szaméat (vagy az ismétléses varidciérdl tanultakra

hivatkozassal). (1 pont)
Mivel az el6szor mondott (250) lehetéség mindegyike 2°-féleképp folytathaté a masodiknak mondott
valasztassal, ezért az Osszes lehetGségek szama (250) 225 = (2 pont)
=15 504 - 32 = 496 128. (1 pont)

Bar a feladat szovege a négy alapmiivelet hasznalatat engedélyezi, ne vonjunk le pontot a faktoridlis
jelolés hasznédlataért. Ha azonban valaki nem szamolja ki a (részeredmények, illetve a) végeredmény
kért értékeit, a vonatkozé pontokat ne kapja meg.



séta, ami e-n kiviil a graf mindegyik élét tartalmazza? Minden ilyen e

élre adjunk is meg egy ilyen sétat. l\
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2. A jobbra lathato G graf mely e éleire teljestil, hogy G-ben van olyan ) ‘/ P E

A feladat kérdése az, hogy mely e élekre van Euler-séta a G-b6l az e torlésével kapott grafban.(2 pont)
Mivel az Euler-séta létezésének sziikséges feltétele, hogy a grafban legfoljebb 2 paratlan foku csics
legyen, ezért gy kell egy élt elhagynunk, hogy ez teljestiljon. (1 pont)
G-nek négy paratlan foku pontja van: A, D, H és J. Mivel egy e él elhagyasa e végpontjai fokanak
a paritasat valtoztatja meg, ezért olyan e élt kell elhagynunk, ami ezek kozott a cstcsok kozott fut

(hogy ezéltal a paratlan foku csicsok szdma 2-re csokkenjen). (1 pont)
Mivel ekozott a négy csics kozott egyedill D és H szomszédosak, ezért az egyetlen lehetdség az
e ={D, H} él elhagyasa. (2 pont)
A {D, H} él elhagyasa utan kapott grafban valoban van Euler-séta; erre szamtalan lehetéség van,
egy ilyennek a megadasart jaré pontszam: (4 pont)

Ha valaki nem ad meg egy konkrét Euler-sétat, akkor az utolsé 4 pontbdl 1-et megkaphat azért, ha
a tanult tételre valo hivatkozva allitja annak a 1étét: mivel a kapott graf osszefiiggd és pontosan 2
paratlan foki csicsa van, ezért tartalmaz Euler-sétat. (Az osszefiiggségi feltétel emlitésének a hidnya
esetén azonban ez az 1 pont mar nem adhaté meg.) Ett6l fiiggetlentl adhaté az utolsé 4 pontbdl 1
annak a megallapitdsaért is, hogy a keresett Euler-séta végpontjai A és J kell legyenek (mert ezek a
kapott graf paratlan foku csticsai). Ekoziil a kétszer 1 pont koziil akar mindkett6 is megadhaté (ha
mindkét megéllapitds szerepel a dolgozatban) — de természetesen csak a pontozas szerinti utolsé 4
pont helyett, nem pedig azokon feliil.
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3. Hatédrozzuk meg jobbra lathat6 G graf y(G) kromatikus szamét. ‘kk'
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G-ben a D, E, H és I csicsok klikket alkotnak, (2 pont)
ezért G maximalis klikkmérete w(G) > 4. (2 pont)
G csucsai megszinezheték négy szinnel. Erre rengeteg jo lehetdség van, egy ilyennek a megadasaért
jaré pontszam: (3 pont)
Kovetkezésképp x(G) < 4. (1 pont)
Ezekbél és a tanult w(G) < x(G) osszefiiggésbél 4 < w(G) < x(G) < 4. Igy x(G) = 4. (2 pont)

A négy cstcsu klikkbol és a négy szinnel vald szinezésbol mashogyan is kovetkeztethetiink arra,
hogy x(G) = 4: az el6bbibdl kovetkezik, hogy négynél kevesebb szinnel G csiicsai nem megszinezhe-
t6k (mert mér a klikk cstcsaihoz is sziikséges ennyi szin), igy a szinezés bizonyitja, hogy a szinek
lehetséges minimadlis szama (vagyis x(G) értéke) négy.

4. A 20 cstiest G graf élei koziil barhogyan is valasztunk ki 8-at, G-nek mindig van olyan csiicsa, amire
legalabb ketto illeszkedik a kivalasztott élek koziil. Mutassuk meg, hogy ekkor barhogyan valasztunk
ki G élei kozil 12-t, G-nek mindig van olyan csiicsa, amire egy sem illeszkedik a kivalasztott élek
koziil.
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A feladatban szerepld, G-re vonatkozé allitds azt jelenti, hogy G-ben a fiiggetlen élek maximalis

szama v(G) < 7. (1 pont)
Valéban, v(G) > 8 éppen azt jelentené, hogy létezik G-ben 8 élii parositas — vagyis 8 olyan él, amik
koziil minden csucsra legfoljebb egy illeszkedik. (3 pont)

A bizonyitandé &llitas azt jelenti, hogy a G-beli minimalis lefogd élhalmaz mérete o(G) > 13.(1 pont)
Valéban, o(G) < 12 éppen azt jelentené, hogy megadhaté G-ben 12 él tgy, hogy koziiliik minden

csucsra illeszkedik legalabb egy. (3 pont)
gy a bizonyitandé allitas kovetkezik Gallai tételébodl: v(G) + o(G) = 20 miatt a v(G) < 7 feltételbél
valéban adédik, hogy o(G) > 13. (2 pont)

A fenti megoldés csak akkor helyes, ha G-nek nincs izolalt pontja (kiilonben a grafban nincs is lefogd
élhalmaz és igy Gallai tétele sem alkalmazhat6). Ha G-nek mégis van izolalt pontja, akkor viszont
a bizonyitand6 allitds magéatol értetodden igaz: akarhdnyat is valasztunk G élei koziil, egy izolalt
pontra teljesiilni fog, hogy ra egy sem illeszkedik ezek koziil. (0 pont)
Ha egy megoldé kitér arra az esetre, amikor G-nek van izoldlt pontja (és erre belatja az allitast),
akkor ezért legfoljebb 2 pontot kaphat — de természetesen csak akkor, ha ezzel a feladatra kapott
Osszpontszama nem haladja meg a 10-et.

5. Adjunk meg az aldbbi hélézatban egy maximélis folyamot S-bol T-be és egy minimélis ST-vagast.

Az aldbbi dbran lathaté folyam értéke 7. (2 pont)
Az ugyancsak az abrén lathaté X = {S,C, B} vagas kapacitasa (vagyis az X-b6l kilépé élek 6sszka-
pacitasa, az abran pirossal) szintén 7. (3 pont)
Mivel tetszoleges folyam értéke legfoljebb akkora lehet, mint tetszbleges vagas kapacitasa, (1 pont)
ezért a 7 kapacitasu vagas bizonyitja, hogy a 7 értékii folyam maximaélis (2 pont)
és a 7 értéki folyam bizonyitja, hogy a 7 kapacitasi vagas minimalis. (2 pont)

Az utolsé 5 pont annak jar, aki érdemben indokolja, hogy a megadott folyam maximalis és a megadott
vagas minimalis. Ez persze torténhet méashogy is, mint a fenti megoldasban (példaul a javitéutas al-
goritmus futtatasaval, hivatkozva arra, hogy a tanultak szerint az maximalis folyamot talal, illetve
annak a lefrasaval, hogy az utolsé segédgrafban mely pontok érheték el s-bél), de tires frazisok, mint
példaul ,,a Ford-Fulkerson tétel miatt” nem érnek pontot.

6*. Egy G 0Osszefuiggd graf u és v cstcsainak tdvolsdga alatt az u és v kozotti legrovidebb 1t hosszét
(vagyis éleinek a szamat) értjik. A G graf dtmérdje alatt a G-beli csticsparok tavolsaganak maximu-
mat (vagyis a legtavolabbi csiicsok tavolsagat) értjik. Mutassuk meg, hogy ha a 24 cstcst G egyszerii
grafban az egyik cstcs foka 5, az Gsszes tobbi cstcs foka pedig 3, akkor G atmérdje legalabb 4.
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Jelolje az egyetlen 5 foku cstcsot v. Inditsuk el v-bdl a BFS algoritmust. Ekkor az 1 tavolsdgra 1évé
csucsok szama 5. Mivel ezeknek a foka 3 és az egyik szomszédjuk v, ezért a v-t6l 2 tavolsagra 1évo

csucsok szama legfoljebb 10. (1 pont)
Ezzel a BFS bejaras eddig legfoljebb 1 + 5 4+ 10 = 16 < 24 csicsot jart be, igy kell legyen még
bejaratlan csics; legyen ezek egyike s. Ekkor tehat v és s tavolsaga legalabb 3. (2 pont)

Inditsunk most egy 1j BFS bejarast s-bol. Ekkor az 1 tavolsagra 1évé cstucsok szama 3. Mivel
ezeknek a foka is 3 (mert v-nek az s-t6l vald tavolsiaga legalabb 3) és az egyik szomszédjuk s, ezért

az s-t0l 2 tavolsagra 1évo csicsok szama legfoljebb 6. (2 pont)
Hasonléan folytatva: az s-t6l 2 tavolsagra 16vo csiicsok foka is 3 és az egyik szomszédjuk egy s-t6l 1
tavolsagra 16vo csics, ezért az s-t0l 3 tavolsagra 1évo csicsok szama legfoljebb 12. (2 pont)
Eddig tehét az s-t6] inditott BES eljaras legfoljebb 1+ 3+ 6+ 12 = 22 < 24 csticsot jart be. Igy kell
legyen olyan cstcs, aminek az s-t6l valo tavolsdga 4, (2 pont)
mert G Osszefiiggd, igy minden csticsnak van (véges) tavolsaga s-t6l. (0 pont)
Mivel tehat van olyan cstucspar, amiknek a tavolsaga 4, ezért a G-beli cstcsparok kozotti maximalis
tavolsag — vagyis G atmér6je — valéban legalabb 4. (1 pont)



