Paros grafok élszinezése

Ha G egy (tetsbleges) graf, akkog.(G) jeldli a G élkromatikus szamat, vagyis
azt a legkisebb szdmot, ahany szinnél élei megszinezhék ugy, hogy a k6zos
csucsra illeszketlélek mindig kulénb6a szint kapjanak.

Nyilvanvalo megfigyelés, hogy ha(G) jeldli a G-beli maximalis fokszamot
(vagyis a csucsok fokszamai koézul a legnagyobbat), akk@s) > A(G) telje-
sul. Valéban, ha a csucs fokaA(G), akkor av-re illeszked élek kozil barmely
kettot kulonboDd szindre kell szinezni, ez pedig madsG) kulonbod szint je-
lent.

Vizing tétele szerink.(G) < A(G) + 1 teljestl minden egyszertt grafra.
Ezek szerint, ha egyszerl graf, akkox.(G) a A(G) és aA(G) + 1 értékek
valamelyike. Az alabbi tétel viszont azt mondja ki, hogygéros graf, akkor
a két lehebség kozil mindig a ,jobb” valésul meg — és ez raadasul nerk csa
egyszerl grafokra igaz.

Tétel. (Kénig Dénes, 1916)
LegyenG = (A, B; E) paros graf. Ekkor.(G) = A(G).

Bizonyitas:Megadunk egy (viszonylag) egyszer( algoritmust, amely paros
graf éleit megszinezh (G) darab szinnel; eldh természetesen a tétel allitasa ko-
vetkezik.

Jeldlje aG éleitey,e,,. .., e,. Az algoritmus egymas utan foglalkozik@@
éleivel és a sorra kerdilelt mindig megszinezi a rendelkezésre &l@~) szin va-
lamelyikével (mégpedig helyesen, vagyis szomszédos élkinkdd szint kap-
nak). Ek6zben éfordulhat, hogy a korabban mar megszinezett élek egytraszé
kell szinezni mas szinlre, de semelyik él nem valtozikzaszintelenné.

Tegyuk fel tehat, hogy az, e, . . ., ¢;_1 €lek mar kaptak valamilyen szint és
legyene; = {u,v}, aholu € A ésv € B. Mivel u-ra ésv-re is legfoljebbA(G)
él illeszkedik, de ezek kHzott még van szintelen (neveeate$, ezért mindkét
csucsnak van ,szabad szine” - vagyis olyan szin, amilyemiszii még nem il-
leszkedik a csucsra. Hanak ésv-nek van kdz0s szabad szine, akkor peksze
megkaphatja ezt a szint és készen vagyunk. Tegyuk fel, hegyaz a helyzet.

Legyenu egy szabad szine a piros,egy szabad szine a kék. Legyénha
G-nek az a részgréafja, amelg (0sszes csucsabdl és) a jelenlegi szinezés szerint
pirosra vagy kékre szinezett élékiall. EkkorC-ben minden pont foka legféljebb
2, hiszen minden csucsra legfoljebb egy piros és egy kékedizkedhet. igy a
C' diszjunkt utakbol és koroki all. Rdadasul: ésv foka C-ben csak 1 lehet,
hiszenu-nak a pirosp-nek a kék szabad szine. Vagyigswv is egy-egyC-beli Gt
végpontja.

(© BME Szamitastudomanyi és Informécidelméleti Tanszék1201

1



LegyenP, az aC-beli Gt, amelynek a végpontja Allitjuk, hogy v nincs rajta
P,-n. Ha ugyanis rajta volna, akkor nyilvarvolna aP, masik végpontja. Ekkor
P, paratlan sok éldl alina, hiszen a paros graf egyik osztalyab&ol) indul és
a masikban B-ben) ér véget. MiveP,-n nyilvan valtakozva kdvetkeznek kék és
piros élek és az efs(u-ra illeszked) éle kék (hiszem-nak a piros szabad szine),
ezért az utolso éle is kék kell legyen (mélt paratlan sok éld). igy?, végpontja
mégsem lehet, mert arra nem illeszkedik kék él.

Fessuk at &, kék éleit pirosra és a piros éleit kékre. Ezzel a szinezéistamy
nem rontottuk el, viszont mostantdl azak a kék szabad szine lesz. MivePa
élein zajl6 szincsere (a fentiek szerint)-ge illeszked éleket nem érintette, ezért
a kékv-nek is szabad szine maradt. igy @zl kékre szinezésével tovabbra is
helyes szinezést kapunk. O

Megjegyezzik, hogy a fenti bizonyitdsban leirt algoritrhagkony is: a se-
gitségével nagy méretli paros grafok élei is ,gyorsan” miegzhebk a lehed
legkevesebb, vagyi& (G) szinnel.



