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1. Mennyi az alabbi graf élkromatikus szama? 2. Egy tiznapos idiilés szervezdje az iidiilés mind a tiz
napjara felajanl tizenhat lehetséges program koziil pon-
tosan 6tot. Ugyanazt a programot soha nem ajanlja fel
két egymast koveté napra. Mutassuk meg, hogy bizto-
san kivdlaszthaté minden napra az aznapra felajanlott
programok egyike tgy, hogy a tiz napra tiz kiilonb6z6
programot valasszunk ki. (ZH, 2010. méjus 18.)

3. 64 kockacukorbdl épitettiink egy (4 x 4 x 4)-es nagyobb kockdt (amelynek tehdt az élhosszisdga 4 kockacukornyi).
A G graf cstcsai legyenek a kockacukrok, két kiillonbozé csics pedig akkor legyen szomszédos G-ben, ha a megfelel
két kockacukor kozos lap mentén szomszédosak az épitményben. Hatdrozzuk meg x.(G)-t, vagyis a G élkromatikus
szémat. (ZH, 2011. mércius 17.)

4. Egy szigeten n torzs él, foldmiiveléssel és vadaszattal foglalkoznak. Belvillongasok miatt a Féldmiivelésiigyi mi-
nisztérium felosztja a szigetet n egyenld teriiletli parcellara, hogy minden torzs egyet-egyet kapjon. Ugyanezt teszi
a Vadészati Minisztérium is, nem tudva a mar 1étezd felosztasrol. Igy minden térzs kap egy parcellat foldmiivelés,
egyet pedig vadaszat céljabol. Bizonyitsuk be, hogy a parcellak kioszthaték gy, hogy minden torzs foldmivelési és
vaddszati parcellajanak legyen kozos része.

5. Egy 5 cstcsu teljes graf egy Hamilton-korének az éleit helyettesitsiik két-két parhuzamos éllel. Hatarozzuk meg az
igy kapott (5 cstiest és 15 éll) G graf x.(G) élkromatikus szamét. (ZH, 2022. jinius 1.)

6. Mutassuk meg, hogy ha G 9 csticsti egyszerii graf, akkor x.(G) + xe(G) > 9. (ZH, 2015. majus 4.)

7. A kilenc csticsii G egyszeri grafban 6t csics foka 4, a maradék négy csics foka 3. Hatdrozzuk meg v(G), a fliggetlen
élek maximélis szdmanak értékét.

8. Hatarozzuk meg az alabbi grafok élkromatikus szamaét.

a) A 2025 cstcsu teljes graf. b) A 2026 csicsu teljes graf.
9. a) A G = (A, B; E) péros gratban |A| = |B| = 10. A graf minden e éléhez tartozik egy adott w(e) > 0 nemnegativ
sily. Tudjuk, hogy a graf minden v csticsara teljesiil, hogy a v-re illeszkedd élek Gsszsilya legalabb 8 és legfoljebb 9
(és igy v-re illeszkedik legaldbb egy él). Bizonyitsuk be, hogy G-ben van teljes parositds. (ZH, 2022. méjus 5.)

b*) Cseréljiik ki ebben a feladatban a ,, legaldbb 8 és legfoljebb 9” feltételt arra, hogy ., legalabb 8 és legfoljebb
p”, ahol p > 9 valés paraméter. A p milyen értékeire marad igaz a feladat allitdsa?

10. A 200 csuicsu G graf két, k6zos csticsot nem tartalmazé 100 ponti korbol keletkezett tgy, hogy az egyik kor minden
csucsat Osszekotottitk a mésik kor minden cstcséval (egy-egy éllel). Hatdrozzuk meg a G graf x.(G) élkromatikus
szaméat. (ZH, 2018. méjus 23.)
11. Igazak-e az aldbbi allitasok?

a) Ha egy G 3-reguldris, egyszer(i grafban van Hamilton-kor, akkor x.(G) = 3.

b) Ha egy G 3-reguldris, egyszerti, osszefiiggd grafra x.(G) = 3, akkor G-ben van Hamilton-kor.

¢) Ha d > 2 és egy d-reguldris G grifra x.(G) = d, tovabba G élei csak egyféleképpen szinezheték meg d szinnel
(a szinek ,atnevezésétol” eltekintve), akkor G-ben van Hamilton-kor. (~ZH, 2025. méjus 5.)
12.a) Igaz-e, hogy minden G egyszer(i grafnak van olyan élszinezése x.(G) szinnel, amiben (legaldbb) az egyik
szinosztaly v(G) élt tartalmaz? (© Puppi Barna)

b*) Igaz-e ugyanez az allitds (nem feltétlen egyszerii) paros gréfokra? (© Szeszlér Dévid)

13. Egy sakktablara valaki taldlomra feldllitott néhany figurat. Legyenek a G graf csicsai a figurdk és két figura
akkor legyen szomszédos G-ben, ha egy sorban vagy egy oszlopban vannak. Mutassuk meg, hogy x(G) = w(G).

14. A G péaros grafban a legnagyobb fokt cstcs fokat jelolje A. Mutassuk meg, hogy G-ben van olyan parositas, ami
minden A foku csicsot lefed (vagyis G minden A foka csticsara illeszkedik péarositdsbeli él).

15. Legyen G egy 20 csticsu egyszeri graf, amelyben minden pont foka 8. Legyen v a G egy tetszoleges csicsa és
jelolje G — v azt a gréifot, amelyet G-bdl a v (és az Gsszes v-re illeszkedd él) torlésével kapunk. Bizonyitsuk be, hogy
Xe(G —v) = xe(G) (ahol x. a grafok élkromatikus szamat jeloli). (ZH, 2009. mércius 23.)

16. A k x n-es A matrix minden eleme nemnegativ egész szam és A minden soraban, valamint minden oszlopaban az
elemek Osszege legfoljebb 55. Mutassuk meg, hogy ekkor 1éteznek olyan k x n-es Aj, Ag, ..., Ajg métrixok, amiknek
szintén minden eleme nemnegativ egész szam, A = A1+ Ao+ ...+ Ajp és minden i = 1,2,...,10 esetén az A; matrix
minden sordban és minden oszlopdban az elemek sszege legf6ljebb 4. (ZH, 2025. junius 4.)

17. Legyen az n cstcst G Osszefiiggé grafban F' és T két feszitofa. Bizonyitsuk be, hogy F' élei megszamozhatok
f1-t6l fr_1-ig és T élei is megszamozhatdk t1-t6l t,,_1-ig tgy, hogy minden 1 < i <n — 1 esetén (E(F)\ {f:}) U{t:}
szintén egy G-beli feszit6fa élhalmaza legyen. (ZH, 2005. mércius 31.)

18*. Egy G egyszerl graf minden csticsdban lakik egy bogarka. Egy adott pillanatban minden bogarka felkerekedik
és atkoltozik a graf egy szomszédos csicsdba. A bogdrkdk ezt gy szeretnék megtenni, hogy végiil ismét minden
cstcsban egy bogdrka lakjon. Bizonyitsuk be, hogy ez akkor és csak akkor lehetséges, ha minden X C V(G)-re
(G — X)-nek legfoljebb | X| izolalt pontja van.



