BEVEZETES A SZAMITASELMELETBE 11. — EMELT SZINT U kurzus
HARMADIK GYAKORLAT, 2025. februér 25.

1. Ha lehet, rajzoljuk le az alabbi dbrdkat egy vo- 2. Legkevesebb hany élt kell hozzavenni az alabbi grafhoz ahhoz,
nallal, a ceruza felemelése nélkiil. hogy a kapott grafban legyen Hamilton-kor? (ZH, 2011. méjus 17.)
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3. A G egyszerl grafnak 2k + 1 cstuicsa van. Az egyik csucs foka k, az Osszes tobbi cstcs foka legaldbb k + 1. Bizonyitsuk be,
hogy G-ben van Hamilton-kor. (ZH, 2003. mdrcius 27.)

4. Bejarhaté-e egy 4 x 4-es sakktdbla 16val igy, hogy minden mez6re éppen egyszer 1épilink ra?

5. Egy domindkészlet minden domindjanak két felén két kiilonboz6, 1 és n kozotti egész szam all (ahol n > 1
egész). Tudjuk, hogy barhogyan véilasztunk két kiillonbozé 1 és n kozotti egészt, pontosan egy olyan dominé van

a készletben, aminek két felén épp a két kivdlasztott szdm &ll. A feladatunk az, hogy a készlet 6sszes domindjat
elhelyezziik egyetlen korben tgy, hogy az egymas mellé keriil6 domindfeleken azonos szdm &lljon (lasd az abrat). 3
Hatédrozzuk meg, hogy mely n-ek esetén létezik ilyen elhelyezés. (ZH, 2007. mércius 29.) n

6. Egy 20 tagu tarsasigban mindenki ugyanannyi embert ismer a tobbiek koziil. Bizonyitsuk be, hogy le tudnak

iilni egy kor alaku asztal koré vagy tgy, hogy mindenki mindkét szomszédjat ismeri, vagy ugy, hogy senki sem

ismeri egyik szomszédjat sem. E

7. Igazoljuk, hogy ha egy egyszerii graf minden pontjanak foka 4, akkor az élei kiszinezhetok piros és kék szinekkel gy, hogy
(minden él teljes hosszdban egy szinii legyen és) minden ponthoz két piros és két kék él illeszkedjék.

8. Igazoljuk, hogy ha a 2k 4+ 1 pontt G egyszerii grafban minden pontfoka legalabb k, akkor G-ben van Hamilton-t.

9. Van-e Hamilton-kér az aldbbi G grafokban? Es Hamilton-t?

a) Egy 5 x 5-0s sakktdbla egyik sarkat kivigjuk. A maradék 24 mez6 alkotja G csticsait és két kiilonb6z6 cstics akkor van
Osszekotve G-ben, ha a megfelel6 mez6k él mentén szomszédosak. (ZH, 2013. mércius 21.)

b) Ugyanaz, mint az a) feladat, csak két atellenes sarkot hagyunk el. (ZH, 2013. mércius 21.)

10. Van-e Euler-séta, illetve Euler-korséta az alabbi G grafokban?

a) G csucsai egy 6 elemii halmaz 3 elemi részhalmazai; két csics akkor szomszédos, ha a megfelel§ halmazoknak legfeljebb
1 kozos eleme van. (ZH, 2019. méjus 20.)

b) G csticsai a 100 hosszi 0 — 1 sorozatok; két cstcs akkor szomszédos, ha a két megfeleld sorozat pontosan 2 helyen tér el.

11. Legyen G egy 101 cstcsi egyszerii graf, amelyben az egyik pont foka 50, az Osszes tObbi pont foka 49. Bizonyitsuk
be, hogy G-hez hozza lehet venni 50 darab élet gy, hogy a kapott graf tovabbra is egyszerti graf legyen és tartalmazzon
Euler-kort. (ZH, 2009. mércius 23.)

12. A 14 csticst G egyszerQ graf egy 6 csiicst utbol és egy 8 csticst Utbdl késziilt gy, hogy az egyik Gt minden csicsat
Osszekotottiik a masik it minden csiicsdval (egy-egy él mentén). Milyen hosszii G-ben egy lehetd legrévidebb olyan élsorozat,
ami G minden élét tartalmazza? (Az élsorozatban tehat G minden élének kell szerepelnie legaldbb egyszer, de egyes élei akdr
tobbszor is szerepelhetnek.) (ZH, 2024. méjus 9.)

13. Egy képzeletbeli nyelv hangkészlete 10 maganhangzobdl és 21 massalhangzoébdl all. Ezen a nyelven nincsenek kettds
hangzdk és tilos a massalhangzotorlodas; vagyis sem két azonos hang, sem két kiillonb6z6 massalhangz6 soha nem allhat
egymds mellett. (Viszont minden més lehetséges, vagyis barmely két kiillonboz6 hang dllhat egymés utén, ha legaldbb az
egyikiik magdnhangzo.) Legfoljebb milyen hosszi megengedett hangsor készithetd ezen a nyelven, ha a barmely hang tobbszor
is felhasznalhato, de tovabbi feltétel, hogy barmely két kiilonb6z6 hang legfoljebb egyszer allhat egymés mellett a hangsorban?
(ZH, 2012. mércius 12.)

14. Bizonyitsuk be, hogy ha egy n cstcsu egyszerii grafnak legalabb % éle van, akkor van benne Hamilton-kor.
Mutassuk meg azt is, hogy ez a korlat semmilyen n esetén nem javithaté.

15. Egy kisvarost szeretne bejarni egy kukdsaut6 gy, hogy minden utcdn mindkét irdnyban (pontosan) egyszer halad végig.
Adjunk szilikséges és elégséges feltételt arra, hogy ez mely kisvarosokra tehetd meg.

16.a) Megszinezhetdk-e a Petersen-graf élei hdrom szinnel gy, hogy minden cstcsra hdrom kiillonbozé szinti él illeszkedjen?
b) A valaszt felhasznélva bizonyitsuk be, hogy a Petersen-gréfban nincs Hamilton-kor.
(Nincs hely iderajzolni a Petersen-grafot, de kénnyen megtalédlhaté a neten vagy a BSz2 jegyzet 1.9. feladatdban.)

17. Egy graf egy cstcsbdl kiindul6 50 élét nevezziik 50-csillagnak. Mutassuk meg, hogy ha egy egyszert grafban minden pont
foka 100, akkor a graf élhalmaza felvaghatd paronként diszjunkt 50-csillagokra.

18. Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2k 4+ 1 pontu egyszerli grafban minden pont foka legaldbb k + 1, akkor a graf barmely élén
at vezet Hamilton-kor.

19*. Milyen n-ekre igaz a 6. feladat allitdsa n tagi tdrsasaggal?



