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1. Egy 100 csucesu egyszerti grafban minden pont foka legalabb 33. Mutassuk meg, hogy a grathoz hozza
lehet venni egyetlen 1j élt gy, hogy a kapott graf osszefiiggd legyen. (ZH, 2006. december 7.)

2. Hany csucsa lehet egy olyan fanak, amiben a cstcsok fokszamai kozott pontosan kétféle érték fordul elo
és mindkett6 ugyanannyiszor? (ZH, 2019. méjus 20. alapjan)

3. A 43 cstcst G egyszerl graf vy, ve, vs és vy (csupa kiillonb6z6) csicsainak a foka 10. Mutassuk meg,
hogy G-ben van olyan (legalabb két csicst) tt, aminek mindkét végpontja a vy, vy, v3, vy csticsok kozil
keriil ki. (ZH, 2025. junius 4.)

4. A G grafnak 20 cstcsa, 18 éle és 3 komponense van. Hany fa lehet G' komponensei k6zott?

5. A 10 cstcst G egyszert grafban barmely 3 < k < 10 esetén barhogyan is soroljuk fel a (vq,va, ..., vg)
csupa kiilonboz6 csticsokat, a {vy,ve}, {ve,v3}, ..., {vk_1, vk} és {vg, v1} parok koziil legalabb az egyik
benne van G élhalmazaban. Mutassuk meg, hogy ekkor G-nek legalabb 36 éle van. (ZH, 2023. majus 18.)

6. Adjuk meg az Osszes olyan 25 csticsu F' fat, amelyre 1étezik olyan m > 2 egész, hogy F' minden pontjanak
a foka azonos maradékot ad m-mel osztva. (ZH, 2018. majus 23.)

7. Egy egyszerli grafban minden pont foka legaldbb k, ahol k& > 2 egész. Bizonyitsuk be, hogy a grafban
talalhato legalabb k 4+ 1 pontu kor.

8. Létezik-e olyan (legalabb két csicsi) Osszefiiggd graf, aminek tetszéleges csicsat torolve (annak osszes
élével egyiitt) a kapott graf mar nem osszefiiggd?

9. Hany 3 foku cstcsa lehet egy olyan hiisz csticsu fanak, aminek pontosan tiz 1 foku és pontosan egy 10
fokt csicsa van? (ZH, 2024. majus 28.)

10. Egy faban csak két kiillonboz6 fokszam fordul elo: az egyik fajta 9-szer, a masik 92-szer. Mi a széban
forgd két fokszam? (ZH, 2010. november 25.)

11. Egy 100 cstcsu egyszerti, 6sszefiiggd grafnak 100 éle van. Mutassuk meg, hogy ekkor a grafnak van
harom kilonboz6 feszit6faja. (ZH, 2017. majus 8.)

12. Egy 100 cstucsu 0sszefiiggd, egyszerti grafnak 102 éle van. Mutassuk meg, hogy ekkor van a grafban
3 péaronként kiillonbozé kor. (Két kor akkor kiillonb6zé, ha nem pontosan ugyanazon élek alkotjék.) (ZH,
2017. méarcius 16.)

13. A G egyszerti grafban minden pont foka legalabb 3. Mutassuk meg, hogy G-ben van paros hosszu kor.

14. Egy faban a legnagyobb foku csics foka A. Bizonyitsuk be, hogy a fanak legalabb A darab 1 foku
csucsa van.

15. Hatédrozzuk meg az Osszes olyan (legalabb két csuicsi) fat, amely izomorf a sajit komplementerével.
(Az egymassal izomorf megolddsokat tekintsiik azonosnak.) (ZH, 2008. december 2.)

16. Bizonyitsuk be, hogy egy egyszerl graf és a komplementere koziil legalabb az egyik mindig 0sszefiiggo.

17. Egy kisvaros utcainak halozata osszefiiggd, egyszerli grafot alkot. Mivel az utcak nagyon keskenyek, a
polgarmester szeretné a varos Osszes utcajat egyiranyusitani — de valami rejtélyes babona miatt ugy, hogy
a graf minden cstcsabol paratlan sok utcan lehessen elindulni. Bizonyitsuk be, hogy ilyen iranyitas akkor
és csak akkor készitheto, ha a csiicsok szama és az élek szama azonos paritasiu.

18%*. Valaki felhivja az el6z6 feladatbeli polgdrmester figyelmét, hogy a furcsa paratlansagi feltételénél
sokkal fontosabb volna, hogy az egyiranyusitas utan is mindenhonnan mindenhova el lehessen jutni. Bizo-
nyitsuk be, hogy ilyen iranyitas akkor és csak akkor létezik, ha a graf tetszoleges élének elhagyasa utan is
Osszefliggd marad. (Itt tehat mar nem feltétel, hogy minden csticsbdl paratlan sok utcan lehessen elindulni.)

19%. A G egyszerti graf cstcshalmaza V(G) = {vy,va, ..., v,}, minden csics foka legfoljebb A. Elkészitjiik
G-bél az n x n-es A métrixot agy, hogy minden 1 < 4,5 < n esetén a;; = 1, ha v; és v; szomszédosak
G-ben, egyébként a;; = 0. (A-t G szomszédsdgi mdtrizdnak hiviak.) Mutassuk meg, hogy A minden A
sajatértékére A < A teljestil.



