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1. Egy G graf pontjai legyenek egy kocka cstcsai; két csics akkor
legyen szomszédos, ha a kockdban él mentén szomszédosak. A jobbra a)
lathaté két graf kozil melyik (melyek) izomorf(ak) G-vel?

2. Melyek izomorfak az alabbi grafok koéziil?

a) b)

o
~

3. A 100 csticst G irdnyitott grafban minden cstcs kifoka legaldbb annyi, mint a befoka (ahol egy cstics kifoka,
illetve befoka alatt az abbdl kilépd, illetve az abba belépé élek szamat értjiik). G egyik csicsédnak a kifoka 18.
Mennyi lehet ugyanennek a cstcsnak a befoka?

4. Legyen G egy n csucst, egyszer( graf. Mi d-nek az a legkisebb értéke, amire teljesiil, hogy ha G-ben minden
csucs foka legalabb d, akkor G-ben barmelyik csticsbdl barmelyik masikba el lehet jutni az élek mentén 1épegetve?

5. Legyen G egy legaldbb 6 cstcst, egyszert graf. Bizonyitsuk be, hogy G és a komplementere koziil legalabb az
egyik tartalmaz hdromszoget (vagyis harom olyan csicsot, amik koziil barmelyik kett6 szomszédos).

6. Kovics 1r és a felesége négy hazaspart latott vendégiil. Erkezéskor a jelenlévik koziil bizonyosak kezet fogtak
egymassal. Mikor méar mindenki megérkezett, Kovics ir mindenkitél megkérdezte, hogy hany emberrel fogott
kezet és csupa kiillonbo6zé valaszt kapott. Hany emberrel fogott kezet Kovacs tr felesége? (Természetesen senki
sem fogott kezet a sajat hdzastdrsdval.)

7. Egy szabélyos kilencszognek hizzuk be az osszes legrovidebb (vagyis a kilencszogben masodszomszédos csi-
csokat Osszekotd) atlojat. Igaz-e, hogy az igy kapott (9 cstcst és 18 éll) graf izomorf a sajit komplementerével?

8. A 20 csiicsu G egyszeru grafban 10 cstcs foka legfoljebb 7, a maradék 10 cstcs foka pedig legalabb 16. Hany
éle van G-nek? (ZH, 2015. mércius 19.)

9. Milyen n pozitiv egészekre 1étezik olyan n csiicsu egyszerli graf, amiben barmely két csics foka kiilonb6z67?

10. Bizonyitsuk be, hogy minden (hurokélt nem tartalmazo) irdanyitott graf élei megszinezhetdk két szinnel ugy,
hogy barmelyik v csticsb6l indulva és csupa azonos szinti él mentén lépegetve (de az irdnyitasokat persze betartva)
sohasem juthatunk vissza v-be.

11. Egy legalabb 17 csticsu teljes graf éleit valaki megszinezte 3 kiilonb6z6 szinnel. Mutassuk meg, hogy a csiicsok
koziil kivdlaszthat6 3 gy, hogy az altaluk meghatarozott 3 él koziil barmely ketté azonos szinti. (A teljes grafban
barmely két csics szomszédos egyetlen él mentén.)

12. Egy n cstcsu teljes graf éleit valaki megszinezte n kiillonb6z6 szinnel (ahol n > 3 egész). Mutassuk meg, hogy
a csucsok koziil kivalaszthatd 3 dgy, hogy az altaluk meghatarozott 3 él koziil barmely kettd kiillonb6zé szint.

13. Legyen G egy n cstcsi, m éli egyszerii graf, amiben nincs haromszog (azaz harom olyan csics, amik koziil
barmely ketté szomszédos). Nevezziink G-ben cseresznyének két olyan élt, amik koézos csicsban taldlkoznak.
Bizonyitsuk be, hogy
a) G-ben a cseresznyék szadma legfoljebb 3(n — 2)m
b) G- ben a pontok fokanak negyzetosszege legfoljebb n - m;
¢
) m

d) a c) feladatban kapott felsé becslés nem javithat6 (vagyis anndl jobb felsé becslés mar nem volna igaz).
14*. A G gréf csicshalmaza felbonthaté az A és B halmazok egyesitésére gy, hogy G minden élének az egyik
végpontja A-beli, a masik végpontja B-beli csiics. (Az ilyen grafokat egyébként pdros grafnak nevezik.) Tudjuk
tovdbb4, hogy G nem tartalmaz izoldlt pontot (vagyis minden cstics foka legaldbb 1) és barmely a € A és b € B
szomszédos csucsok esetén d(a) > r - d(b), ahol r > 1 rogzitett valés szam. Mutassuk meg, hogy |B| > r - | A|.
15*. Milyen n-ekre létezik n csiicsi, a komplementerével izomorf egyszerii graf?

16*. Bizonyitsuk be, hogy minden tarsasag szétoszthatd két csoportra gy, hogy mindenkinek a sajit csoportjan
beliil paros sok ismerdse legyen. (A tarsasdgban az ismeretségek kolcsonosek. )



