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1. Határozzuk meg λK(s, t) és κK(s, t) értékét az ábrán
látható K gráfra, ahol

a) s = B és t = I;
b) s = A és t = J .
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2. Válaszoljuk meg az 1. feladat kérdéseit az alábbi csúcspárokra is.
a) s = I és t = C b) s = D és t = G c) s = B és t = C

3. Bizonyítsuk be, hogy ha a G irányított gráfban van u-ból v-be is és v-ből w-be is k darab páronként
éldiszjunkt irányított út, akkor G-ben létezik u-ból w-be is k darab páronként éldiszjunkt irányított út.
4. Legyen G egy 100 csúcsú gráf és x, y ∈ V (G) különböző csúcsok. Tudjuk, hogy bárhogyan választjuk
G-ben az u, v ∈ V (G) csúcsokat úgy, hogy azok x-től és y-tól különbözzenek, G-ben van olyan út, amely
x-ből y-ba vezet és nem tartalmazza sem u-t, sem v-t. Mutassuk meg, hogy ekkor x-ből y-ba vezet olyan
út, amelynek hossza (éleinek száma) legföljebb 33. (ZH, 2007. március 29.)
5. Egy G (irányítatlan) gráfot k-szorosan élösszefüggőnek nevezünk (ahol k ≥ 1 egész), ha az élei közül
bárhogyan legföljebb (k − 1)-et törölve mindig összefüggő gráfot kapunk. Mutassuk meg, hogy G akkor
és csak akkor k-szorosan élösszefüggő, ha λG(u, v) ≥ k teljesül bármely u, v ∈ V (G), u ̸= v csúcsokra.
6. Adjunk új bizonyítást Kőnig „ha G páros gráf, akkor ν(G) = τ(G)” tételére a Menger-tételek felhasz-
nálásával.

7. A 15 pontú G gráf egy 4 pontú, egy 5 pontú és egy 6 pontú körből készült úgy, hogy az 5 pontú kör
minden csúcsát összekötöttük (egyetlen éllel) a másik két kör minden csúcsával. Legyen s a 4 pontú kör
egyik csúcsa, t pedig a 6 pontú kör egyik csúcsa. Határozzuk meg κG(s, t) és λG(s, t) értékét. (≈ZH,
2012. április 19.)
8. A G gráfnak létezik olyan csúcsa, melyből bármely más csúcsba vezet három páronként éldiszjunkt
út. Mutassuk meg, hogy G bármely két csúcsa között van három páronként éldiszjunkt út. (ZH, 2012.
május 15.)
9. Legyen G egy hurokélmentes, irányítatlan gráf és s ∈ V (G) egy rögzített csúcs. Tegyük fel, hogy
valamely t ∈ V (G) csúcsra λG(s, t) = 10, de minden v ∈ V (G), v ̸= s, t esetén λG(s, v) > 10. Mutassuk
meg, hogy ekkor t foka 10. (≈ZH, 2013. május 16.)
10. A legalább négy pontú G gráf bármely két, nemszomszédos pontja között található G-ben három,
páronként éldiszjunkt út. Mutassuk meg, hogy G-nek bármely két szomszédos pontja között is található
három, páronként éldiszjunkt út. (ZH, 2013. április 25.)
11*. Tegyük fel, hogy a G gráf k-szorosan élösszefüggő, de bárhogyan hagyunk el belőle egy élt, a kapott
gráf már nem az. Mutassuk meg, hogy ekkor G-nek van k-adfokú csúcsa. (A k-szorosan élösszefüggő gráf
fogalmát illetően lásd a 4. feladatot.)
12*. Legyen adott egy G irányított gráf és annak egy r ∈ V (G) („gyökér”) csúcsa. Egy X ⊆ V (G) esetén
az X befokának nevezzük és ϱG(X)-szel jelöljük az X-be belépő élek számát. Hasonlóan, a v ∈ V (G)
csúcs befokát ϱG(v) jelöli.

a) Egy X ⊆ V (G) \ {r} halmazt v-szoros halmaznak nevezünk, ha v ∈ X és ϱG(X) = λG(r, v).
Mutassuk meg, hogy ha X és Y v-szoros halmazok, akkor X ∪ Y és X ∩ Y is v-szoros halmazok.

b) G-t lángnak nevezzük (az r ∈ V (G) gyökérre nézve), ha minden v ∈ V (G), v ̸= r csúcs esetén
λG(r, v) = ϱG(v). Mutassuk meg, hogy ha egy lánghoz hozzáveszünk egy olyan e élt, ami egy v ̸= r
csúcsra belép az összes v-szoros halmaz uniójába, akkor a kapott gráf ismét láng. (e-t meglévő csúcsok
közé vesszük fel, vagyis G csúcshalmaza nem változik.)

c) Mutassuk meg, hogy G-nek van olyan F részgráfja, amire V (G) = V (F ) és minden v ̸= r csúcs
esetén λF (r, v) = ϱF (v) = λG(r, v).


