A DFS algoritmus”*

Kordbban mar megismerkedtiink a BFS (Szélességi keresés) algoritmussal, amely bejarja
egy adott G graf adott s csicsabdl elérhetd csticsokat és ekozben tobb feladatot is haté-
konyan megold: meghatdrozza a tobbi csucs s-t6l valé tdvolsdgit (amennyiben minden €l
hosszat 1-nek tekintjiik), eldonti, hogy Osszefiiggd-e a graf, illetve meghatirozza az s-et
tartalmazé komponens egy feszit6fajat. A BFS eljaras altal adott BFS-fat szemléletesen a
lehet6 ,,legszélesebbnek™ érezhetjiik: s-nél a lehetd legtobb irdnyba dgazik, majd minden
ag ismét a lehetd legtobb felé dgazik tovabb, stb.

Létezik azonban a grafok bejarasara egy masik, nagyon sok alkalmazassal bir6 meg-
kozelités is: ez a DFS (Depth First Search, magyarul Mélységi keresés). Ez bizonyos
értelemben épp a BFS-sel ellentétes stratégiat alkalmaz: s-bdl indulva addig halad ,,el6-
re”, mig el nem akad; ekkor visszalép egyet és ismét elakadasig megy, stb. A DFS dltal
adott feszit6fa tehat nem széles, hanem inkdbb ,,mély” lesz. Osztonosen is ezt a megkoze-
litést valasztja mindenki, ha egy ismeretlen terepet, példdul egy épiiletet akar felderiteni:
senkinek nem jutna eszébe a BFS logikdja szerint el6szor az s ,,bejarat” melletti szobdkat
végiglatogatni (és kozben folyton visszarohanni s-hez), majd csak ezutdn merészkedni a
bejarattol két szobanyi tavolsagra. Ehelyett természetesnek tlinik mindig uj és 4j szobak-
ba tovabblépve addig bolyongani az épiiletben, amig tovabbi, még meg nem latogatott
szobdba mar nem nyilik ajté és csak ekkor visszafordulni az eggyel kordbbi szobdba.

A BFS algoritmust irdnyitatlan és irdnyitott grafokra is lefrtuk és hasonl6 a helyzet a
DFS-sel is: mindkét fajta grafra alkalmazhat6. Ennek ellenére, az aldbbiakban irdnyitott
grafokra adjuk meg az algoritmus részletes leirdsat (mert a gyakorlati alkalmazdsokban ez
fordul el tobbszor) és csak roviden ejtiink szét az irdnyitatlan esetrdl. Irdnyitott grafban
viszont konnyen el6fordulhat, hogy az s kezd6pontbdl irdnyitott tton elérhetd csticsok
halmaza kisebb, mint a graf csicshalmaza — még akkor is, ha a graf egyébként irdnyitat-
lan értelemben 6sszefiiggd. Ezért a DFS algoritmus nagyon egyszer( stratégiat alkalmaz
annak érdekében, hogy a graf minden csucsat elérje: ha mar bejarta az s-bol elérhetd csu-
csokat és mégsem érte el a graf Osszes csucsat, akkor egy tetszleges eléretlen pontbdl
Ujrainditja a bejarast és ezt egészen addig ismétli, amig minden cstcs bejarttd nem valik.

Az algoritmus a miikodése sordn a csicsokat kétféleképpen is megszdmozza: a mély-
ségi szamozds azt mutatja meg, hogy az algoritmus hdnyadjdra ért el egy csticsot; a befe-
Jezési szdmozds viszont azt irja le, hogy az eljards hanyadjéra fejezte be egy csicsnak és
»leszdrmazottainak™ a végigvizsgdldsat. Az elébbit d(v), az utébbit f(v) fogja jelolni (az
angol depth, illetve finish szavakbdl).

Igy az algoritmus a miikodése sordn az alabbi adatokat tartja nyilvan:

d(v) (v e V): avcsics mélységi szdma

fv) (v€V): avcsics befejezési szdma

m(v) (v € V) : av-t megel6z8 cstics — vagyis az, amibdl a bejards v-t elérte
a: a jelenleg aktiv cstcs

D: az eddigi legnagyobb mélységi szam

F: az eddigi legnagyobb befejezési szdm

*Osszedllitotta: Szeszlér David, (© BME Szamitdstudomadnyi és Informacidelméleti Tanszék, 2015 — 2019.



DFS ALGORITMUS

Bemenet: Egy n csicsu c= (V,E) irdnyitott graf és egy s € V cstics
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d(s) < 1, mindenv € V, v # s-re d(v) <
minden v € V-re f(v) <
minden v € V-re m(v) < *
D+ 1;F < 0;a<s
ciklus
ha létezik olyan e = ab él, amelyre d(v) = *, akkor:
D<+D+1
d(v)« D
m(v) < a
a<+v
kiilonben:
F+F+1
fla) — F
ha m(a) # *, akkor:
a <+ m(a)
kiilonben:
ha van olyan v cstcs, amelyre d(v) = *, akkor:
a legyen egy ilyen v cstics
kiilonben:
stop
ciklus vége

Az eljaras miikodését az alabbi grafon illusztraljuk:

1. abra

Lefuttatva az algoritmust az alabbi adatok keletkeznek:

v s a b ¢ d e f g
dv) 1 8 6 7 3 4 5 2
fvy 8 5 2 6 4 3 1 7
mv) * ¢ e g g d e s




Természetesen ez csak az egyik lehetséges helyes futdsa az algoritmusnak: az eljards
lefrasdban nincs arra vonatkoz6 megkotés, hogy az éppen aktudlis csicsbol melyik, még
bejaratlan szomszédjaba 1€pjiink tovabb.

A fenti példdban egyszer sem volt sziikség 1j gyokérpont vélasztdsdra (vagyis a 18.
sor végrehajtdsdra): a 14. sor végrehajtdsakor m(a) = x elGszor a = s-re fordult eld,
amikor mar minden v csticsra d(v) # * volt, igy az eljaras megéllt. Emlitettiik azonban,
hogy ez nem mindig van igy, csak ha s-b6l G minden csicsa elérhetd irdnyitott titon (mint
a fenti példdban is). Az 4ltaldnos esetben az algoritmus leédlldsakor azokra a v csticsokra
lesz m(v) = *, amelyek az eljards sordn valamikor gykérpontok voltak.

A DFS algoritmus futasidejér6l hasonlékat mondhatunk, mint a BFS-r6l: minden
élen legfoljebb egyszer probdl tovabblépni, ami (fiiggetleniil att6l, hogy ez sikeriil-e)
csak konstansnyival jarul hozza a futdsid6hoz. Ezért a teljes futdsidd feliilr6l becsiilhetd
c-m-mel, ahol m a graf élszama és ¢ alkalmas konstans. igy a DFS eljaras is rendkiviil
hatékony: a Iépésszama linedris (vagyis az input méretének linearis fiiggvényével feliilrél
becsiilhetd). Azonban itt is igaz, hogy ezzel a feliiletes elemzéssel tobb fontos részletet
figyelmen kiviil hagytunk: a c - m futdsid6hoz feltételezniink kell, hogy a graf alkalmasan
megvalasztott adatstruktirdban lett megadva (hogy minden csicsra gyorsan kiolvashatd
moédon rendelkezésre dlljanak az arra illeszkedd élek) €s hogy G -nek nincs izolalt cstcsa
(hogy ne lehessen sokkal tobb csicsa, mint €le), illetve az implementaciénal is gondosab-
ban kell eljarni, mint ami a fenti pszeudokddbdl latszik (példaul azért, hogy amikor egy
csucs Ujra aktivva valik, ne probaljunk masodszor is egy olyan élen tovabblépni beldle,
amivel korabban mar kisérleteztiink).

A DFS-erdo

Hasonl6an a BFS algoritmushoz, a DFS esetében is kiilon figyelmet érdemelnek azok az
élek, amelyek minden olyan v-re, amelyre m(v) # x (tehdt amelyek nem voltak gyokér-
pontok) m(v)-b6l v-be mutatnak. A fenti példdra ezek az aldbbi dbrén lthatdk (a tobbi élt
szaggatott vonallal jeloltiik).

2. abra

Ebben a példdban ezek az élek fat alkotnak (ha eltekintiink az élek irdnyitasatol), de
ugyanez altaldban nem igaz (csak akkor, ha s-en kiviil nem volt tobb gyokérpont). Az vi-
szont kénnyen ldthat6an igaz, hogy az m(v)-bdl v-be mutatd élek (irdnyitatlan értelemben)



olyan erd6t (vagyis kormentes részgrafot) alkotnak, amely 8 minden cstcsat tartalmazza.
Ennek az erdének a neve DFS-erdd.

A DFS-erd? lehetdséget teremt a G €leinek aldbbi osztilyozasara, ami a DFS algorit-
mus szdmos alkalmazdsaban szerephez jut.

1. Definicio. Tegyiik fel, hogy az s csiicsbdl inditva lefuttattuk a DFS algoritmust a 8
irdnyitott grdfban. Jelolje a futdshoz tartozé DFS-erdot F. Legyen e = ub a G -nek egy
tetszoleges éle. Ekkor
1. e-t faélnek nevezziik, ha e € E(F);
2. e-t eléreélnek nevezziik, ha nem faél, de F-ben van u-bol v-be irdnyitott iit (vagyis
v, leszdrmazottia” u-nak);
3. e-t visszaélnek nevezziik, ha F-ben van v-bdl u-ba irdnyitott it (vagyis v ,,dse”
u-nak);
4. e-t keresztélnek nevezziik, ha F-ben sem u-bol v-be, sem v-bol u-ba nincs irdnyi-
tott 1t (vagyis u és v kozott nincs ,,egyenes dgi leszdrmazdsi viszony” ).

Fontos kiemelni, hogy az itt bevezetett fogalmaknak csak a DFS egy konkrét futdsat
feltételezve van értelme: ugyanaz az e él konnyen tartozhat a fenti négy osztaly koziil
egy mdsikba is, ha a DFS-nek egy masik (egyébként helyes) futdsat feltételezziik 8—n.
Példaul a DFS futtatasara latott fenti példaban az 3¢ 6l elSreél és az Hsszes tobbi, a DFS-
erd6be nem tartoz6 él keresztél. Visszaélet tehat ebben a példaban nem taldlunk; késébb
latni fogjuk, hogy ennek a ténynek fontos kovetkezményei vannak.

Fentebb mar emlitettiik, hogy a DFS eljaras (helyes implementéci6 esetén) 8 minden
e élével egyszer foglalkozik. Ezért a gyakorlati alkalmazdsok szdmdra nagyon hasznos,
hogy ebben a pillanatban az is megallapithat6 (és akar eltarolhatd), hogy e a fenti négy
kategoria koziil melyikbe tartozik — annak ellenére is, hogy ekkor még nem ismert a teljes
DFS-erds. Igy tehat a DFS eljaras minimalis kiegészitésével az is elérhet, hogy az (a

futdsidd érdemi novekedése nélkiil) a G minden élét besorolja a fenti definici6 szerinti
osztdlyok valamelyikébe. Ennek a részleteit mondja ki az aldbbi tétel.

2. Tétel. Tegyiik fel, hogy a 6} irdnyitott grdfra a DFS algoritmust futtatva az éppen
az e = av élen probdl tovdbblépni (igy az aktiv csics jelenleg a). Ekkor e erre a DFS
bejdrdsra vonatkozoan akkor és csak akkor lesz

1. faél, ha d(v) = *;

2. eléreél, had(v) > d(a);

3. visszaél, ha d(v) < d(a) és f(v) = *;

4. keresztél, ha d(v) < d(a) és f(v) # *.

Bizonyitds: Ha d(v) = x az eljdrds 6. sordnak végrehajtdsakor, akkor a 9. sor szerint
m(v) = a lesz, igy e valéban faél.

A tobbi allitas belatdsdhoz képzeletben egészitsiik ki az algoritmus miikodését egy
T véltozéval, amely az id6t méri. (Gyakorlatban erre nincs sziikség, csak a bizonyitast
segiti.) A ciklus induldsa el6tt (a 4. sor utdn) inicializaljuk 7-t is 0-nak, majd a 8. és a 13.
sor utdn is sziirjunk be egy-egy T < T + 1 utasitast. {gy az algoritmus futdsa sordn minden
v csdcshoz tartozik egy kezd(v) kezdési id6 (a T-nek az az értéke, amikor d(v) értéket



kapott) és egy bef(v) befejezési id6 (amikor f(v) értéket kapott), illetve beszélhetiink a
v-hez tartozé I(v) idGintervallumrdl is (ami kezd(v)-t8] bef(v)-ig tart).

Egyszer(i, de hasznos észrevétel, hogy az algoritmus mikodésének az I(v) interval-
lumban zajlé szakasza a DFS egy szabdlyos, a v-bdl inditott és a kovetkezd gyokérpont
valasztasaig tart6 futtatdsanak felel meg az azon x csticsokbdl (€s az eredetileg ezek kozott
fut6 élekbdl) allé grafon, amelyeket az eljards v el6tt még nem ért el — vagyis amelyekre
a kezd(v) pillanatban még d(x) = « teljesiilt. (Itt eltekintettiink att6l a részletkérdéstdl,
hogy a mélységi és befejezési szdmozas ebben az esetben nem 1-t6l indul, hanem azok-
tél az értékektdl, amelyeknél kezd(v)-kor tartottak.) Jelolje az eljards ezen szakaszdhoz
tartoz6 DFS-erd6t F,. Ekkor F, egyrészt nyilvan egy fa, masrészt azonos a teljes algo-
ritmusbdl el6allé F DFS-erddnek azzal a részgrafjaval, ami a v-b8l F-ben irdnyitott titon
elérhets cstiicsokbodl (és a koztiik futd F-beli élekbdl) all.

Tegyiik most fel, hogy az algoritmus az ab élena T pillanatban prébal tovabblépni.
Ekkor T-ben az I(a) mér elkezd6dott, de még nem ért véget, vagyis kezd(a) < T < bef(a).

Ha d(v) > d(a), akkor a kezd(a) pillanatban még d(v) = x volt, amibdl a fentiek
szerint v € V(F,). Ezért v val6ban elérhet6 Fj-ban (és igy persze F-ben is) irdnyitott Gton
a-bdl, igy e valéban eldreél.

Ha d(v) < d(a), akkor kezd(v)-ben még d(a) = * volt. Ha emellett a T-ben f(v) = *
is igaz, akkor kezd(v) < kezd(a) < T < bef(v), vagyis T-ben I(v) még tart. Ezért a fentiek
szerint a € V (F,), vagyis a érhet§ el irdnyitott dton v-bdl F,-ben és ezért F-ben is. Ezért
e val6ban visszaél.

Végiil ha a T pillanatban d(v) < d(a) és f(v) # *, akkor a kezd(a) pillanatban I(v)
madr véget ért, igy a ¢ V(F,) és v ¢ V(F,). Ezért val6ban nincs irdnyitott it F-ben sem
a-bol v-be, sem v-bdl a-ba, vagyis e keresztél. ]

Miel6tt ratérnénk a DFS algoritmus alkalmazdsaira, vizsgaljuk meg roviden annak az
irdnyitatlan grafokra vonatkoz6 valtozatat is. Ehhez a fenti pszeudokédban csak a 6. sort
kell megvéltoztatni:

6 ha létezik olyan e = {a, v} él, amelyre d(v) = *, akkor:

Vagyis az a-bdl indul6 irdnyitott élek helyett minden, az a-ra illeszkedd iranyitatlan
élen megprébalunk tovabblépni a-bol. Ha G irdnyitatlan és Osszefiiggd, akkor a DFS-
erddje nyilvén egy feszit6fa lesz, hiszen ekkor s-b6l minden G-beli pont elérhetd. (Ezért
a BFS-hez hasonl6éan a DFS is haszndlhat6 egy graf osszefiiggdségének a vizsgdlatara,
illetve egy feszit6fa meghatarozasara.)

A G iranyitatlan grafon futtatott DFS elképzelhetd tgy is, mintha azon a 8 irdnyitott
gréfon hajtandnk végre, amelyet G-bdl kapunk gy, hogy annak minden e = {u,v} élét he-
lyettesitjiik az ¢’ = ub és ¢ = vii irdnyitott élekkel (noha a gyakorlatban persze folosleges
volna az élhalmaz megdupldzasa). Ebbdl kiindulva konny( végiggondolni, hogy hogyan
alakul 4t a G éleinek fent bevezetett osztdlyozdsa az irdnyitatlan esetben. Faélek nyilvan
tovébbra is vannak, azonban a DFS-erd6be nem tartoz6 élek sokkal egyszertibben leir-
haték. Egyrészt az eléreélek egybeesnek a visszaélekkel (ezeket az irdnyitatlan esetben
visszaélnek szoktdk hivni), hiszen ha a G-b6l készitett 8 irdnyitott grafban ¢’ = ub els-
reél, akkor ¢’ = vii visszaél (és forditva) mert u-b6l v-be pontosan akkor létezik irdnyitott
ut, ha v-bdl u-ba 1étezik. Masrészt konnyd latni, hogy G-ben nem lehetnek keresztélek: ha
8-ben ¢’ = ub keresztél volna, akkor ¢” = Vi-nak is annak kellene lennie (mert mindkét



allitas azt fejezi ki, hogy u és v kozott nincs irdnyitott 1t a 8—beli DFS-erd6ben), igy a
fenti tétel szerint d(u) < d(v) és d(v) < d(u) is teljesiilne, ami nyilvdn lehetetlen. Kovet-
kezésképp az irdnyitatlan grafban futtatott DFS algoritmus esetében barmely, az erdSbe
nem tartozo él végpontjai kozott kell legyen ,.egyenes dgi leszarmazasi viszony”.

Aciklikus iranyitott grafok, topologikus rendezés

Egy 8 irdnyitott grafot akkor neveziink aciklikusnak, ha nem tartalmaz irdnyitott kort.
(Elterjedt elnevezés az ilyen grafokra a DAG is, ami az angol Directed Acyclic Graph
kifejezés roviditése.) Rengeteg gyakorlati alkalmazasban meriilnek fel olyan irdnyitott
grafok, amelyek a feladat természetébdl fakaddan aciklikusak. Ennek a ténynek a je-
lentdsége abban rejlik, hogy sok algoritmikus feladat jéval hatékonyabban oldhaté meg
aciklikus irdnyitott grafokra, mint az 4ltaldnos esetben.

Tekintsiik péld4ul azt a 8 irdnyitott grafot, aminek a csticsai a Foldon €16 emberek és
x-bdl akkor vezet €l y-ba, ha y gyermeke x-nek. nyilvan aciklikus, de ezt a tényt kii-
Ionosen latvanyossa tehetjiik a kovetkez6 mdédon: képzeletben allitsuk fel egyetlen sorba
a Fold 6sszes emberét, mégpedig balrdl jobbra sziiletési id6 szerinti ndvekvd sorrendben
(feltételezve, hogy semelyik két ember nem sziiletett hajszélra azonos pillanatban). Ek-
kor G minden éle balrdl jobbra mutat (hiszen mindenki idGsebb a sajat gyerekeinél); igy
8—ben az élek mentén haladva egyre inkabb jobbra keriiliink, vagyis valéban lehetetlen
irdnyitott kort bezdrni. Ezt az egyszer(i gondolatot dltaldnositja az aldbbi definicié.

3. Definicié. Legyen G = (V,E) irdnyitott grdf és (vi,va,...,vs) a T antansiont egy
felsoroldsa. A (vi,va,...,v,) sorozatot topologikus rendezésnek nevezziik, ha G minden
e= @ élére x el6bb van a sorozatban, mint'y (vagyis ha x = v; és'y = v;, akkor i < j).

Példdul az 1. dbra irdnyitott grafjanak topologikus rendezése az (s,g,c,a,d,e,b, f)
sorozat. De természetesen nem minden irdnyitott grafnak van topologikus rendezése: ha
a grafban van irdnyitott kor, akkor a csicsok egyetlen sorbadllitdsa sem lehet j6, mert a
kor mentén haladva olyan élet is kell taldlnunk, ami alacsonyabb sorszdmu csticsba visz
minket vissza. Igy topologikus rendezése csak aciklikus iranyitott grafoknak lehet. Ezért
érdekes az aldbbi, egyszerd tétel.

4. Tétel. A 8 irdnyitott grdfnak akkor és csak akkor van topologikus rendezése, ha
aciklikus.

Bizonyitds: A feltétel sziikségessége magatdl értetddd (és az imént lattuk be). Az elég-
ségesség bizonyitdsdhoz el6szor azt mutatjuk meg, hogy minden aciklikus irdnyitott graf
tartalmaz nyeldt — vagyis olyan csicsot, amelybdl nem indul ki él. Ehhez vegyiink a graf-
ban egy P leghosszabb irdnyitott utat és legyen v ennek a végpontja. (P valdban létezik,
mert G-t véges grafnak feltételeztiik). Ekkor v sziikségképpen nyeld: v-bdl nem vezethet
irdnyitott él sem P egy korabbi pontjdba (mert akkor irdnyitott kor keletkezne), sem egy
P-n kiviili pontba (mert akkor P-nél hosszabb irdnyitott it keletkezne).

Vilasszunk tehat B-ben egy nyeldt, legyen ez v,. Most hagyjuk el 8-b61 vp-et (és
a rd illeszkedd éleket), a kapott graf legyen 8’. Nyilvdn G’ is aciklikus, igy ebben is



valaszthatunk egy nyel6t, ez legyen v,_1, stb. Az eljardst hasonléan folytatva kapjuk
(jobbrdl balra) a (vy,va,...,v,) sorozatot, ami nyilvan topologikus rendezése G -nek. O

A topologikus rendezés 1éte a f6 oka annak a fent mar emlitett jelenségnek, hogy
szamos algoritmikus feladat sokkal hatékonyabban oldhaté meg irdnyitott grafokra. Te-
kintsiik példdul a legrovidebb iit problémat: ismert, hogy tetszbleges élsilyozott irdnyitott
grafban hatékony algoritmussal meghatdrozhatjuk egy adott s csicsbdl az sszes tobbibe
vezetd legrovidebb utak hosszat (illetve magukat az utakat is): ha az élsilyok nemne-
gativak, akkor a Dijkstra algoritmus c - n?, ltaldnos élsilyok esetén, negativ Osszsilyd
irdnyitott kort nem tartalmazé grafban pedig a Ford algoritmus ¢ - m - n futdsidé alatt oldja
meg ezt a feladatot (ahol n, illetve m a graf csucsainak, illetve éleinek a szdma, ¢ pedig
egy alkalmas konstans). Nagyon nagy méretli grafok esetében azonban még ezek a 1é-
pésszamok is tdl nagynak bizonyulhatnak, ezért hasznos, hogy aciklikus irdnyitott graf
esetében joval hatékonyabban is dolgozhatunk.

LEGROVIDEBB UT ACIKLIKUS IRANY{TOTT GRAFBAN

Bemenet: Egy G= (V,E) aciklikus irdnyitott graf, a csicsainak egy (s = v, va,...,Vy)
topologikus rendezése és egy w: E( G ) — R (val6s értéki) silyfiiggvény

t(v1) < 0, minden i > I-re t(v;) oo
ciklus: i fut 2-tol n-ig
ha létezik olyan e = W él, amelyre 7(v;) # oo, akkor:
t(vi) = min{t(v;) Fw(e) : e = vy 1(v;) # o}

ciklus vége
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A fenti, pofonegyszer( eljards helyesen hatdrozza meg az s = v csicsbdl az Osszes
tobbi v cstics #(v) tdvolsagat. Valéban: ha j < i, akkor az s-bdl v;-be vezetd legrovidebb
(vagy barmilyen) dton v; nyilvdn nem lehet rajta. Ezért az s-bdl v;-be vezetd legrovidebb
it (ha ilyen egyaltalan 1étezik) egy s-b6l v;-be vezetd legrovidebb ttnak a \W éllel valo
megtolddsdbdl 4ll valamely j < i értékre. Ha tehat feltételezziik, hogy az eljards mér
helyesen meghatarozta az s-b6l az s = v, vy,...,v;_| csicsokba vezet§ legrovidebb utak
hosszat (és kezdetben az i = 1 értékre, vagyis az s-re nyilvan ez a helyzet), akkor a ciklus
magjiban szdmolt minimum ezt v;-re is helyesen teszi meg. Ha viszont minden \W él
esetén ¢(v;) = co (vagy ha ilyen él egydltaldn nincs), akkor nyilvan v;-be sem vezet s-bdl
irdnyitott 1t, igy #(v;) = co szintén helyes.

Erdemes azt is megjegyezni, hogy a Dijkstra és Ford algoritmusnal latotthoz hason-
16an ezt az eljaréast is konnyen lehetne gy moédositani, hogy a kimenetéb6l ne csak a
legrovidebb utak hossza, hanem maguk az utak is kiolvashatok legyenek (de a részleteket
itt mell6zziik).

Mi a fenti eljaras futdsideje? Ez is nagyban fiigg att6l, hogy a 8 milyen médon (vagy-
is milyen adatsruktdraval) van megadva. De ha példaul minden v csicsra rendelkezésre
all a v-be érkezd élek listdja, akkor minden él konstansnyi id6vel jarul hozza a 1€pés-
szamhoz, igy az algoritmus futdsideje m €1l grafra c - m lesz (ahol ¢ alkalmas konstans és
feltételeztiik, hogy G -nek nincs izolalt csticsa). Ez pedig a ¢ - m - n futdsidejd Ford algorit-
musnal mindenképp sokkal jobb és ha m nagysagrendie ¢ - n>-nél kisebb, akkor a Dijkstra
algoritmusndl is (de rosszabb persze ennél sem lehet, mert m nagysagrendje legfoljebb
c-n?).



Fontos megemliteni azt is, hogy egy tetszdleges élsulyozott irdnyitott grafban az s-bdl
a tobbi cstcsba vezetd leghosszabb irdnyitott Gt meghatdrozasira nem ismert polinomidlis
algoritmus (és nagyon valészin{i, noha nem bizonyitott, hogy ilyen nem is 1étezik — mert
ez a feladat igynevezett NP-nehéz probléma). Ha azonban a graf aciklikus, akkor a feladat
hatékonyan megoldhat6va vélik: ehhez a fenti algoritmust csak annyiban kell médositani,
hogy a 4. sorban szereplé minimumot maximumra cseréljiik (és a médszer helyességének
a bizonyitdsa is azonos). Az igy mddositott eljarasnak a legfontosabb alkalmazasa az ugy-
nevezett PERT mddszer (aminek a részletes leirdsa megtaldlhat6 példaul Katona Gyula,
Recski Andrés és Szab6 Csaba A szdmitdstudomdny alapjai cim@ tankonyvében).

Topologikus rendezés a DFS algoritmussal

A fenti, aciklikus irdnyitott grafban legrovidebb (vagy leghosszabb) iranyitott utakat ke-
resd algoritmus feltételezte, hogy G-nek eleve adott egy topologikus rendezése. De mi
van akkor, ha csak G adott és a topologikus rendezés meghatdrozdsa is a feladat megolda-
sdnak a része? A 4. Tétel bizonyitdsaban latott gondolat (vagyis nyelSk ismételt keresése
és elhagydsa a grafbol) elvileg alkalmas a topologikus rendezés algoritmikus meghataro-
zdsdra is, de ¢ - n? 1épésszamii eljarast eredményezne. Ez azért kellemetlen, mert ezzel
az imént latott legrovidebb (vagy leghosszabb) utakat keresd algoritmus 1épéssszama is
¢ -n?-re romlana, ha azt a topologikus rendezés meghatarozasaval kell kezdeniink. Ezért
nagyon hasznos, hogy G aciklikussaga eldonthetd, illetve aciklikus 8—re a topologikus
rendezés meghatdrozhaté a DFS algoritmussal mdr c - m futdsid6ben is.
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5. Tétel. Futtassuk le a DFS algoritmust a G irdnyitott grdfban az s csiicsbol inditva.
akkor és csak akkor aciklikus, ha az eljdrds sordn nem keletkezik visszaél és ebben

az esetben a befejezési szamozds szerinti forditott sorrendben felsorolva 8 csucsait to-
pologikus rendezést kapunk.

Bizonyitds: Ha keletkezik visszaél és e = av ilyen, akkor 8 nyilvén tartalmaz irdnyitott
kort: az F DFS-erd$ tartalmaz v-bdl a-ba irdnyitott utat (mert e visszaél), amit e-vel
kiegészitve irdnyitott korré zarhatunk. Tegyiik fel ezért, hogy nem keletkezik visszaél. Ha
megmutatjuk a tétel masodik allitasat, vagyis hogy a csticsoknak a befejezési szdmozdas
szerinti forditott sorrendje topologikus rendezés, akkor ebbdl nyilvan 8 aciklikusséga is
kovetkezni fog, igy a tétel bizonyitasa teljes lesz.

Azt kell tehat megmutatnunk, hogy G minden e = ab élére fv) < f(a). Mivel fel-
tettiik, hogy visszaél nem keletkezett, ezért e lehet faél, eléreél vagy keresztél. A 2. Tétel
bizonyitdsdban haszndlt elnevezéseket haszndlva tegyiik fel, hogy a DFS eljards az e = av
élen a T idGpillanatban prébélt tovabblépni. Ekkor tehét T az I(a) intervallumban van.

Ha e faél vagy el6reél, akkor kezd(v) is I(a)-ba tartozik. Mivel a 2. Tétel bizonyita-
sdban irtak szerint /(v)-ben 1ényegében egy v-bdl inditott DFS algoritmus zajlik azokon
az x csticsokon, amelyekre kezd(v)-ben d(x) = * teljesiil, ezért az e €l vizsgélata biztosan
nem I(v) alatt tortént (hiszen d(a) < d(v) miatt kezd(v)-ben mér d(a) # ). Vagyis T-ben
I(v) mér véget ért, ezért bef(v) < T < bef(a). Ebbdl tehdt f(v) < f(a) is kovetkezik.

Ha viszont e keresztél, akkor a 2. Tétel szerint a T pillanatban f(v) mér kapott egy
(x-tdl kiilonbozd) értéket. Viszont T-ben a az éppen aktiv csics volt, ezért ekkor még



f(a) = « teljesiilt. Mivel az eljards mindig egyre nagyobb befejezési szdmokat ad a csd-
csoknak, az algoritmus ledlldsakor f(v) < f(a) valéban igaz. O

A fenti tétel szerint tehat a DFS algoritmus futdsanak eredményébdl konnyen eldont-
hetd, hogy 8 aciklikus-e és ha igen, megkaphaté G egy topologikus rendezése: G akkor
és csak akkor aciklikus, ha minden e = ub élre f(u) > f(v) és ha ez igaz, akkor a csi-
csok f(v) értékek szerinti csokkend sorrendje topologikus rendezést ad. (Ezt a rendezést
pedig nem kell kiilon elvégezni, az eljaras futdsa kozben ez is eltarolhaté.) Ebbdl pedig
kovetkezik, hogy aciklikus irdnyitott grafban akkor is meghatdrozhaté az s-bdl a tobbi
csticsba vezetS legrovidebb (vagy leghosszabb) irdnyitott ut ¢ - m futdsid6ben, ha 8 egy
topologikus rendezése nem része a bemenetnek. A DFS algoritmusnak emellett szimos
mas alkalmazésa is ismert, de ezekre ebben a rovid bevezetében nem tériink ki.



