Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
zarthelyi feladatok a koronavirus jarvany idején zajlo
tavoktatashoz
2020.05.08.

1. Egy 20 csticsu egyszerti graftban nincs izolalt pont, az egy foku csticsok
szama pontosan 3. Mutassuk meg, hogy a grafnak legalabb 19 éle van.

2. Egy egyszeri, nem 0Osszefliiggd grafban minden cstcs foka legalabb ketto.
Mutassuk meg, hogy a graf komplementere nem sikbarajzolhato.

3. Dontsiik el az alabbi grafrél, hogy van-e Hamilton-kore.

4. Egy 100 cstcsu G paros grafnak van teljes parositasa. Hatarozzuk meg
a lefogd pontok minimalis szaméat abban a H grafban, melyet G-bol egy
tetszoleges tovabbi él behuzasaval kapunk.

5. Egy 2n cstcsu grafbol elhagytuk egy Hamilton-korének éleit. Mutassuk
meg, hogy a graf élkromatikus szama legfeljebb kettével csokkent.

6%*. Egy 12 csucst egyszeril, kormentes grafban pontosan kétféle fokszam
fordul elo, éspedig mindketto legalabb 6tszor. Hany éle lehet a grafnak?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kdd.
Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc, a dolgozatok feltoltésére tovabbi
30 perc all rendelkezésre. Az alairas feltétele: a zarthelyin legalabb 24 pont elérése.
A 100%-o0s eredményhez elegends 50 pontot elérni a 60-bdl, az dsszpontszam 50
pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
potzarthelyi feladatok
a koronavirus jarvany idején zajlé tavoktatashoz
2020.05.25.

1. Legyen G egyszerd, irdanyitatlan graf, a és b pedig G két kiilonb6z6 cstcsa.
Igaz-e, hogy ha G-nek egy, az a-bdl inditott szélességi bejarasa a b cstcsot
otodiknek talalja meg, akkor biztosan 1étezik G-nek olyan, b-bol inditott szé-
lességi bejarasa, mely az a cstucsot 6todiknek talalja meg?

2. Egy 8 csticsu egyszerti grafban nincs izoldlt pont és minden csiics foka
paros. Mutassuk meg, hogy a grafhoz hozzavehetd egy él tgy, hogy a graf
egyszerii maradjon és legyen Euler-sétaja.

3. A 9 csticst G graf egy 3 és egy 7 csucesu korbdl all gy, hogy a v cstcs
mindkét korben szerepel, de ezen kiviil a koroknek nincs kozos pontjuk. Ha-
tarozzuk meg G komplementerének kromatikus szamat.

4. Egy 20 csucsu egyszeri grafban minden csics foka legalabb 10. Igaz-e,
hogy ekkor a minimalis lefogé ponthalmaz mérete is legalabb 10?7

5. Adjunk meg az alabbi halézatban egy minimalis s — ¢t vagast.

6*. Egy 20 csticsu egyszertl, osszefligg6 grafnak 22 éle van. Dontsiik el, hogy
a graf sikbarajzolhato-e.

A dolgozatra kérjiik j6l olvashatéan felirni a kévetkezé adatokat: név, Neptun-kdd.
Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc, a dolgozatok feltdltésére tovabbi
30 perc all rendelkezésre. Az alairas feltétele: a zarthelyin legalabb 24 pont elérése.
A 100%-o0s eredményhez elegend6 50 pontot elérni a 60-bdl, az dsszpontszam 50
pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont.



Bevezetés a szamitaselméletbe II.
alairaspotlo zarthelyi feladatok
a koronavirus jarvany idején zajlé tavoktatashoz
2020.06.03.

1. Baumkopf ur 1j jelszét szeretne késziteni maganak, mert sok aggasztd hirt
hallott adatlopasokrol. A jelszéval kapcsolatban a kdvetkezé elvardsai vannak:
a) csak betlikb6l alljon (a szdmokat nem szereti), mégpedig pontosan 8-bol,
az angol abc 26 betiije johet széba,
b) egyetlen betii sem jelenhet meg egynél tobbszor,
c) kis- és nagybetiiket is lehet haszndlni, de ugyanaz a betii csak az egyik
alakjaban szerepelhet.
Héany jelszébdl vélaszthat Baumkopf ar? (A végeredmény szamszerti értékét nem
kell megadni; azonban a megoldasbdl ki kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt
kiszamolni olyan szamologéppel, amely csak a négy alapmiiveletet ismeri.)

2. A G egyszerii, 0sszefliged, sikbarajzolhato grafra teljesiil, hogy el tudjuk hagyni
egy feszitofajanak éleit gy, hogy a kapott H graf osszefiiggé maradjon. Mutas-
suk meg, hogy ha H-bdl is elhagyjuk egy feszitéfajanak éleit, akkor olyan grafot
kapunk, melynek legalabb 4 komponense van.

3. Adjunk meg egy maximaélis parositast az alabbi grafban.

4. Adjunk példat olyan grafra, melynek kromatikus szama 8, de egy alkalmas
Hamilton-korének éleit torolve a kromatikus szam 4-re csokken.

5. Egy 50 csiicst egyszerli grafban a maximalis fokszam 7. Mutassuk meg, hogy
van a grafban 7 cstcsu fiiggetlen ponthalmaz.

6*. Létezik-e olyan egyszer( graf, melynek élkromatikus szama 5, de egy alkalmas
Hamilton-korének éleit torolve az élkromatikus szam 2-re csokken?

A dolgozatra kérjuk jol olvashatdan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kéd.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc, a dolgozatok feltoltésére tovabbi 30
perc all rendelkezésre. Az aldiras feltétele: a zarthelyin legaldbb 24 pont elérése. A 100%-
os eredményhez elegend6 50 pontot elérni a 60-bol, az Gsszpontszam 50 pont feletti részét
IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykézlésért nem jar pont.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
zarthelyi feladatok
a koronavirus jarvany idején zajlé tavoktatashoz
pontozasi utmutatod
2020. majus 8.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatéd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ut-
mutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez
rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megol-
dasanak részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak
tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo
gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példdul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa
azok alkalmazdsa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény
a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatéban feltiintetett
pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes
mértékben a javitd hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd
egy feladatra tobb, egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az
egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyes-
s¢ kiegészithetd, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban
tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgo-
zatb6l nem deriil ki, hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éro
megoldéaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az itmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatdk. Az itmutatéban
leirttol eltéré jo megoldas természetesen maximdlis pontot ér, bizonyitas nélkiil hivatkozni
azonban csak az elcadason szerepld tételekre és allitasokra lehet.

1. Egy 20 csticsu egyszerii grafban nincs izolalt pont, az egy foku csticsok szama pontosan 3.
Mutassuk meg, hogy a grafnak legaldabb 19 éle van.
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A feladat feltételei szerint a graf legalabb 2 foku csicsainak szama 17. (3 pont)
E 17 cstcs fokszamosszege legalabb 34, (2 pont)
igy a grafbeli 6sszes cstcs fokszamosszege legaldbb 37. (1 pont)
Mivel a fokszamosszeg az élszam kétszerese, paratlan nem lehet, tehéat legalabb 38 kell legyen,

(2 pont)
igy a grafnak legalabb 19 éle van. (2 pont)



2. Egy egyszerli, nem 06sszefliggd gratban minden cstics foka legalabb kettd. Mutassuk meg,
hogy a graf komplementere nem sikbarajzolhato.

* ko ok ok Xk

Mivel a graf nem osszefiiggd, 1étezik két komponense (esetleg tébb is, de nekiink elég kettd),

legyenek ezek A és B. (2 pont)
Mivel a graf egyszerii és minden cstcs foka legalabb 2, A és B is legalabb 3 csticsot tartalmaz.

(2 pont)
Mivel A és B csicsai kozt nem mennek élek a grafban (hiszen kiillonb6z6 komponensekrél van
sz0), a komplementerben A és B csucsai kozt minden lehetséges él szerepel. (2 pont)
Ez azt jelenti, hogy a komplementernek részgrafja a Ks3 graf, (2 pont)
igy a Kuratowski tétel (konnyti irdnya) szerint nem sikbarajzolhato. (2 pont)

3. Dontsiik el az alabbi grafrol, hogy van-e Hamilton-kore.

Els6 megoldéas. Az alabbi abran fehérrel jelzett 12 csticsot elhagyva a graf 13 komponensre

esik szét, (7 pont)
amibél az eldadason tanult tétel szerint kovetkezik, hogy nincs Hamilton-kore. (3 pont)
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Masodik megoldas. Ha a grafnak lenne Hamilton-kore, akkor az tartalmazna az aldbbi abran
fehérrel jelolt két csticsbdl kivezetd két-két élet, hiszen ezeknek a csicsoknak a foka 2. (2 pont)




Ebbdl kovetkezne, hogy abban a grafban, amit a fehérrel jelolt csiicsok és a beldlik vezetd
élek elhagydsaval és a csticsok szomszédjai kozti élek behtuzasaval kapunk (Id. az aldbbi dbrén)
szintén lenne Hamilton-kor. (Forditva egyébként ez nem feltétlen kéne, hogy teljesiiljon.)

(3 pont)
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Mivel a kapott graf paros graf, (1 pont)
nem lehet paratlan kore, (1 pont)
tehat Hamilton-kére sem (hiszen 25 csiicsa van). (1 pont)

A maradék 2 pont annak beldtésaért jar, hogy a kapott 25 cstcst graf paros (pl. egy j6 2-
szinezés megadasaval).

Az eredeti graf persze nem paros graf, hiszen van benne pl. 5 hosszi kor. Aki azt feltételezi,
hogy az eredeti graf paros és helyesen latja be, hogy ekkor nem lehetne Hamilton-kore, az
kapjon 1 pontot.

4. Egy 100 cstucsu G paros grafnak van teljes parositasa. Hatarozzuk meg a lefogd pontok
minimalis szaméat abban a H grafban, melyet G-bol egy tetszoleges tovabbi él behtuzasaval
kapunk.

* ko ok ok ok

A minimalis lefogd ponthalmaz mérete G-ben Konig tétele szerint azonos a maximalis parositas

méretével, ami nyilvan 50. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy a H grafra is igaz, hogy a minimalis lefogd ponthalmaz mérete 50. (1 pont)
Mivel G' a H részgrafja, a kérdéses méret természetesen nem lehet 50-nél kisebb. (1 pont)
Mivel G-nek van teljes parositésa, a két osztdlya azonos méretii kell legyen, vagyis mindketto
50 cstcst (1 pont)
és természetesen mindketto lefogé ponthalmaza G-nek. (1 pont)
Ha az 14j élet a két osztaly kozé htzzuk be, akkor mindkét osztaly tovabbra is lefogd ponthal-
mazt alkot, igy a kérdéses méret 50. (2 pont)
Ha az 4j élet az egyik osztdlyon (mondjuk A-n) beliil hizzuk be, A akkor is lefogd ponthalmaza
H-nak, (2 pont)
igy a H-beli minimalis lefogd ponthalmaz mérete mindenképp 50. (1 pont)

5. Egy 2n cstucsu grafbél elhagytuk egy Hamilton-korének éleit. Mutassuk meg, hogy a graf
élkromatikus szama legfeljebb kettovel csokkent.

* ko ok ok Xk

Jeloljiik az elhagyas el6tti grafot G-vel, az elhagyas utani grafot H-val. Azt kell megmutatnunk,
hogy G élkromatikus szama legfeljebb kettével nagyobb, mint H élkromatikus szama, mely

utébbi szamot jeldljik k-val. (2 pont)
Szinezzik ki ehhez G élei kozil el6szor azokat, melyek H-ban is benne vannak, k szinnel.
(3 pont)

G eddig nem szinezett élei egy 2n csuiest kort alkotnak, melynek éleit két eddig nem hasznalt



szinnel (mondjuk piros és kék) meg tudjuk szinezni. (2 pont)
Valoban: ha a kor paratlan sorszamu éleit pirosra, paros sorszamu éleit kékre szinezziik,

(1 pont)
akkor sem két piros, sem két kék élnek nem lesz kozos cstucsa. (1 pont)
Igy G Osszes élét meg tudtuk szinezni k + 2 szinnel, amivel az allitast belattuk. (1 pont)

A Vizing-tétel akkor sem segitene sokat, ha tudnénk, hogy a graf egyszerii. Ha valaki egyszert
grafra a Vizing segitségével megmutatja, hogy a csokkenés legfeljebb 3, az az utolsé 8 pontbdl
kaphat legfeljebb 2-t. Ha valaki az egyszertiség kikotése nélkiil hasznalja a Vizinget, az erre ne
kapjon pontot.

6*. Egy 12 cstcsu egyszerl, kormentes grafban pontosan kétféle fokszam fordul eld, éspedig
mindkettd legalabb 6tszor. Hany éle lehet a grafnak?

b S S S 3

Mivel a graf (nevezziik G-nek) kérmentes, minden komponense fa. (1 pont)
Nem lehet minden komponense izolalt pont, mert ekkor csak egyféle fokszam szerepelne, igy
az egyik fok az 1 kell legyen (hiszen 1 foku csiics minden legaldbb 2 csticsu faban szerepel).
(1 pont)
Az 1-t6] kiilonboz6 foku csticsok fokszamat jeloljik k-val, ekkor k # 1 és k foku csticsbél 5,6
vagy 7 darab lesz, 1 fokubdl pedig (rendre) 7,6,5. Az 6sszfokszam igy 5k + 7 (1. eset), 6k + 6

(2. eset) vagy Tk + 5 (3. eset). (1 pont)
Mivel a 12 csuest grafunk kormentes, a tanultak szerint legfeljebb 11 éle lehet, igy az
osszfokszam legfeljebb 22. (1 pont)
l.eset: 5k + 7 < 22. Ekkor k£ < 3, de figyeljiitk meg azt is, hogy k # 1 és k paratlan kell legyen
(hiszen 5k 4 7 az ésszfokszam, ami paros). Igy ekkor k = 3 és az élszdm 11. (1 pont)
[lyen graf létezik is: nem nehéz olyan fat konstrualni, aminek 6t darab 3 foku és hét darab 1
foki csticsa van (és persze 11 éle). (1 pont)
2.eset: 6k + 6 < 22. Ekkor k < 2, vagyis k = 2 (ekkor az élszam 9) vagy k = 0 (ekkor az
élszém 3). (1 pont)
Mind a két esetben van ilyen graf: k& = 2-hoz pl. harom darab harom éli ut diszjunkt
egyesitése, (1 pont)
k = 0-hoz 6 izolalt pont és hidrom egy élii Ut egyesitése. (1 pont)
3. eset: Tk +5 < 22. Ekkor k < 2, és k ismét paratlan kéne legyen (de nem 1), igy ilyen k& nem
létezik. (1 pont)
A kérdéses élszam tehat 3, 9 és 11 lehet. (0 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
potzarthelyi feladatok
a koronavirus jarvany idején zajlé tavoktatashoz
pontozasi utmutatod
2020. majus 25.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatéd célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ut-
mutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez
rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megol-
dasanak részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak
tekinthetok.

Az utmutatéban felttiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo
gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példdul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa
azok alkalmazdsa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény
a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatéban feltiintetett
pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes
mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerep-
hez juthat és amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat
hibatlan megoldasa volna kaphatd. Ha egy megoldd egy feladatra tobb, egymastél lényegesen
kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt
megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithetd, akkor a legtobb részpontot
ér6 megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(lényeges) hibéat tartalmazo is, tovdabba a dolgozatbdl nem dertl ki, hogy a megoldé melyiket
tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha
ez a pontszam 0).

Az ttmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatdk. Az itmutatéban
leirttol eltéré jo megoldas természetesen maximélis pontot ér, bizonyitas nélkiil hivatkozni
azonban csak az eléadason szereplo tételekre és allitasokra lehet.

1. Legyen G egyszeri, irdnyitatlan graf, a és b pedig G két kiilonboz6 cstucsa. Igaz-e, hogy
ha G-nek egy, az a-bdl inditott szélességi bejarasa a b csicsot 6todiknek taldlja meg, akkor
biztosan létezik G-nek olyan, b-bol inditott szélességi bejarasa, mely az a csucsot 6todiknek
talalja meg?

* ko ok ok Xk

Az allitas nem igaz, de pusztan ez a kijentés nem ér pontot. J6 ellenpélda megfelelé indok-
lassal 10 pont. Kicsit hidnyos indoklas esetén aranyos részpontszamot adjunk, erésen hidnyos
indokldsok nem feltétlen érnek pontot, mint ahogy a BFS bemutatasa sem (akar dltaldnosség-
ban, akar konkrét grafon). J6 ellenpéldabdl rengeteg van, a legegyszeriibb taldn egy a koézepti,
legalabb 4 4gu csillag (ahol b az a-n kiviili csticsok barmelyike lehet, 1d. az alabbi abrén). Itt
a BFS-nek van olyan a-bdl inditott futdsa, ami b-t 6todiknek éri el, de b-bol inditva a BFS-t
a-t mindig masodiknak érjiik el. Ha valaki a kezdopontot nulladiknak tekinti és gy oldja meg
helyesen a feladatot, az természetesen maximalis pontot kapjon.



2. Egy 8 cstcsu egyszerti grafban nincs izolalt pont és minden cstics foka paros. Mutassuk meg,
hogy a grathoz hozzaveheto egy él ugy, hogy a graf egyszeri maradjon és legyen Euler-sétaja.

* ok ok ok Xk

Egy 0sszefiiggd grafnak akkor és csak akkor van Euler-sétdja, ha legfeljebb két paratlan foku
csicsa van (most elég az ,akkor” irdny is, az Osszefiiggéség viszont nem hidnyozhat). (1 pont)
A grafunkhoz (hivjuk G-nek) egy élet hozzavéve (az igy kapott graf legyen G’) nyilvan két
paratlan és hat paros foku cstcsunk lesz, (1 pont)
igy a tovabbiakban G’ Osszefiig6ségét (és egyszerliségét) kell vizsgdlnunk (mivel nincsenek
izolalt pontok, ezért az Osszefiiggiség csakugyan sziikséges is az Euler-séta 1étezéséhez, de erre
nem kell kitérni). (1 pont)
Mivel G-ben minden fok paros és nincs izolalt pont, minden fok legalabb 2, igy az egyszeriiség
miatt minden komponens legaldbb 3 csiicsi (nem kell pontot levonni, ha valaki nem emliti az

egyszeriiséget, de helyes a kovetkeztetése), (2 pont)
a komponensek szama tehat legfeljebb 2. (1 pont)
Ha G-nek egy komponense van (vagyis 6sszefiiggd), akkor G’ is Osszefliggo, (1 pont)
ekkor csak az egyszeriiségre kell figyelniink: mivel G nem teljes graf (hiszen ekkor minden fok
7 lenne), talalunk olyan élet, mely nincs behizva G-ben. (1 pont)
Ha G-nek két komponense van, akkor az 1j élet a két komponens kozé behizva Osszefiiggd
grafot kapunk, (1 pont)
amely nyilvan egyszerti is. (1 pont)

Szempontok a pontozashoz masképp felépitett megoldésok esetére: a fokszamokkal kapcsolatos
megfigyelés 1 pontot ér, az a felismerés, hogy az Osszefiiggoséggel kell foglalkozni 1 pont, ennek
indoklédsa tovabbi 1 pont. A maradék 7 pont annak belatasaért jar, hogy az 1j él hozzavételével
elérhetd, hogy a graf egyszerii és Osszefliggd legyen.

3. A 9 csticstt G graf egy 3 és egy 7 cstcsu korbdl all tgy, hogy a v csiics mindkét korben
szerepel, de ezen kiviil a koroknek nincs k6zos pontjuk. Hatarozzuk meg G komplementerének
kromatikus szdmat.
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Legyenek a 3 cstcsa kor csticsai v, a,b, a 7 cstcsu kor cstucesai sorban v, ¢, d, e, f, g, h. Ekkor a

va, vb, ab élek egyike sem szerepel G-ben, (1 pont)
igy a v, a, b csicsokat szinezhetjiik 1-es szintire. (1 pont)
Mivel a cd, ef, gh élek sem szerepelnek G-ben, (1 pont)
megszinezhetjiik a ¢, d csticsokat a 2-es, az e, f csicsokat a 3-as, a g, h csticsokat a 4-es szinnel.

(1 pont)
A kromatikus szdm tehdt legfeljebb 4, hiszen talaltunk egy jé 4-szinezést. (1 pont)
Az a,c, e, g pontok egy 4 csucsu klikket alkotnak a grafban, (4 pont)
ahonnan kovetkezik, hogy a kromatikus szam legaldbb 4. A két becslésbdl addédik, hogy a
kromatikus szdm pontosan 4. (1 pont)

Jo szinezésért 4 szinnel tehat 4 pont jar, j6 4 méretl klikkért szintén 4 pont, a maradék két
pont pedig azért jar, ha valaki ezek ismeretében helyesen indokolja meg, hogy a kromatikus
szam 4. Gyengébb becslésekért nem jar pont.



4. Egy 20 csucesu egyszerti grafban minden csiics foka legalabb 10. Igaz-e, hogy ekkor a mini-
malis lefogd ponthalmaz mérete is legalabb 107
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Els6 megoldas. Legyen L a graf egy tetszoleges lefogd csticshalmaza. Ha L azonos a graf cstcs-
halmazaval, akkor természetesen 20 eleme van, ellenkezo esetben létezik olyan v csics, mely
nincs benne L-ben. (2 pont)
Ekkor a v-b6l indulé élek lefogdsédhoz v Gsszes szomszédjanak benne kell lennie L-ben. (5 pont)
Mivel v fokszama legalabb 10 és a graf egyszerti, L legalabb 10 elemii kell legyen. (2 pont)
Mivel tetszoleges lefogd ponthalmaz legalabb 10 elemii, ugyanez igaz a minimalis lefogd pont-
halmaz(ok)ra is. (1 pont)
Aki az |L| = 20 esettel nem foglalkozik, az 1 pontot veszitsen.

Masodik megoldéas. Az eléadasrol tudjuk, hogy a fiiggetlen pontok maximalis szamanak és a

lefogd pontok minimalis szamanak Osszege a csicsszam, (1 pont)
igy elég azt megmutatnunk, hogy az utébbi szam legfeljebb 10. (1 pont)
Ha a graf egy tetszoleges v csiicsa egy legalabb 11 cstcsu F fliggetlen ponthalmazba tartozna,
akkor F' csticsai koziil eggyel sem lenne 6sszekotve, (4 pont)
igy a graf egyszeriisége miatt (1 pont)
a fokszama legfeljebb 9 lehetne. (3 pont)
Harmadik megoldas. Dirac tétele szerint a grafban van Hamilton kor, (1 pont)
hiszen a grafban minden fok legaldbb a csticsszam fele (1 pont)
és a graf egyszerti. (1 pont)
A grafnak paros szamu cstcsa van, igy a Hamilton-kér minden masodik élét véve teljes paro-
sitdst kapunk, (3 pont)
aminek tehat 10 éle van. (1 pont)
Ismert az el6adasrol, hogy a lefogd pontok minimalis szama legalabb akkora, mint a maximalis
parositas mérete, (2 pont)
igy a lefogb pontok minimdlis szama legaldbb 10. (1 pont)

Az utolsé 3 pont annak jar, aki érdemi észrevételeket tesz a maximélis parositassal kapcso-
latban is. Elszort becslésekért, melyek egyetlen megoldéds iranyaba sem mutatnak, nem jar
pont.

5. Adjunk meg az alabbi hal6zatban egy minimalis s — ¢ vagast.

Az {s,a,b,c,d} vigas kapacitdsa 43, (2 pont)
hiszen ennyi az se, af, be, ct, de élek kapacitasainak Osszege. (2 pont)
Az alabbi dbran lathato folyam értéke szintén 43, (2 pont)
hiszen ennyi az s-bol kifele mutato éleken vett folyamértékek osszege, s-be mutato él pedig
nincs (igy az ilyeneken vett folyamértékek osszege 0). (1 pont)
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Szigoruan véve azt is indokolni kéne, hogy az abran csakugyan folyam lathaté (vagyis kéne
irni arrél, hogy miért teljesiilnek a folyamhoz sziikséges feltételek), de ennek hidnyaért most ne
vonjunk le pontot. Ha a dolgozatban folyamként megadott abra nem folyamot abrazol, akkor
el kell donteni, hogy elirasrol vagy elvi hibardl van-e sz6. Ha meggy6z6 bizonyiték van réa, hogy
eliras tortént, akkor kevés (pl. 1) pontot vonjunk le, ellenkezé esetben viszont egyaltalan nem
jar pont erre a részre.

Az el6adason tanultak szerint egyetlen vagas kapacitasa sem lehet kisebb, mint egy tetszéleges

folyam értéke, (2 pont)
igy barmely vagas kapacitasa legaldbb 43 kell legyen, tehat {s, a,b, ¢, d} minimdlis vagas.
(1 pont)

Az utolsé 3 pont annak jar, aki érdemben indokolja, hogy a megadott vigas minimalis. Ez
persze torténhet mashogy is, mint a fenti megoldasban (pl. a javitéutas algoritmus futtatasaval
és annak a leirasaval, hogy az utolsé segédgrafban ezek a pontok érhetdk el s-bél), de tires
frazisok, mint pl. ,a Ford-Fulkerson tétel miatt” nem érnek pontot. Aki a javitéutas algoritmust
futtatja, annak nem kell belatnia, hogy folyamot kapott és azt sem, hogy annak értéke 43,
hiszen ezek kovetkeznek az el6adason tanultakbol.

6*. Egy 20 csticsu egyszeril, Osszefliggd grafnak 22 éle van. Dontsiitk el, hogy a graf
sikbarajzolhato-e.
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A graf sikbarajzolhato6 lesz, ezt indirekten bizonyitjuk. (0 pont)
Tegytik fel, hogy a graf nem sikbarajzolhat6. Ekkor Kuratowski tétele szerint tartalmaz olyan
H részgrafot, mely topologikusan izomorf a K33 vagy a K5 graffal. (1 pont)
H-ban igy kell legyen kor, (1 pont)
melynek egy élét G-b6l elhagyva a kapott graf (nevezzitk Gi-nek) dsszefiiggd lesz az eldadason
tanultak szerint. (2 pont)
Gi-ben lesz olyan H, részgraf, mely topologikusan izomorf egy olyan graffal, melyet K3 3-bol
vagy Ks-bdl kapunk egy korben szerepld él elhagyasaval. (2 pont)
gy Hy-ben is kell legyen kor, (1 pont)
melynek egy élét G1-bél elhagyva a kapott graf (nevezziik Go-nek) megint csak Osszefiiggd
lesz az el6adason tanultak szerint. (1 pont)
Az eljarast még kétszer meg tudjuk ismételni (hiszen K3 3-nak néggyel, K5-nek hattal tobb éle
van, mint egy feszit6fajuk élszama). (1 pont)
A négyszeri élelhagyas utan kapott G4 graf viszont 20 cstcst, 18 éll és 6sszefiiggd lenne, ami
az el6addson tanultak szerint lehetetlen. (1 pont)

Szempontok a pontozashoz méasképp felépitett megoldasok esetére:



G-bdl 3 él elhagyhatd gy, hogy kormentes grafot kapjunk 2 pont, ennek indoklasa 1 pont.
A Kuratowski-grafokra ez nem igaz 2 pont, ennek indokldsa 1 pont. Igy ez a Kuratowski-
grafok valamelyikével topologikusan izomorf grafokra sem igaz (és igy azokra sem, amelyek
ilyet tartalmaznak) 2 pont, ennek indokldsa 1 pont. Tehat a Kuratowski-tétel szerint a graf
sikbarajzolhat6 1 pont.



