Bevezetés a szamitaselméletbe II.
zarthelyi feladatok
2019.05.03.

1. Azr =1,2,...,9 értékek koziil melyikre/melyekre igaz, hogy minden 10 csicst,
r-regularis, egyszerii grafban van Euler-korséta? (Egy graf r-reguldris, ha minden
csucsanak foka r.)

2. Legyen a G teljes graf cstcshalmaza V(G) = (1,2, ..., 10). Hagyjuk most el G-bél
az (1,2),(1,3),(2,3) és a (4,5),(4,6),(5,6) éleket. Hatdrozzuk meg a kapott graf
kromatikus szamat.

3. Dontsiik el az alabbi grafokrél, hogy van-e Hamilton-koriik.

4. Egy 20 csticst, 18 éli grafnak két komponense van. Mutassuk meg, hogy a graf
sikbarajzolhaté.

5. Hatarozzuk meg az alabbi graf élkromatikus szamat.

d c

6%. Egy 20 csticst egyszeri paros grafban minden fok 5 vagy 6. Mutassuk meg,
hogy a grafnak van teljes parositasa.

A dolgozatra kérjiik jél olvashatdan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kéd, Neptun
szerinti gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidd 90 perc. Az aldirds feltétele: a zarthelyin leg-
aldbb 24 pont elérése. A 100%-os eredményhez elegends 50 pontot elérni a 60-bdl, az
Osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirasa kozben szamolégép (vagy més segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
potzarthelyi feladatok
2019.05.20.

1. Adjunk meg egy minimalis lefogé ponthalmazt az alabbi grafban.

2. A @ grafrol annyit tudunk, hogy a Ky teljes paros grafbdl kaptuk
8 ¢él torlésével. Hatarozzuk meg G élkromatikus szamat.

3. Mutassuk meg, hogy nem létezik olyan n > 5 cstucsu fa, mely-
ben pontosan két fokszam fordul el6, mégpedig mindketté §-szor (n
PAros).

4. Egy graf csicsai egy 6 elemii halmaz 3 elemili részhalmazai, két
kiilénboz6 csicsot akkor kotiink oOssze, ha a megfeleld6 halmazoknak
legfeljebb 1 kozo0s eleme van. Van-e Euler-korséta a grafban?

5. Egy 10 csticsu paros grafthoz hozzavesziink két élet. Eléfordulhat-e
(a graf és a hozzavenni kivant élek alkalmas vélasztasaval), hogy a
kapott graf kromatikus szama 47

6%*. Bejarhaté-e egy 3 x 5-0s sakktabla 1éval iigy, hogy minden mez6n
éppen egyszer tartézkodik a 167 (A 16 a tablan gy ugrik, hogy két
mezdt halad egy irdnyba (vizszintesen vagy fiigg6legesen) és egy mez6t
az elsé iranyra mer6legesen.)

A dolgozatra kérjiik jél olvashatoéan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kod,
Neptun szerinti gyakorlatvezeto neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaid6 90 perc. Az alairas feltétele: a zarthelyin
legaldbb 24 pont elérése. A 100%-o0s eredményhez elegend6 50 pontot elérni a 60-bdl,
az Osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldédsat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A
dolgozat megirdsa kozben szamolégép (vagy més segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
alairaspotlé zarthelyi feladatok
2019.05.29.

1. Hany olyan hatjegyii pozitiv egész szam van, melynek szamjegyei kiillonbozok és
szomszédos jegyei felvaltva parosak, illetve paratlanok? (Tehat példaul 123456 és
250143 megfelel6 szamok.) Ne feledkezziink el a megoldas indoklasarél.

2. Egy két komponenst egyszerii grafban pontosan négy csiics foka paratlan. Azt
is tudjuk, hogy a komponensek egyikében sincs Euler-korséta. Igaz-e mindig, hogy
a grafhoz hozza lehet venni két élet gy, hogy a kapott graf egyszerii maradjon és
legyen Euler-korsétaja?

3. Egy G(A, B; E) paros graf két pontosztdlya legyen A = {ay,a9,...,a9} és
B = {b1,bs,...,bg}. Minden 1 < i < 9és 1 < j < 9 esetén a; akkor legyen
szomszédos bj-vel, ha a jobbra lathaté matrix i-edik sordnak és j-edik oszlopanak
keresztezodésében all6 elem 1-es. Adjunk meg G-ben egy maximalis parositast és
egy minimalis lefogd csiicshalmazt.

110110110
100001010
101100011
101001010
100001010
010100101
001001010
101001000
000110101
4. Egy graf cstucsai legyenek az 1,2, ...,100 szamok, két kiillonbo6z6 cstcsot kossiink

Ossze, ha a megfelel6 szamoknak kozos osztdja a 2, a 3 és az 5 koziil legaldabb egy.
Hatarozzuk meg a graf kromatikus szamat.

5. Egy 20 csticsu egyszert paros grafban minden cstcs foka legalabb 9. Mutassuk
meg, hogy ebbol nem kovetkezik, hogy a grafnak van Hamilton-ttja.

6%*. A GG grafrél annyit tudunk, hogy a 9 csticsu teljes grafbdl kaptuk 4 él torlésével.
Elofordulhat-e, hogy G élkromatikus szama 87

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezo adatokat: név, Neptun-kéd, Neptun szerinti
gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaid6 90 perc. Az alairéds feltétele: a zarthelyin legalabb 24 pont
elérése. A 100%-o0s eredményhez elegendd 50 pontot elérni a 60-bdl, az dsszpontszam 50 pont feletti
részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldaséat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szédmoldgép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Zarthelyi feladatok — pontozasi utmutato
2019. majus 3.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatd
minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékli megoldasanak részletes leirdsa;
a leirt 1épések egy maximdlis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
fgy példaul az anyagban szerepl6 ismeretek, definicidk, tételek puszta leirasa azok alkalmazéasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valoban szerephez
jut). Annak mérlegelése, hogy az ttmutatéban feltiintetett pontszém a fentiek figyelembevételével a
megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Ha egy megoldd egy feladatra
tObb, egymastol 1ényegesen kiilonbozo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldéas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb
részpontot éro megoldaskezdeményt értékeljiikk. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes
és (lényeges) hibat tartalmaz6 is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megold6 melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiikk (akkor is, ha ez a pontszdm
0).

Az itmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatdok. Az ttmutatoban leirttdl
eltér6 jo megoldas természetesen maximalis pontot ér.

1. Azr =1,2,...,9 értékek koziil melyikre/melyekre igaz, hogy minden 10 csticst, r-reguléris, egyszerti
grafban van Euler-korséta? (Egy graf r-reguldris, ha minden csticsédnak foka r.)

T SR S

Az Euler-korséta létezésének sziikséges és elégséges feltétele hogy a grafban minden fokszam paros

legyen (1 pont)
és a graf osszefliggd legyen (precizebben: legfeljebb egy olyan komponense legyen, amelyben van él, de
persze ennek hidnyaért ne vonjunk le pontot). (1 pont)
Az r=1,3,5,7,9 értékekre tehat nem lesz a kérdéses grafoknak Euler-korsétdjuk. (1 pont)
Az r =2 és r = 4 esetekre is nemleges a valasz, (1 pont)
mert 1étezik olyan 2-reguldris, illetve 4-regulédris 10 cstcsu graf, melynek nincs Euler-korsétaja.

(1 pont)
[lyen példaul az r = 2 esetben két 5 csticsu kor unidja, az r = 4 esetben pedig két 5 csicsu teljes graf
unibja. (2 pont)
Az r = 6 és r = 8 esetekben viszont pozitiv lesz a véalasz, hiszen a 10 csicst, 6- és 8-regularis egyszerti
grafok Osszefliggdk. (1 pont)

Ez kovetkezik pl. a Dirac-tételb6l (mely szerint ezeknek a grafoknak még Hamilton-koriik is van), de
abbdl is konnyen lathato, hogy az ilyen grafoknak minden komponense legaldabb 7 csticsu kell legyen,
igy csak egy komponenstik lehet. (2 pont)

2. Legyen a G teljes graf csicshalmaza V(G) = (1,2,...,10). Hagyjuk most el G-bél az
(1,2),(1,3),(2,3) és a (4,5),(4,6), (5,6) éleket. Hatarozzuk meg a kapott graf kromatikus szamét.

* ok ok ok Xk

A gréfot meg lehet jOl szinezni 6 szinnel: (1 pont)
az 1,2, 3 csucsok kapjak az els6, a 4, 5, 6 csticsok a masodik szint, a 7, 8,9, 10 csticsok pedig egyet-egyet



a maradék négybél. (Itt j6, ha valaki roviden kitér arra, hogy ez miért j6 szinezés, de ennek hidnyaért
ne vonjunk le pontot.) (3 pont
A grafban van egy 6 csticsu klikk, (
hiszen (pl.) az 1,4,7,8,9,10 csicsok klikket alkotnak. (
A grafot tehat 6-nél kevesebb szinnel nem lehet megszinezni, (1 pont
a keresett kromatikus szam az eddigieket felhasznalva tehat 6. (

3. Dontstik el az alabbi grafokrél, hogy van-e Hamilton-koriik.

* ko ok ok Xk

Az els6 grafnak van Hamilton-kore. Aki megad egy ilyet vagy méas mddon bizonyitja a létezését, az
kapjon erre 3 pontot. Pusztan annak kozlése, hogy van Hamilton-kor, nem ér pontot.

A mésodik grafban nincs Hamilton-kor, (1 pont)
ugyanis ez 25 csicsu paros graf, (1 pont)
igy a kisebbik, 12 csticsu osztélyt elhagyva 13 komponens keletkezik, ami (az éran tanultak szerint)

Hamilton-kort tartalmazé grafok esetén nem fordulhat el6 (k cstcsot elhagyva legfeljebb & komponens
keletkezhet). (2 pont)
A maradék 3 pont akkor jar, ha valaki belatja, hogy a graf csakugyan paros, ez tobbféleképp is tor-
ténhet, a legegyszeriibb megadni egy jé 2-szinezést.

Természetesen mashogy is lehet érvelni, meg lehet adni pl. azt a 12 pontot, melyeket elhagyva 13
komponens keletkezik vagy ki lehet szinezni a csicsokat sakktablaszertien (ez azonos lesz egy jé 2-
szinezéssel) és belatni, hogy az esetleges Hamilton-koérben a 25. 1épésben a kezd6ponttdl eltérd szinii
csucsba érkeziink.

4. Egy 20 csuesu, 18 élu grafnak két komponense van. Mutassuk meg, hogy a graf sikbarajzolhato.
x % % % %

Fel fogjuk hasznalni azt az eléadason tanult allitast, hogy egy Osszefiiggd n csicsu grafnak legalabb

n — 1 éle van. (1 pont)
Ha a két komponens a, illetve 20 — a cstucsi, akkor ezek szerint legaldbb a — 1, illetve 20 — a — 1 élet
tartalmaznak. (1 pont)
Mivel e két szam Osszege 18, ami épp a graf élszama, a két komponens pontosan a — 1, illetve 20 —a — 1
élet kell tartalmazzon. (2 pont)
Ezek szerint mindkét komponens fa, (2 pont)
ellenkezé esetben elhagyhaté lenne bel6litk egy él (valamelyik korbél) tgy, hogy a komponens tovabbra
is Osszefliggd legyen, ez viszont az emlitett allitdas miatt lehetetlen. (1 pont)
A fak pedig sikbarajzolhatok, (1 pont)
hiszen a nem sikbarajzolhaté grafok Kuratowski tétele szerint tartalmaznak Ks-tel vagy Kjs-mal
topologikusan izomorf részgréafot, (1 pont)
az ilyenek pedig tartalmaznak kort. (1 pont)



5. Hatarozzuk meg az alabbi graf élkromatikus szamat.

A grafban a maximalis fok 3, (1 pont)
és a graf egyszerti, (1 pont)
igy Vizing tétele szerint az élkromatikus szdma legfeljebb 4. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy az élkromatikus szam pontosan 4. Tegytk fel indirekten, hogy a graf éleit meg
lehet szinezni 3 szinnel. (1 pont)
Barmely szinosztaly parositast kell alkosson, (1 pont)
igy legfeljebb 4 élet tartalmazhat, hiszen a grafnak 8 csicsa van. (1 pont)
Mivel a grafnak 11 éle van, a szinosztalyok kozil kettOnek is 4 éllinek kell lennie (ha csak egy 4 éli
lenne, akkor a harom osztaly egyiitt legfeljebb 3 + 3 + 4 = 10 élet tartalmazhatna). (2 pont)
Ez azonban lehetetlen, hiszen a 4 élii parositasok minden cstucsot fednek, igy minden csics foka
legalabb 2 kéne legyen, az a cstucs foka viszont csak 1. (2 pont)

Természetesen mas megoldasok is vannak, a 4-élszinezhetéséget konstruktivan is meg lehet mutatni,
az alsé becslést pedig arra a grafra is be lehet latni, amelyet az eredetibél az (a,b) él elhagydsaval
kapunk. Egy tovabbi alternativ lehetoség az alsé becslésre:

Tegyiik fel indirekten, hogy a graf éleit meg lehet szinezni 3 szinnel. (1 pont)
Ekkor az e csticsbél mené élek és a (d, f) él szine (a szinek permutécidinak erejéig) egyértelmiien
megadhat6 (pl. (e, d) 1-es, (e, f) 2-es, (e, h) és (d, f) 3-as. (3 pont)
gy mér a (c,d) és (f,g) élek szine is egyértelmii (példankban (c, d) 2-es, (f,g) 1-es), (1 pont)
innen pedig a (¢, h) és (g, h) élek szine is megadhaté (1, illetve 2). (1 pont)
Ekkor a (b,c) és (b,g) éleknek egyforma szintieknek kéne lenniiik, ami lehetetlen, a feltételezett
3-élszinezés tehat nem létezik. (1 pont)

Ha valaki méashogy kezdi el a feltételezett élszinezést, akkor az indirekt feltevés utén (amire 1 pontot
adjunk) valosziniileg esetszétvalasztésra lesz szitksége, ennek a felismerésére 2 pontot adjunk, az esetek
helyes kezelésére (amikb6l minden valésziniiség szerint kett6 lesz) kiilon-kiilon 2-t.

6*. Egy 20 csticst egyszerii paros grafban minden fok 5 vagy 6. Mutassuk meg, hogy a grafnak van
teljes parositasa.

* ok ok ok Xk

Els6é megoldas. Legyen a 6 foku csticsok szama a grafban k. (1 pont)
Ekkor a grafnak 50 4+ £ éle van. (1 pont)
Most megmutatjuk, hogy a grafban a lefog6 pontok minimélis szama legalabb 10, ahonnan Ko6nig
tétele szerint a feladat allitasa mar kovetkezik, hiszen paros grafban a lefogé pontok minimalis szama
¢és a maximalis parositds mérete azonos. (1 pont)
9 pont legfeljebb 45 + k élet tud lefogni, hiszen csak k darab 6 foku csics van a grafban. ( )
Az is igaz, hogy 9 csics k értékétdl fiiggetlentil legfeljebb 54 élet fog le. ( )
Mindezek alapjan ha 9 cstuccsal le lehetne fogni minden élet, akkor egyfel6l 50 + g < 54, (1 pont)
mésfeldl 50 + & < 45 + k teljesil. ( )

( )

Maésodik megoldas. A Frobenius-tételt fogjuk hasznalni, ehhez el6szor is belatjuk, hogy a graf mindkét
osztalydban (legyenek ezek A és B) 10 cstcs van. (1 pont)



Ha az egyik osztalyban legfeljebb 9 cstcs lenne, akkor az innen kimeno élek szama legfeljebb 9-6 = 54
lenne, mig a masik osztalybdl kimend élek szama legaldbb 11 -5 = 55. (2 pont)
Mivel mindkét szam a graf élszamaval azonos, ellentmondast kaptunk. (1 pont)
A Hall-feltétel (VX C A : |N(X)| > |X|) ellenérzéséhez legyen X C A tetsz6leges. Ha 1 < |X| < 5,
akkor |[N(X)| > 5 miatt |[N(X)| > |X]| nyilvan teljesiil (és X = () is rendben van, ennek hidnyaért ne
vonjunk le pontot). (1 pont)
Ha | X| > 6, akkor megmutatjuk, hogy N(X) = B, amibél a kivant egyenlétlenség kovetkezik. (2 pont)
Ha N(X) = B nem teljestilne, akkor lenne olyan v cstics B-ben, melynek nincs X-beli szomszédja,

(2 pont)
igy viszont a foka legfeljebb 4 lehetne, hiszen A 10 csticst és ebbdl legalabb 6 X-beli. (1 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Poétzarthelyi feladatok — pontozasi utmutato
2019. méajus 20.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az ittmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa;
a leirt 1épések egy maximdlis pontszamot éré megoldéas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
fgy példaul az anyagban szerepl6 ismeretek, definicidk, tételek puszta leirasa azok alkalmazésa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez
jut). Annak mérlegelése, hogy az ttmutatéban feltiintetett pontszém a fentiek figyelembevételével a
megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Ha egy megoldd egy feladatra
tobb, egymastol 1ényegesen kiilonbozo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb
részpontot éro megoldaskezdeményt értékeljiikk. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes
és (1ényeges) hibat tartalmazd is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljik (akkor is, ha ez a pontszam
0).

Az itmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatdok. Az ttmutatoban leirttél
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér.

1. Adjunk meg egy minimalis lefogé ponthalmazt az alabbi grafban.
". a

S SR S

Els6 megoldas. A {b,d, f,h} halmaz egy 4 elemi lefogé ponthalmaz (mivel a maradék csicsok kozt

nem megy él). (3 pont)
Az ab,cd, ef, gh élek 4 éll parositést alkotnak, (2 pont)
vagyis a v < 7 egyenl6tlenség szerint (mely minden grafban teljesiil) (2 pont)
a grafnak nem létezik 4 csicsunal kisebb lefogd ponthalmaza, (2 pont)
igy {b,d, f, h} minimélis lefogd ponthalmaz. (1 pont)

Masodik megoldas. A {b,d, f, h} halmaz egy 4 elemii lefogé ponthalmaz (mivel a maradék cstcsok

kozt nem megy él). (3 pont)
A grafnak 15 éle van és a maximalis fokszama 4, igy minden lefogé ponthalmaz legalabb 4 csicsot
kell, hogy tartalmazzon, (3 pont)
hiszen egy legfeljebb 3 elemi csticshalmazra legfeljebb 12 él illeszkedne. (3 pont)



{b,d, f,h} tehdt minimdlis lefogé ponthalmaz lesz. (1 pont)

Harmadik megoldas. A {b,d, f, h}, illetve {a, ¢, e, g, i} halmazokon beliill nem megy él és egytitt lefedik

a graf csucsait, G tehat paros graf. (2 pont)
Az ab,cd, ef, gh élek 4 éli parositast alkotnak, (2 pont)
igy v(G) > 4. (1 pont)
Mivel a grafnak 9 csicsa van, v(G) = 4 is teljestil, hiszen 5 élii parositashoz 10 csics lenne sziikséges.

(1 pont)
Mivel G péros graf, Kénig tétele szerint 7(G) = v(G) = 4. (2 pont)
A péros graf egyik osztalyat alkot6 {b,d, f,h} lefogé ponthalmaz igy minimalis lesz. (2 pont)

2. A G grafrél annyit tudunk, hogy a Ky g teljes paros grafbol kaptuk 8 él torlésével. Hatarozzuk meg
G élkromatikus szamat.

* ko ok ok Xk

Elsé megoldas. A Kg9 grafban 18 darab 9 foku cstcs van, (
igy 8 él torlése utan még lesz olyan cstcs (legalabb 2 is), melynek foka 9 marad, (
hiszen csak a 8 él legfeljebb 16 végpontjanak valtozik (csokken) a fokszéma. (2 pont
A maximalis fokszam a G grafban igy 9, (
tehat G élkromatikus szama is 9, (
mert Kénig (élszinezésre vonatkozd) tétele szerint barmely paros graf élkromatikus szama azonos a
maximalis fokdval. (Szigorian véve be kéne latni, hogy G péaros graf, de ennek hidnyaért ne vonjunk
le pontot.) (3 pont)

Maésodik (nem tulsdgosan kiillonboz6) megoldas. A Kg g graf élszinezhet6 9 szinnel, mivel Kénig (élszi-
nezésre vonatkozo) tétele szerint barmely paros graf élkromatikus szama azonos a maximaélis fokdval,

ez pedig a Kg9-ben 9. (3 pont)
gy természetesen G is élszinezhet6 9 szinnel. (1 pont)
Ennél kevesebb szin viszont nem elég, mert a maximélis fokszam alsé becslés az élkromatikus szamra,

(
és a Koo graf 18 darab 9 foku csticsabol ( )
8 él torlése utan még marad 9 fok, (2 pont)
hiszen csak a 8 él legfeljebb 16 végpontjanak valtozik (csokken) a fokszéma. ( )

3. Mutassuk meg, hogy nem létezik olyan n > 5 cstucsu fa, melyben pontosan két fokszam fordul eld,
mégpedig mindketté §-szor (n paros).

* ok ok ok Xk

Tegytik fel indirekten, hogy létezik ilyen fa. (1 pont)
Az els6 pont akkor is jar, ha valaki expliciten nem mondja ki, hogy igy indul el, de az érdemi megoldasi
kisérlete ezen alapul.
A két fokszam koziil az egyik az 1 kell legyen, mert minden (legalabb 2 csticsti — ennek hidnyéaért ne
vonjunk le pontot) fanak van 1 foku cstcsa. (2 pont
Legyen a masik x, ekkor a graf fokszamdosszege § + 5. (
A fanak tehat %2 (z + 1) éle van. (
Masrészt tudjuk, hogy barmely n csicst fa élszdma n — 1, igy §(z +1) =n — 1. (1 pont
(
(

ami n > 5 miatt lehetetlen, ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Persze az n(x 4+ 1) = 4n — 4 egyenl6ségbél szdmos mas mddon is ellentmonddsra juthatunk, pl. n-nel
vald osztast kovetGen kideriil, hogy z legfeljebb 2 lehet, mivel azonban 0 és 1 nem jon széba, x = 2
kell legyen, erre viszont n = 4 addédik, ami ellentmondas.
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4. Egy graf csicsai egy 6 elemii halmaz 3 elemi részhalmazai, két kiillonb6z6 cstcsot akkor kotiink
Ossze, ha a megfelelé halmazoknak legfeljebb 1 kozos eleme van. Van-e Euler-koérséta a grafban?

S S S S 3

Az Euler-korséta létezésének sziikséges és elégséges feltétele hogy a grafban minden fokszam paros

legyen (1 pont)
és a graf osszefliggd legyen (precizebben: legfeljebb egy olyan komponense legyen, amelyben van él, de
persze ennek hidnyaért ne vonjunk le pontot). (1 pont)
Legyen a 6 elemii halmaz H = {a,b,c,d,e, f}, a graf egy tetszéleges cstcsa (mondjuk) v = {a, b, c}.
H azon részhalmazainak szama, melyeknek v-vel pontosan 1 kézos elemiik van 9. (1 pont)
Ez azért igaz, mert ilyen halmazhoz az {a,b, c} halmazbdl 1 elemet kell valasztanunk, amit haromfé-
leképp tehetiink meg, (1 pont)
majd ezt a {d, e, f} halmazbdl 2 elemmel kell kiegészitentink, ami az els6 vélasztastol fiiggetlentil

(1 pont)
haromféleképp tehetdé meg. (1 pont)

Olyan, v-t6l kiilonb6z6 haromelemii halmaz, melynek egyetlen kézos eleme sincs v-vel pontosan 1 van
(éspedig {d, e, f}), a v cstcs foka igy 10, és persze ugyanez igaz a graf Osszes tobbi cstcsara is.

(1 pont)
Az Osszefliggoséget kell még vizsgalnunk. A grafnak (g) = 20 csucsa van, (1 pont)
igy Osszefiiggd, mert minden komponensében legalabb 11 cstcsnak kell lennie, igy két vagy tobb
komponense nem lehet. (2 pont)

5. Egy 10 csticsu paros grathoz hozzavesziink két élet. El6fordulhat-e (a graf és a hozzévenni kivént
élek alkalmas valasztasaval), hogy a kapott graf kromatikus szama 47

T SR S

Ha a grafot (pl.) a K5 ;-nek valasztjuk, akkor ha az éleket kiilonb6z6 osztélyokon beliilre vessziik fel,
akkor keletkezni fog egy K, részgraf, a kapott graf kromatikus szama tehat legaldbb 4 lesz. (5 pont)

A kromatikus szam ugyanakkor ennél nagyobb nem lehet. (1 pont)
Az eredeti graf ugyanis 2-szinezhet6 volt (mondjuk az 1,2 szineket hasznaljuk), (2 pont)
az Ujonnan felvett élek egy-egy végpontjat 3-ra, illetve 4-re szinezve pedig az 0j graf jo szinezését
kapjuk. (2 pont)

Természetesen nincs feltétlen sziikség a K 5-re, barmely olyan paros graf megfelel, amiben van 4 hosszui
kor.

6*. Bejarhaté-e egy 3 x 5-0s sakktdbla 1éval gy, hogy minden mezdén éppen egyszer tartézkodik a 167
(A 16 a tablan dgy ugrik, hogy két mez6t halad egy irdnyba (vizszintesen vagy fliggblegesen) és egy
mez6t az elsé irdnyra merélegesen.)

T SR S

Tekintstik azt a grafot, melyben a csticsok a sakktdbla mez6i és két cstics kozt akkor vezet él, ha
elérhet6k egymésbdl 161épésben. Errél a grafrél kell eldontentink, hogy van-e Hamilton-ttja. (1 pont)
Jeloljiik a sorokat az 1,2,3 szamokkal, az oszlopokat az a,b,c,d,e betiikkel. Ekkor a bl,b3,c2,d1,d3

mezOket elhagyva (3 pont)
hét komponens keletkezik, (2 pont)
éspedig az al,a3,b2,d2,el,e3 izoldlt pontok és az a2,cl,c3,e2 cstcsokbdl allo kor (elég barhogy, akar
egy rajzzal alatdmasztani, hogy 7 komponens keletkezik). (3 pont)
Az 6ran (ezuttal Hamilton-it 1étezésére) tanult sziikséges feltétel tehat nem teljesiil, igy a grafban
nincs Hamilton-it, vagyis a b) feladat bejardsa sem megvaldsithatoé. (1 pont)



