Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Zarthelyi feladatok
2015. marcius 19.

1. Hany olyan 12 hossziisdgi bettisorozat készitheté az angol abécé 26 betiijébdl,
amelyben pontosan 4 darab X és 3 darab Y betd szerepel?

(A végeredmény szamszerd értékét megadni nem kell; azonban a megoldéasbol ki kell
deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszdmolni egy olyan szédmologéppel, ami csak a
négy alapmiveletet ismeri!)

2. A 20 csiicstt G egyszert grafban 10 cstcs foka legfoljebb 7, a maradék 10 cstics foka
pedig legalabb 16. Hany éle van G-nek?

3. a) A BFS algoritmus az alabbi abra grafjanak csucsait a kovetkez6 sorrendben jarta
be: S, O, O, O, H, O, F, C, O. Egészitsiik ki a sorozatot a hianyzo csticsok neveivel
(ezeket O jeloli) és adjuk meg a bejarashoz tartozo BFS-fat.
b) Tartalmazhatja-e a {D,H} élet az aldbbi graf egy S-bél inditott (tetszéleges)
BFS bejarasahoz tartozo BFS-taja?
S A B

E F G H

4. Legyen G Osszefiiggs graf és w : E(G) — R sulyfiiggvény G élein. Tegyiik fel,
hogy G-ben az e él egyik végpontja v és a v-re illeszked6 minden f élre w(e) < w(f)
teljesiil. Mutassuk meg, hogy G-nek van olyan minimalis Osszsilyt feszitéfaja, ami
tartalmazza e-t.

5. Maximalisan hany élet lehet hozzavenni az alabbi grathoz tgy, hogy egyszert, sik-

barajzolhato grafot kapjunk? (Egy él hozzavétele azt jelenti, hogy két meglévs csics

kozé hiuzunk be 1j élet, a grathoz tovabbi csicsokat hozzavenni tehét nem szabad.)
A B C D

E F G H

6. A G graf egy 101 csicsu ,csillag” — vagyis az egyik csticsa szomszédos az Osszes
tébbivel, de a grafnak ezen kiviil tobb éle nincs. (Igy tehat G-nek egy 100 foku és
szaz 1 foku csicsa van.) Minimalisan hany élet kell hozzavenni G-hez, hogy a kapott
gratban legyen Hamilton-kor?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkez adatokat: név, Neptun-koéd, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szdmologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.

2. zh, 2015.04.23.

1. Egy sakktablan vilagos és s6tét huszarok allnak, 6sszesen hét darab. Mindegyik
huszar legalabb két ellenséges huszart tud iitni. Mutassuk meg, hogy a vildgos hu-

szarok mind azonos szind mezén allnak.

2. Egy 11 csticst faban minden cstcs foka legfeljebb 3. Mutassuk meg, hogy a faban

van 4 éld parositas.

3. Egy 100 csticsu teljes grafbol elhagyjuk egy Hamilton-korének éleit. Hatarozzuk

meg a kapott graf kromatikus szamat.

4. Dontsiik el, hogy az alabbi grafok intervallumgrafok-e.

5. Egy G(A, B; ) paros graf két pontosztalya le-
gven A ={ay,as,...,a9} és B = {by,by,...,b9}.
Minden 1 <7 < 9és 1 < 5 <9 esetén a; ak-
kor legyen szomszédos b;-vel, ha a jobbra lathato
matrix i-edik soranak és j-edik oszlopanak ke-
resztezGdésében allo elem 1-es. Adjunk meg G-
ben egy maximélis parositast és egy minimaélis
lefog6 csticshalmazt.

6. Adjunk meg az alabbi halézatban egy maximalis folyamot és egy

vagast.
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Minden feladat 10 pontot ér. Részben helyes vagy nem teljes megoldasokért részpontszam
adhato, indoklas nélkiili eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozatra mindenki irja ré a

nevét, a Neptun-kodjat és a gyakorlatvezet§jének a nevét.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.

Zarthelyi feladatok — az FuluS O zérthelyi potlasara
2015. majus 4.

1. Hany olyan 5 elemi részhalmaza van az {1,2,...,10} halmaznak, amelyikben t6bb a
paros szam, mint a péaratlan?

(A végeredmény szémszerd értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell de-
riiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szdmol6géppel, ami csak a négy
alapmiveletet ismeri!)

2. Létezik-e olyan 21 csicsi G egyszerd graf, amelyre teljesiil, hogy G és annak a G
komplementere is tartalmaz 9 darab 4 foku és 3 darab 10 fokd pontot?
3. A jobbra lathato abrarol ,véletlentil” lemaradt a graf egy
éle (de a csiucsok mind rajta vannak). Megallapithato-e biz-
tosan, hogy a hianyzo6 él melyik két cstucsot kototte Ossze,
ha tudjuk, hogy az S-bdl inditott BFS algoritmus a graf
csticsait az alabbi sorrendben jarta be:

a)S,B,1,C, A F, H, E, D;

b)S, I, B, E, F, H, C, A D?
Ahol a valasz az, hogy a hidnyz6 él egyértelmten megélla-
pithato, ott adjuk meg a bejardshoz tartozo BFS-fat is.

4. Legyen G 0Osszefiiggs graf és w : E(G) — R sulyfiiggvény G élein. Legyen tovabba C
egy kor G-ben ¢és e a C egy éle. Tegytik fel, hogy a C' kér minden f élére w(f) < w(e)
teljesiil. Mutassuk meg, hogy G-nek van olyan minimalis Osszstlyu feszitéfaja, ami nem
tartalmazza e-t.

5. Sikbarajzolhato-e az alabbi graf? Ha igen, rajzoljuk le a sikba tigy, hogy az élei egyenes
szakaszok legyenek; ha nem, akkor bizonyitsuk ezt be.

6. A 30 cstcsu G Osszefiiggs, egyszerd graf csicsai koziil 10-et pirosra, 10-et kékre, 10-et
zoldre szineztiink. Tudjuk, hogy minden cstcs legalabb 5, vele azonos szint csticcsal szom-
szédos. Mutassuk meg, hogy G-ben van legalabb 25 élbél 4llo tt.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti gya-
korlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidg 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkdz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.

Zarthelyi feladatok — a MASODIK zarthelyi potlasara

2015. majus 4.

1. Hatérozzuk meg az alabb lathato graf 2. Hatarozzuk meg az alabb lathato graf-
kromatikus szamaét. ban a fliggetlen élek maximalis szamat.

3. Legyen G olyan 7 csiicsi egyszerd graf, melyre G-ben és a komplementerében is van
Hamilton-kor. Mutassuk meg, hogy ekkor G' kromatikus szama 3 vagy 4.

4. Egy 10 csticst paros graftban minden cstcs foka 3 vagy 4. Mutassuk meg, hogy a gratban
van teljes parositas.

5. Mutassuk meg, hogy ha G 9 csicsi egyszert graf, akkor x.(G) + x.(G) > 9.

6. Adjunk meg az alabbi hal6zatban egy maximalis folyamot és egy minimalis vagast.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkez6 adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti gya-
korlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidg 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.

Alairaspétlo vizsga — az ELSO zarthelyi potlasara
2015. méjus 20.

1. 10 hazaspar elment tangozni. Hanyféleképpen alkothattak 10 tancospart, ha mindenki
ellenkezd nemtvel tancolt és a 10 tancospéar koziil pontosan 7 tagjai alkottak egyben
hazaspéart is?

(A végeredmény széamszerd értékét megadni nem kell; azonban a megoldéasbol ki kell de-
riiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szdmol6géppel, ami csak a négy
alapmiveletet ismeri!)

2. Egy 20 cstcsi G egyszerd gratban 10 pont foka 5, a maradék 10 pont foka 14.
Osszefiiggs-e a G graf G komplementere?

3. Egy Osszefiiggs G graf egy F' feszit6tajat nevezziik a graf v csicséra illeszkeddnek, ha
G-nek van olyan, a v cstcsbol inditott BES bejarasa, amihez tartoz6 BFS-fa éppen F.
Legtoljebb hény éle lehet egy 100 cstcst G 6sszefiiged grafnak, ha van olyan feszitdfaja,
ami G minden cstcséra illeszkedik?

4. A p pozitiv valés paraméter minden értékére hatarozzunk meg egy minimalis 6sszsulyt
feszitotat az alabbi gréafban.

5. Sikbarajzolhatok-e az alabbi grafok?
A B A B

F E F E

6. A G graf tartalmaz olyan zart korsétat, amely G minden élét paratlan sokszor tartal-
mazza. [gaz-e mindig, hogy ekkor G tartalmaz Euler-korsétat is?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkez6 adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti gya-
korlatvezetd neve.
Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidg 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkdz) nem hasznéalhato.
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Alairaspétlo vizsga — a MASODIK zarthelyi potlasara

2015. méjus 20.

1. Egy 10 cstcsu egyszert grafban minden fokszam 8. Hatarozzuk meg a graf kromatikus
szamat.

2. Egy 10 cstcsu egyszer gratban a maximaélis fokszam 6, a fliggetlen élek maximélis
szama 5. Mutassuk meg, hogy a grafban van paratlan kor.

3. Egy 9 csticst egyszerid paros gratban minden csics foka 2 vagy 4. Mutassuk meg, hogy
a grafban van 3 éld pérositas.

4. Egy 10 csticst egyszerd grafban van egy o, egy 4 és egy 3 fokt cstics, minden més csics
foka 2. Mutassuk meg, hogy a graf szinezhets 3 szinnel.

5. A 9 cstcsu G egyszerd grafnak paratlan szama éle van. Mutassuk meg, hogy

Xe(G) + xe(G) > 10.

6. Adjunk meg az alabbi hal6zatban egy maximalis folyamot és egy minimalis vagast.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkez6 adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti gya-
korlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidg 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkdz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Zarthelyi feladatok — pontozasi utmutato
2015. mércius 19.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirésa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldéas vazlatanak tekinthetdk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldésért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatéra 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztélyzatot nem adunk.

1. Hany olyan 12 hossztsagt bettisorozat készithet6 az angol abécé 26 bettjébdl, amelyben pontosan
4 darab X és 3 darab Y betii szerepel?

(A végeredmény szamszeri értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell deriiljon, hogy
hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy alapmiveletet ismeri!)

Elgszor valasszuk ki a bettisorozat 12 tagja koziil azt a 4-et, ahova az X-ek keriilnek. A lehet&ségek

12
szama (az ismétlés nélkiili kombinacional tanultak szerint) < 4 ) = (1 pont)
12-11-10-9
_ 2 pont
1-2.3-4 (2 pont)
8
Most a maradék 8 tag koziil valasztjuk ki a 3 Y helyét. A lehetGségek szama itt (3) = (2 pont)
8-7-6
= ) 1 t
193 (1 pont)

Végiil a sorozat 5 megmaradt helyére szabadon valaszthatunk az abécé maradék 24 bettjébsl. Erre
nyilvan 245 lehetéségiink van (hivatkozva az ismétléses varidcional tanultakra — vagy egyszertien arra,
hogy 5-szor egymaés utéan 24 lehetéség koziil valasztunk). (2 pont)
Mivel az el6szér mondott (142) lehetGség mindegyike (8) féeleképp folytathaté a masodiknak mondott

3
valasztassal; majd a kapott (142) . (8) lehetéség mindegyike 245-féleképp folytathaté a harmadik

3
12 8
valasztassal, ezért az Osszes lehetSségek szama ( ) : ( ) - 245 = 121110987624 24242424 = (9 phont)

4 3 1.2-3-4-1-2-3

Nem jar pontlevonas azért ha a megoldo a 24° értékét nem fejti ki szorzas forméajaban. Megjegyezziik,
hogy ha a megoldés soran elGszor az Y, utdna az X bettik helyét valasztjuk meg, akkor az eredményt
(132) . (i) - 245 alakban kapjuk meg (anal6g gondolatmenettel); ez azonban szdmértékét tekintve azonos
a fentivel. Egy harmadik megoldasi lehetGség, ha elGszor azt a 7 helyet valasztjuk ki, ahova X vagy Y
betiik keriilnek, majd a vélasztott 7 hely koziil (példéul) azt a 4-et, ahova az X-ek. Ekkor (17) - (]) -24°

alakban jon ki ismét csak ugyanaz az eredmény.



2. A 20 csiicst G egyszerti grafban 10 cstics foka legfoljebb 7, a maradék 10 csics foka pedig legalabb
16. Hany éle van G-nek?

b S S S

Legyen a legfoljebb 7 foku csiucsok halmaza A, a legalabb 16 fokuaké B. Ekkor tehat |A| = |B| = 10.
Ha v € B tetsz6leges, akkor a v-bdl induld élek koziil legfoljebb 9 mehet B-beli cstucsba (hiszen G
egyszert), igy legalabb d(v) — 9 > 7 élnek A-beli csicsba kell érkeznie. (2 pont)
Ez minden B-beli cstcsrol elmondhato, igy dsszesen legalabb 10 -7 = 70 él megy B-bdsl A-ba.(2 pont)
Mivel az A-beliek foka legfoljebb 7, ezért legfoljebb 10 - 7 = 70 él érkezhet meg A-ba B-bél. (2 pont)
Mindebbdl kovetkezik, hogy A és B kozott pontosan 70 él megy és minden A-beli pont foka pontosan

7, a B-belieké pontosan 16. (2 pont)
Ezek szerint a G-beli pontok fokainak 6sszege 10-7+10-16 = 230, a G éleinek szama pedig (a tanultak
szerint) ennek a fele, vagyis 115. (2 pont)

3. a) A BFS algoritmus az alabbi dbra grafjanak csucsait a kovetkezd sorrendben jarta be: S, O, O,
O, H, O, F, C, O. Egészitsiik ki a sorozatot a hianyzo cstcsok neveivel (ezeket O jeloli) és adjuk meg
a bejarashoz tartoz6 BFS-fat.

b) Tartalmazhatja-e a {D, H} élet az alabbi graf egy S-bél inditott (tetszéleges) BFS bejarasahoz
tartozo BFS-faja?

a) Az eljaras S utan a szomszédait, vagyis A-t, G-t és E-t sorolja {6l valamilyen sorrendben. Utanuk
viszont az els6ként felsorolt S-szomszéd szomszédai kovetkeznek. Mivel H az A, G és E koziil csak G-vel
szomszédos, ezért S utin G kell kévetkezzen. (1 pont)
H utéan G tovabbi szomszédai kell alljanak, igy el@szor B (majd a megadott F) kévetkezik. (1 pont)
Ezek utan S masodjara felsorolt szomszédja (még el nem ért) szomszédainak kell allni. Mivel C az A

és E koziil csak E-vel szomszédos, ezért G utan E, majd A kell kévetkezzen. (1 pont)
Az utolso helyen nyilvan a még fel nem sorolt D cstics all, vagyis a keresett sorozat: S, G, E, A, H, B,
F, C, D. (1 pont)

A fentiekbdl az is majdnem mindenhol kideriilt, hogy az eljaras az egyes cstuicsokat melyik mésik
cstesbol éri el. Az egyetlen kivétel a D: ezt nyilvan A-bol (mert D nem szomszédos G-vel és E-vel).
gy tehat a bejarashoz tartozo BFS-fa az alabbi (vastagitott vonalakkal):

S A B

(3 pont)

)
E F G H
b) Ha az S-bdl inditott BFS-algoritmushoz tartozo BFS fanak éle az {u, v}, akkor az eljaras vagy
u-bol érte el v-t, vagy forditva. Mindkét esetben igaz, hogy u és v kiilonbozd tavolsagra van S-t6l (az

utobb elért cstics tavolsaga 1-gyel nagyobb a masikénal). (2 pont)
Mivel D és H egyarant 2 tavolsagra van S-t6l (ez példaul a BES a) feladatbeli futtatasabol is kidertil),
ezért a {D, H} nem lehet éle ilyen BFS-fanak. (1 pont)

4. Legyen G osszefiiggs graf és w : E(G) — R sulyfiggvény G élein. Tegyiik fel, hogy G-ben az e él
egyik végpontja v és a v-re illeszkedd minden f élre w(e) < w(f) teljesiil. Mutassuk meg, hogy G-nek
van olyan minimalis Gsszsilyu feszitéfaja, ami tartalmazza e-t.



Els6 megoldas. Allitsuk w értéke szerinti névekvé sorrendbe G éleit tigy, hogy ha G-nek van e-n
kiviil mas w(e) sulyu éle is, akkor a w(e) sulytak kozil e legyen elsként felsorolva. (3 pont)
A minimélis 6sszsulyu feszit6fa megkeresésére szolgaldé Kruskal-algoritmust lefuttathatjuk az éleknek
ebbdl a sorrendjébdl kiindulva is (hiszen az algoritmus csak a w szerinti novekvd sorrendet irja els, az

azonos sulyu élek sorrendje k6zombos). (2 pont)
Mivel a Kruskal-algoritmus (a tanult tétel szerint) minimélis Osszsilyu feszitfat ad, megoldjuk a
feladatot, ha megmutatjuk, hogy a kapott F' feszit6fa tartalmazza e-t. (1 pont)

Jelolje az e el6tt az eljaras altal kivalasztott élek halmazat Fy. A Kruskal-algoritmus csak akkor
dontene gy, hogy e-t nem veszi be F' élei kozé, ha Fy U {e} kort tartalmazna. Ez azonban valoban
lehetetlen: az élek sorrendjének fenti megvéalasztiasa miatt az eljaras a v-re illeszkedd élek koziil
el6szor foglalkozik e-vel, igy az Fy U {e} altal alkotott részgrafban v foka 1, marpedig egy kor éleinek
végpontjai nyilvan legalabb 2 fokuak lennének. Ezzel tehat az allitast belattuk. (4 pont)

Masodik megoldas. Legyen F' egy tetszdleges, minimalis Osszsilyu feszit6fa (a w élsulyozés szerint).
Ha F tartalmazza e-t, akkor nincs mit bizonyitani. Tegyiik fel ezért, hogy nem tartalmazza. (1 pont)
Mivel F' Osszefiiggs, ezért tartalmaz egy P utat e két végpontja kozott. Legyen P-nek a v-re illeszkedd
(egyetlen) éle f. Hagyjuk ki F-bdl f-et és vegyiik be helyette e-t; a kapott részgrafot jelolje F”.
Allitjuk, hogy F’ is egy feszitofa. (3 pont)
Ha F-hez hozzavessziik e-t, létrejon egy kor (hiszen a P 1t e-vel korré zarodik). Az eladéason tanultak
szerint Osszefiiggd grafbol egy kor egy tetszoleges élét elhagyva Osszefiiggd grafot kapunk. Igy F’
Osszefliggd, mert az élhalmazat F(F)U{e}-bdl f elhagyasaval kaptuk. Tovabbéa mivel F' és F’ élszama
azonos, ezért F’ kormentes is: ha tartalmazna kort, akkor a ,hagyjuk el egy kor egy élét” eljarast
a kormentességig folytatva (n — 1)-nél kisebb élszamu feszitéfat kapnank (ahol n = |V(G)|); ez a
tanultak szerint lehetetlen. Mivel F &sszefiiggd, kormentes és V (F') = V(G), ezért feszitéta. (3 pont)
Mivel a feladat feltétele szerint w(e) < w(f), ezért w(F') < w(F) (ahol w(F") és w(F') a két feszitta
Osszstlyat jeloli). Mivel F' minimalis 6sszsulyu feszitéfa, ezért F” is az (és valojaban w(F') = w(F)).
Mivel F/ mar tartalmazza e-t, az allitast belattuk. (3 pont)

5. Maximaélisan hany élet lehet hozzavenni az alabbi grathoz tgy, hogy egyszert, sikbarajzolhat6 grafot
kapjunk? (Egy él hozzavétele azt jelenti, hogy két meglévs cstcs kozé hiuzunk be 1j élet, a grafhoz
tovabbi cstcsokat hozzavenni tehat nem szabad.)

A B C D

A vizsgalt G graf valoban sikbarajzolhato, ezt igazolja az alabbi abra. (1 pont)
A szaggatottan behtizott élek mutatjak, hogy lehetséges 2 élet G-hez venni ugy, hogy egyszert,
sikbarajzolhato grafot kapjuk. (4 pont)

Ha G-hez 3 élet vennénk hozzé, akkor egy m = 8 cstucsu és e = 19 éld G’ grafot kapnank. Ha G’
egyszerid és sikbarajazolhatd volna, akkor a tanult tétel szerint e < 3n — 6, vagyis 19 < 18 kellene
teljesiiljon, ami ellentmondas. (4 pont)
Ez tehat mutatja, hogy 3 élet mar nem lehet a feltételek szerint G-hez venni, a valasz tehat 2.(1 pont)



6. A G gréaf egy 101 cstesu ,csillag” — vagyis az egyik csticsa szomszédos az 6sszes tobbivel, de a grafnak
ezen kiviil tobb éle nincs. (Igy tehat G-nek egy 100 foki és szaz 1 foki csticsa van.) Minimélisan hany
élet kell hozzavenni G-hez, hogy a kapott graftban legyen Hamilton-kor?

b SR S S

Ha a 100 darab (eredetileg) elséfoku csticsot 99 él hozzavételével egy utra felftizziik”, akkor a kapott
grafban van Hamilton kor: a 100 pontt utat a csillag kézéppontjanak (és két élnek) a kozbeiktatasaval

101 csucst korré (vagyis Hamilton-kérré) zarhatjuk. (3 pont)
Megmutatjuk, hogy G-hez barhogyan 98 (vagy kevesebb) élet hozzavéve a kapott grafban még nem
lesz Hamilton-kér. Igy a valasz végiil is 99 lesz. (1 pont)

Tegyiik fel indirekten, hogy a H graf G-bdl legféljebb 98 él hozzavételével keletkezik és mégis van
benne Hamilton-kor. Hagyjuk el H-bol a csillag kozéppontjat (és a ra illeszkeds 100 élet), a kapott

graf legyen H'. (1 pont)
H'-nek tehat 100 cstcsa és legfoljebb 98 éle van, igy nem lehet Osszefiiggd: valoban, ha az volna, akkor
(a tanult tétel szerint) tartalmazna feszitéfat, amelynek mar 100 — 1 = 99 éle volna. (3 pont)

Eszerint a H grafbol 1 csicsot elhagyva a kapott H' grafnak legalabb 2 komponense van, igy a
Hamilton-kor létezésére tanult sziikséges feltétel nem teljesiill H-ra. Ezért H nem tartalmazhat
Hamilton-kort, ellentmondas. (2 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe II.
2. zarthelyi — pontozasi dtmutato
2015. aprilis 23.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért
az ttmutatdé minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki
megoldasédnak részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximdalis pontszamot éré megoldas vazla-
tanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa
azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény
a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az atmutatoban feltiintetett
pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes
mértékben a javitd hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt
gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az atmu-
tatoban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban lefrttol
eltérd jo6 megoldas természetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pont-
szama szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Egy sakktablan vildgos és sotét huszarok allnak, Osszesen hét darab. Mindegyik huszar
legalabb két ellenséges huszart tud titni. Mutassuk meg, hogy a vildgos huszarok mind azonos
szind mez6n allnak.

* ko ok ok Xk

Legyen GG az a paros graf, melynek egyik osztdlyaban a vildgos, masik osztalydban a sotét
huszarok vannak, két kiilonboz6 szint huszart pedig akkor kotiink Ossze, ha iitni tudjak

egymast. (1 pont)
A péaros graf kisebbik osztalyaban (legyen ez A, a méasik B) nyilvan legfeljebb 3 cstics
van (1 pont)
és mivel minden huszar legalabb két masik szind huszart tud iitni, a grafban minden fok
legalabb 2. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy G &sszefiiggd. (1 pont)
Ha ugyanis G-nek legalabb két komponense lenne, akkor ezek koziil az egyik legfeljebb 1
csticsot tartalmazna A-bol, (1 pont)
ekkor viszont e komponens B-beli cstcsainak foka nem lehetne legalabb 2 (hiszen G egyszerii
graf — e megallapitas hianyaért nem kell pontot levonni). (1 pont)
Mivel G Osszefiiggs, barmely két vildgos huszar kozott létezik ut grafban. (1 pont)
Mivel ez az ut péaros hosszi (hiszen a két huszar a paros graf ugyanazon osztalyaban
van), (1 pont)
az egyik huszar paros sok lépéssel el tud jutni a mésik huszar helyére. (1 pont)
Mivel egy lépésben a huszar vildgos mez&rél sotétre, sotétrsl pedig vilagosra 1ép, paros sok
lépés utan a kezdetivel azonos szinen fog allni, amivel a feladat allitasat belattuk. (1 pont)

2. Egy 11 cstcst faAban minden cstcs foka legfeljebb 3. Mutassuk meg, hogy a fadban van 4 éld
parositas.



R SR S S

Els6 megoldas. Legyen e; = (a,b) a fa egy éle, melyre a foka 1. ( )
Ilyen nyilvan létezik, hiszen ismert, hogy minden faban van 1 foka csics. ( )
Hagyjuk el a fabol az a és b cstucsokat, ekkor a visszamarado graf egy erdd lesz, ( )
melynek legalabb 7 éle van, hiszen az eredeti fanak 10 éle volt, ( )
melybdl legfeljebb 3 olyan van, amely a és b valamelyikével szomszédos. (1 pont)
Az eljarast megismételve (minden erddnek is nyilvan létezik 1 foku csicsa) ( )
kapjuk az e, ( )
majd az eg és ey éleket. ( )
Mivel e; nem tartalmazza ey, ..., e;_; végpontjainak egyikét sem, ( )
az ey, eq, 3, ¢4 €lek fiiggetlenek lesznek, amivel az allitast belattuk. ( )

* ko ok ok Xk

Masodik megoldas. 11 csticst fanak 10 éle van. (1 pont)
Minden F' fa paros graf, hiszen nem tartalmaz paratlan kort (s6t, parosat sem). (3 pont)
[gy Konig tétele szerint v(F) = 7(F), elég tehat 7(F) > 4-et belatni. (3 pont)
Mivel F' minden foka legfeljebb 3, a 10 él lefogasahoz legalabb 4 cstcsra van sziikség (hiszen 3
cstcs legfeljebb 9 élet foghat le), amivel az allitast belattuk. (3 pont)

* ko ok ok Xk

Harmadik megoldés. 11 csticsii fanak 10 éle van. (1 pont)
Minden F' fa paros graf, hiszen nem tartalmaz paratlan kort (s6t, parosat sem). (3 pont)
[gy Konig tétele szerint x.(F) = A(F) < 3. (3 pont)

Vegyiik F' egy optimélis élszinezését; ez legfeljebb 3 szint hasznal, igy a szinosztalyok kozt kell
legyen legalabb 4 elemt (ellenkez$ esetben a 3 osztély legfeljebb 9 élet tartalmazna). (2 pont)
Mivel minden szinosztaly péarositas, az allitast belattuk. (1 pont)

3. Egy 100 csticsi teljes grafbol elhagyjuk egy Hamilton-korének éleit. Hatarozzuk meg a kapott
graf kromatikus szamaét.

I SR SR S

A Hamilton-koér mentén masodszomszédos csiicsok 50-en vannak és klikket alkotnak, (2 pont)

igy a kromatikus szam legalabb 50. (2 pont)
Masrészt a kromatikus szam legfeljebb 50 is, hiszen a Hamilton-kér minden masodik élét véve
teljes parositast kapunk (1 pont)
és azon pontokat, melyek ebben a parositasban Ossze vannak kotve, szinezhetjiik ugyanazzal a
szinnel (hiszen Gk az eredeti grafban nem szomszédosak). (4 pont)
A kromatikus szam igy pontosan 50. (1 pont)

4. Dontsiik el, hogy az alabbi grafok intervallumgrafok-e.



Az elsé graf kromatikus szama legalabb 3, hiszen tartalmaz péaratlan kort (egy 0tszo-
get). (1 pont)
Haromszog viszont nincs a grafban, igy a klikkszdma legfeljebb 2. (1 pont)
(A kromatikus szam konnyen lathatoan épp 3, a klikkszam pedig 2, de ezek megallapitasara
nincs sziikség a megoldashoz.) Mivel intervallumgrafok esetén a kromatikus szam és a
klikkszam azonos, a kérdéses graf nem lehet intervallumgraf. (1 pont)

A masodik graf sem intervallumgraf, de ezt valamivel tovabb tart beldtni. Jeldljiik a 3
foku csiicsot a-val, a szomszédait b,c,d-vel. Tegyiik fel, hogy a graf intervallumgraf és
jeloljik az a,b,c,d-nek megfeleld intervallumokat rendre A, B,C, D-vel, legyen tovabba

A= [AbAQ],B = [BbBQ],C = [01,02},13 = [Dl,DQ]. (1 pOHt)
Az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy By < C; < Dy, (1 pont)
Mivel a (' intervallumnak nincs kozos pontja sem B-vel, sem D-vel, By, < () és
Cy < Dy. (2 pont)
Mivel A-nak B,C,D mindegyikével van kozos pontja, az eddigiek szerint teljes egészében
tartalmaznia kell C-t, (1 pont)
ekkor viszont c-nek nem lehet olyan szomszédja, amely nem szomszédja egyben a-nak is, ami
ellentmondés (hiszen c-nek az a-t6l kiilonb6z6 szomszédja épp ilyen). (2 pont)
100100101
101011101
5. Egy G(A, B; E) paros graf két pontosztalya legyen A = 110110011
{CL17CL27...,CL9} és B = {bl,bg,...,bg}. Minden 1 S 1 S 9 100100101
és 1 < j <9 esetén a; akkor legyen szomszédos b;-vel, ha 100000101
a jobbra lathatdé méatrix i-edik sordnak és j-edik oszlopanak 011010010
keresztezGdésében allo elem 1-es. Adjunk meg G-ben egy ma- 000100101
ximalis parositast és egy minimalis lefogd csiicshalmaszt. 010011010
100100100

S S R S

A matrix alapjan konnyen ellenérizhets, hogy as, as, ag, as, b1, by, by, by lefogd ponthalmaz G-

ben (a nem érintett sorok és oszlopok keresztezédésében ugyanis minden elem 0). (4 pont)
Az (a1, b1), (ag,b3), (as, b2), (a4, b4), (as,by), (as, bs), (a7, b7), (as, bs) élhalmaz egy 8 elemii paro-
sités. (3 pont)

A megadott lefogd ponthalmaz, illetve parositas bizonyitja, hogy 7(G) < 8, illetve v(G) > 8,
ahonnan a v(G) < 7(G) Gsszefiiggés szerint v(G) = 7(G) = 8 és igy a megadott parositas
maximalis, a megadott lefog6 ponthalmaz pedig minimaélis. (3 pont)
A maximalis parositast és a minimélis lefog6 ponthalmazt természetesen érdemes az elada-
son tanult algoritmussal keresni; azonban (ahogy az a fentiekbdl is latszik) egy teljes értékii
megoldéashoz nem feltétleniil sziikséges (bar az esetleges hibak miatt meégis célszeri) ennek a
lépéseit dokumentalni.

6. Adjunk meg az alabbi hal6zatban egy maximalis folyamot és egy minimalis vagast.



A kovetkezd f folyam értéke 24: f(SB) = = 13, f(SG) = 5, f(AT) = 5, f(BA) =
L f ( B) = 5 f(EF) = 5, f(EG) -

8 (a tobbl ¢len a folyam értéke 0). (4 pont)

6, f(SE)
4, f(BC) = 7,f(CT) = 9,f(CA) = 1, /(DT ) =
3, f(FT) = 1, f(FC) = 3, {(FD) = 1, f(GT) =

Az S,B,D,E,F csicsok altal meghatarozott VAgAsS kapacitasa az

SG,BA,BC, DT, EG, FT, FC élek 6sszkapacitésa, azaz szintén 24. (3 pont)
Tudjuk, hogy barmely folyam értéke legfeljebb akkora lehet, mint tetszéleges vagas kapaci-
tasa, (1 pont)
igy a 24 értékd vagas bizonyitja, hogy a megadott folyam maximalis, (1 pont)
a 24 értéki folyam pedig bizonyitja, hogy a megadott vagas minimalis. (1 pont)

Az utols6é 3 pont annak jar, aki (érdemben) indokolja, hogy a megadott folyam maximaélis
és a megadott vagds minimalis. (Példaul "a Ford-Fulkerson tétel miatt a folyam maximalis"
onmagaban nem érdemi indoklas.) A folyam maximalitdsa mellett természetesen lehet gy is
érvelni, hogy a 24 értéki folyamhoz tartozo (helyesen felrajzolt) segédgrafban mar nincs javitd
ut.



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

Pontozasi atmutatd
2015. majus 4.

Altalanos alapelvek.

A pontozési utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatéd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirésa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldés vazlatanak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolédd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphatd. Az atmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs jo6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Hany olyan 5 elemii részhalmaza van az {1,2,...,10} halmaznak, amelyikben tébb a paros szam,
mint a paratlan?

(A végeredmény szamszerid értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell deriiljon, hogy
hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy alapmiveletet ismeri!)

* ok ok ok Xk

Els6 megoldas. Harom eset lehetséges: a keresett részhalmaznak lehet 5, 4 vagy 3 paros eleme (és
igy a maradék 0, 1, illetve 2 eleme paratlan). (1 pont)
A 3 péros szamot tartalmazo részhalmazok megszamolasahoz elszor valasszunk ki a {2,4,6,8,10}

5
halmazbol 3 elemet, erre a lehetdségek szama (3) = (1 pont)
= 523 — 10; (1 pont)
majd az {1,3,5,7,9} halmazbol valasszuk ki a hidnyzo 2 paratlan elemet, itt a lehetGségek szama
b :
0) = 22 =10. (1 pont)

Mivel a 3 paros szam kivalasztasdra vonatkozd 10 lehetéség mindegyikét 10-féleképp folytathatjuk
a 2 paratlan elem kivalasztasakor, ezért a 3 paros szamot tartalmazé részhalmazok szama végiil is
10 - 10 = 100. (1 pont)
Hasonl6an szamolhatjuk meg a 4 paros és 1 paratlan szdmot tartalmazo halmazokat: a lehetGségek

5 5
szama (4) : <1> =5-5=25. (1 pont)

5 paros szamot tartalmazé halmazbol nyilvan csak 1 van. (1 pont)
Igy a lehetdségek szama Osszesen végiil is 100+25-+1=126. (3 pont)
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Masodik megoldas. Az {1,2,...,10} halmaz 5 elemi részhalmazainak szama (5) = (1 pont)

= Tais (= 252). (2 pont)
Ezek kozott a részhalmazok kdzott pontosan ugyanannyi azoknak a szama, amelyekben tobb a paros
szam, mint azoké, amelyekben a pératlan tobb. Valoban: ha minden 5 elemii részhalmazt parba alli-
tunk (példaul) a komplementerével, akkor ezzel a paros szamokbol tébbet tartalmazo részhalmazok
mindegyikének egy, a paratlanokbol tobbet tartalmazot feleltettiink meg. (Ezzel tehat bijekciot adtunk
meg a kétféle részhalmazok kozott.) (4 pont)
Igy az 5 elemi részhalmazok halmazat két egyenld részre vagtuk (hiszen a paros és paratlan elemek
szdma egyenlé nem lehet), ezért azon 5 elemt részhalmazok szama, amelyekben a paros szam tobb, a

fele az Gsszesnek: %(150) = 19980 (= 126). (3 pont)

2. Létezik-e olyan 21 csiicsit G egyszerii graf, amelyre teljesiil, hogy G és annak a G komplementere is
tartalmaz 9 darab 4 foku és 3 darab 10 foku pontot?

b SR S S

Tegyiik fel, hogy G ilyen graf. Ha egy v cstcs foka G-ben 4, akkor v foka G-ben 20 — 4 = 16 (mert v a
t6le kiilonbozs cstcsok koziil azokkal szomszédos G-ben, amelyekkel G-ben nem). (1 pont)
gy G-ben minden cstics fokat ismerjiik: 9 db 4 foki, 3 db 10 foku és 9 db 16 foku csticsa van.(2 pont)
Jelolje a G 16 foku cstucsainak halmazat A, a tobbi cstcsét B. Ha v € A tetszéleges, akkor a v-bél
indulo élek koziil legfoljebb 8 mehet A-beli csiicsba (hiszen G egyszert), igy legalabb 16 — 8 = 8 élnek
B-beli csticsba kell érkeznie. (2 pont)
Ez minden A-beli csiicsrol elmondhatoé, igy Osszesen legalabb 9 -8 = 72 él megy A-bol B-be. (1 pont)
Azonban az A-beli csticsok Osszfokszdma csak 9 -4 + 3 - 10 = 66, igy legfoljebb ennyi él érkezhet meg

A-ba B-bdl. (2 pont)
Ez az ellentmondas mutatja, hogy ilyen G graf nem létezik. (2 pont)
3. A jobbra lathato abrarol véletleniil” lemaradt a graf egy éle (de a cstcsok A

mind rajta vannak). Megallapithato-e biztosan, hogy a hidnyzé él melyik
két cstiicsot kototte Ossze, ha tudjuk, hogy az S-bdl inditott BF'S algoritmus
a graf cstcsait az alabbi sorrendben jarta be:

a)S,B,1,C, A, F, H, E, D;

b) S, I, B, E, F, H, C, A, D?
Ahol a valasz az, hogy a hidnyzo6 él egyértelmitien megallapithato, ott adjuk
meg a bejarashoz tartozdé BFS-fat is.

b S R S 5

a) A hidnyzo ¢l lehetett akar a {B, F'}, akir az {I, F'}. Valoban: az els§ esetben az S szomszédainak,
vagyis B-nek és [-nek a bejarasa utan az algoritmus a B szomszédait sorolja, ezek koziil C' és A utén
épp az utolsoként F-et; a méasik esetben a B szomszédai utan az I szomszédainak felsorolasat kezdi az
eljaras F-fel. Igy nem allapithaté meg biztosan a hianyzo él. (3 pont)

b) A sorozat negyedik helyén allo E elérhetd lehetne kozvetleniil az S-bél is, ha a hianyzo él {S, E'}
volna; ekkor azonban az E utan nem kdvetkezhetne F', mert az sem S-nek, sem [-nek nem lehetne mar

szomszédja. Igy S-nek csak az abran is lathato két szomszédja van. (2 pont)
Ezek felsorolasa utan tehat [ (tovabbi) szomszédainak kell kovetkezni. Mivel a sorozatban E, F, H
kovetkezik, vilagos, hogy az {I, F'} él hidnyzik a grafbol, mas lehet8ség most nincs. (2 pont)

Az ehhez a bejarashoz tartoz6 BFS-fa tehat a kovetkezd:



(3 pont)

4. Legyen G 0sszefiiggs graf és w : E(G) — R sulyfiiggvény G élein. Legyen tovabba C' egy kor G-ben
és e a C egy éle. Tegyiik fel, hogy a C kor minden f élére w(f) < w(e) teljesiil. Mutassuk meg, hogy
G-nek van olyan minimélis 6sszsulyu feszit6faja, ami nem tartalmazza e-t.

T S R S 5

Els6 megoldas. Allitsuk w értéke szerinti névekvs sorrendbe G éleit gy, hogy ha G-nek van e-n
kiviil méas w(e) sulyu éle is, akkor a w(e) silynak kozil e legyen utolsoként felsorolva. (2 pont)
A minimélis 6sszstlyt feszitéfa megkeresésére szolgaldé Kruskal-algoritmust lefuttathatjuk az éleknek
ebbdl a sorrendjébdl kiindulva is (hiszen az algoritmus csak a w szerinti névekvs sorrendet irja eld, az

azonos sulyu élek sorrendje k6z6mbos). (1 pont)
Mivel a Kruskal-algoritmus (a tanult tétel szerint) minimalis Osszstlyu feszit6fat ad, megoldjuk a
feladatot, ha megmutatjuk, hogy a kapott F' feszitéfa nem tartalmazza e-t. (1 pont)

Jelolje az e el6tt az eljaras altal kivalasztott élek (és G Osszes cstcsa) altal alkotott grafot Fp. A
Kruskal-algoritmus csak akkor dont tgy, hogy e-t beveszi F' élei kozé, ha e az Fj-nak két kiilonboz6
komponense kozott halad (mert csak igy fordulhat els, hogy Fy U {e} nem tartalmaz kort). (1 pont)
Tegyiik fel tehat, hogy e az Fjy két kiilonb6z6 komponense kozott fut. Induljunk el a C' korén az e egyik
végpontjatol a masikig (az e-t nem hasznalva). Ekézben kell taldlnunk olyan f élt, ami szintén Fj
kiilonboz6 komponensei kozott fut (kiilonben C' mentén haladva végig ugyanabban a komponensben
maradnank). (2 pont)
Mivel f-et az eljaras korabban vizsgalta e-nél (ha w(f) < w(e), akkor az algoritmus miikodési szabalya
szerint, ha pedig w(f) = w(e), akkor a sorrendre vonatkozo valasztasunk miatt), ezért f-nél rosszul
dontott: ha f-et még Fy-hoz hozzévéve sem keletkezik kor, akkor az f-nél kordbban vizsgalt élekhez

hozzavéve sem keletkezhetett. (2 pont)
Ez az ellentmondas mutatja, hogy a Kruskal-algoritmus altal megadott F feszit6fa valéban nem
tartalmazza e-t. (1 pont)

Masodik megoldas. Legyen F egy tetszGleges, minimaélis 6sszstlyn feszitofa (a w élsilyozés szerint).
Ha F nem tartalmazza e-t, akkor nincs mit bizonyitani. Tegyiik fel ezért, hogy tartalmazza. (1 pont)
Ha F-bdl elhagyjuk e-t, akkor a kapott F grafnak két komponense lesz. Induljunk el a C' korén az e
egyik végpontjatol a masikig (az e-t nem hasznélva). Ekozben kell taldlnunk olyan f élt, ami szintén
Fy két komponense kozott fut (kiilonben C' mentén haladva végig ugyanabban a komponensben

maradnéank). (2 pont)
Hagyjuk ki F-bél e-t és vegyiik be helyette f-et; a kapott részgrafot jelolje F'. Allitjuk, hogy F’ is
egy feszitéfa. (2 pont)
Mivel f az F, graf két komponensét koti Gssze, ezért F’ valoban Osszefiiggd. (1 pont)

Tovabba mivel |[E(F')| = |E(F)| =n — 1 (ahol n = |V(G)]), ezért F’ kbrmentes is: ha nem igy volna,
akkor a tanult jhagyjuk el egy kor egy élét” eljaras (n — 1)-nél kisebb élszamu feszit6fat adna; ez a
tanultak szerint lehetetlen. Mivel F” Gsszefiiggd, kormentes és V(F') = V(G), ezért feszit6fa. (2 pont)
Mivel a feladat feltétele szerint w(f) < w(e), ezért w(F') < w(F) (ahol w(F") és w(F) a két feszitsfa
Osszstlyat jeloli). Mivel F' minimalis 6sszsulyu feszitGfa, ezért 7 is az (és valojaban w(F') = w(F)).
Mivel F" mér nem tartalmazza e-t, az allitast belattuk. (2 pont)



5. Sikbarajzolhato-e az alabbi graf? Ha igen, rajzoljuk le a sikba tgy, hogy az élei egyenes szakaszok

legyenek; ha nem, akkor bizonyitsuk ezt be.
A

Hagyjuk el a gratbol az {A, B} és a {J, F'} éleket. (2 pont)
A keletkezs gratban A, B, F' és J foka 2 lesz, ezeket ,olvasszuk 6ssze” egyetlen éllé: (2 pont)

C

A kapott graf a K5 (az 5 csucsi teljes graf), mert barmely két cstcsa szomszédos. (2 pont)
Mivel a feladatbeli graf tartalmaz Ks-tel topologikusan izomorf részgrafot, ezért a Kuratowski-tétel
(annak a  konny( irdnya”) szerint nem sikbarajzolhato. (4 pont)

Megjegyezziik, hogy a graf Kjs-mal topologikusan izomorf részgrafot is tartalmaz (példaul a {B,C'},
{C,F}, {D, E} és {H, I} élek elhagyasaval, majd a kapott masodfoka pontok Gsszeolvasztasaval kap-
hatunk ilyet), igy a feladatnak méas jo megoldésa is van.

6. A 30 csucsu G Osszefiiggs, egyszert graf cstucsai koziil 10-et pirosra, 10-et kékre, 10-et zoldre szinez-
tiink. Tudjuk, hogy minden cstics legalabb 5, vele azonos szini csticcsal szomszédos és minden csics
legf6ljebb 1, téle kiilonb6z§ szini cstcesal szomszédos. Mutassuk meg, hogy G-ben van legalabb 25
élbél allo tt.

* % * * *

Jelolje a piros, a kék, illetve a zold cstucsok altal feszitett részgrafokat P, K, illetve Z. Mindharom graf
10 csticsi, egyszerd és a feladat feltétele miatt benniik minden pont foka legalabb 5, igy a Dirac-tétel
miatt tartalmaznak egy-egy Hamilton-kort. (2 pont)
G Osszefiiggs, igy P, K és Z koziil legalabb az egyiket mindkét masikkal 6sszekoti egy-egy él (kiillonben
P, K vagy Z kiilon komponenst alkotna). A szinek szerepe felcserélhets, ezért feltehetjiik, hogy
példaul P ilyen, igy az e él egy piros és egy kék, az f ¢l egy piros és egy z6ld csucsot kot Gssze.(2 pont)
A harom Hamilton-kor, illetve e és f felhasznalasaval készitjik el a keresett utat. Ehhez a K-beli,
illetve Z-beli Hamilton-kérokbdl hagyjuk el az e-nek, illetve az f-nek a K, illetve Z-beli végpontjara
illeszkedd egyik élét. Igy két utat kapunk, amelyek K, illetve Z minden csticsat tartalmazzak.(1 pont)
Az e és f élek P-beli végpontja legyen u és v. Ekkor u # v, kiilonben v-nek két, téle kiillonbo6z6 szini
szomszédja volna. Ezért a P-beli Hamilton-kor két, v és v kozotti ,ive” két kiilonb6z6 utat ad u és v
kozott; valasszuk ki ezek koziil a hosszabbat (vagy legalabbis a masiknal nem roévidebbet). (2 pont)
Az eddig megtalalt 3 atbol, illetve e-bél és f-bol Gsszeédlld Gt minden kék és zold csicsot tartalmaz és
a pirosakbol is legfoljebb csak 4-et hagy ki (mert az e és f élek P-beli végpontjain kiviil 8 piros cstics
van, de a vélasztott iv ezek koziil legalabb 4-et tartalmaz). (2 pont)
Mivel a kapott ut legalabb 26 csucst, igy valoban legalabb 25 éle van. (1 pont)

A feladat eredeti kitiizése sajnos hibds volt, hidnyzott a ,minden csics legféljebb 1, tdle kilonbizd szini
csucesal szomszédos” feltétel. Emiatt eqy megoldot sem érhet hdtrdny: maximdlis pontot ér az is, ha
valaki ellenpéldat mutat a hidnyosan kitdzott dllitdasra, valamint az is, ha valaki a fenti megolddst irja
le, de kihagyja beldle a hidnyzo feltétel szerepét.



Bevezetés a szamitaselméletbe II.
2. poétzarthelyi — pontozasi ttmutatd
2015. majus 4.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért
az Gtmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki
megoldasédnak részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldés vazla-
tanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
l6d6 gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldés egy 1épéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa
azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény
a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az atmutatoban feltiintetett
pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes
mértékben a javitd hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt
gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az atmu-
tatoban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmutatoban leirttol
eltérd jo megoldas természetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pont-
szama szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Hatarozzuk meg az alabb lathato graf kromatikus szamat.
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A kozépss, 6 foka csucsot l-esre, a szomszédait (akik koziil semelyik kettS nincs 6sszekotve)
2-esre, a harom maradék csicsot (melyek egyike sincs Gsszekotve a kozépsovel) 1-esre, 3-asra,

illetve 4-esre szinezve jo szinezést kapunk, (4 pont)
tehat a kromatikus szam legfeljebb 4. (1 pont)
A sarkokban 1év6 3 cstcs mindegyikére igaz, hogy harom maésik cstcs van, amellyel nem
szomszédosak, (1 pont)
ezek viszont nem alkotnak fiiggetlen halmazt, (1 pont)
igy azon szinosztaly, melyben egy sarokban 1év6 csiics van, legfeljebb hérom csicsot tartal-
mazhat. (1 pont)

Mivel ezek a szinosztalyok a harom sarokban 1év6 csiics esetén kiilonbozdk kell legyenek
(hiszen e harom cstics haromszoget alkot), szitkség van legalabb négy szinosztalyra, (1 pont)



igy a kromatikus szam pontosan 4. (1 pont)

Létezik mas jo 4-szinezés is, és természetesen masképp is belathato, hogy 3 szin nem elég. Ez
utobbi torténhet tipikusan tgy, hogy kivalasztunk egy haromszoget, amit muszaj 3 kiillonb6zs
szinnel szinezni, majd megmutatjuk, hogy ez a szinezés az adott 3 szinnel nem terjeszthets
ki az egész grafra. Aki ezt precizen, indokolva teszi, az természetesen 5 pontot kapjon erre a
részre. Aki kissé hidnyos indoklassal, de lathatéan ezen az elven dolgozik, az 2-4 pontot, mig
az, aki csak egy konkrét probalkozasrol (pl. a moho szinezésrdl) latja be, hogy nem lesz jo, 0-1
pontot kapjon.

2. Hatarozzuk meg az alabb lathato grafban a fliggetlen élek maximalis szamat.

* ko ok ok Xk

Szamozzuk a csucsokat a fols§ sorban balrél jobbra 1-t6l 4-ig, az alattuk levs sorban 5-t6l

7-ig, s.i.t.. Ekkor 1-2, 3-4, 5-6, 8-10 egy négy éld parositas, (3 pont)
igy a keresett maximum legalabb 4. (1 pont)
Az 1,4,6,10 cstcsok (vagyis a négy darab 6 foku csucs) lefogo halmazt alkot. (4 pont)
Mivel minden péarositas legfeljebb akkora lehet, mint barmely lefogé ponthalmaz, (1 pont)
a latott 4 éli parositas maximalis kell, hogy legyen. (1 pont)

3. Legyen G olyan 7 csicsi egyszert graf, melyre G-ben és a komplementerében is van
Hamilton-kor. Mutassuk meg, hogy ekkor G kromatikus szama 3 vagy 4.
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Mivel G-ben van Hamilton-kor és az paratlan hosszi, (2 pont)
igy G nem péaros graf, vagyis a kromatikus szama legalabb 3. (2 pont)
A G komplementerében 1évé Hamilton koéron az 1. és a 2. cstcs szinezhet6 ugyanazzal a
szinnel, (1 pont)
hiszen G-ben nem szomszédosak. (1 pont)
Ugyanigy szinezhetSk azonos szinnel a 3. és a 4., illetve az 5. és a 6. cstcsok. (2 pont)
A 7. csticsot egy negyedik szinnel szinezve most a graf egy jo 4-szinezését kapjuk, (1 pont)
ahonnan a kromatikus szam legfeljebb 4. (1 pont)

4. Egy 10 cstiicsu paros grafban minden csics foka 3 vagy 4. Mutassuk meg, hogy a grafban
van teljes péarosités.
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Els6 megoldés. Elgszor megmutatjuk, hogy a paros graf két osztalya ugyanakkora kell legyen.
Ha ez nem igy lenne, akkor a kisebbik osztalyban legfeljebb 4 csiics lenne, (1 pont)



igy legfeljebb 4 - 4 = 16 él mehetne ki beldle, (1 pont)
mig a nagyobbik osztalyban legalabb 6 pont lenne és igy ebbdl legalabb 6 - 3 = 18 él menne

ki, (1 pont)
ami nyilvan lehetetlen. (1 pont)
Most a Hall-feltétel teljesiilését vizsgaljuk meg. Legyen X az egyik osztaly tetszéleges
részhalmaza. Ha X legfeljebb 3 elemi, akkor |V (X)| > | X| nyilvanvaloan igaz. (1 pont)

Ha X legalabb 4 elemt, akkor N(X) 5 elemti lesz (s6t, ehhez elég az is, ha X 3 elemii), (2 pont)
mivel ellenkez§ esetben az N(X)-ben nem szerepl§ csticsnak nem lehetne legalabb 3 szom-

szédja. (2 pont)
Igy a grafban teljesiil a Hall-feltétel, amib6l az allitas (a Hall- vagy a Frobenius-tétel szerint)
mar kovetkezik. (1 pont)

Masodik megoldas. Az élszinezésre vonatkozé Koénig-tétel szerint a graf élkromatikus szama

legfeljebb 4, (1 pont)
igy ha van legalabb 17 éle, (1 pont)
akkor a skatulya-elv szerint tetszéleges 4 szinnel valo élszinezésében kell legyen olyan szinosz-
taly, amely 5 élbol all, azaz teljes parositas. (2 pont)
Ha a grafnak legfeljebb 16 éle van, akkor legfeljebb két 4 fokt csicsa lehet, (1 pont)
igy legfeljebb két él elhagyéasaval elérhets, hogy minden fok legfeljebb 3 legyen a graf-
ban. (2 pont)
A visszamaradé graf élkromatikus szama tehat a Kénig-tétel szerint legfeljebb 3. (1 pont)
A visszamarad6 grafnak még mindig legalabb 13 éle lesz (hiszen az eredeti grafnak legalabb
15 volt), (1 pont)
igy megint csak a skatulyaelv alapjan a visszamarado6 grafnak (és igy persze az eredeti grafnak
is) lesz 5 ¢lii, azaz teljes parositésa. (1 pont)

5. Mutassuk meg, hogy ha G 9 csticsti egyszerii graf, akkor x.(G) + x.(G) > 9.
* % * * *

Els6 megoldés. Jeloljiik a G-beli maximalis fokszamot d-vel. Ekkor G komplementerében van
8 — d foku csics, (1 pont)
igy a komplementerben a maximalis fokszam legalabb 8 — d. (1 pont)
Ahhoz, hogy ennél ne legyen nagyobb a maximalis fokszam G-ben, nyilvan az kell, hogy
minden cstics foka épp 8 — d legyen (hiszen ennél kisebb fok nem lehet G-ben, mert ekkor nem

d lenne a maximalis fok G-ben). (2 pont)
Ha tehat van két kiilonbozs fok G-ben (ami ekvivalens azzal, hogy van két kiilonbozs fok
G-ben), akkor a maximalis fok G-ben legalabb 9 — d. (1 pont)
Mivel barmely graf élkromatikus szdma legalabb akkora, mint a grafbeli maximalis fokszam,
ebbdl a feladat allitasa azonnal kovetkezik. (1 pont)
Ha viszont G-ben minden fok ugyanannyi, akkor d szinnel G nem élszinezhetd, (1 pont)
ellenkezd esetben ugyanis barmely szinosztaly teljes parositast alkotna, 9 csticst grafban pedig
ilyen nincs. (2 pont)
gy x.(G) > d + 1, ahonnan a feladat llitasa ismét kivetkezik. (1 pont)

Masodik megoldas. A Ky teljes graf éleit meg lehet szinezni x.(G) 4 x(G) szinnel. (2 pont)

Valoban, el6szér a G-beli éleket x.(G) szinnel, majd a nem G-beli (azaz G-beli) éleket y.(G)
szinnel szinezve Ky jo élszinezését kapjuk x.(G) + x.(G) szinnel. (4 pont)
Ky-ben minden fok 8, de 8 szin nem elég az élszinezéséhez, (1 pont)

ellenkez§ esetben ugyanis barmely szinosztaly teljes parositast alkotna, 9 cstcst grafban pedig



ilyen nincs. N (2 pont)
Igy Xe(G) + xe(G) > 9. (1 pont)

6. Adjunk meg az alabbi hal6zatban egy maximalis folyamot és egy minimalis vagast.
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A kovetkezd f folyam értéke 15: f(sa) =7, f(sd)

6, f(sb) = 2, f(ab) =2, f(af) =5, f(be) =
4, flct) =5, f(de) = 1, f(de) = 5, f(et) = 2, f(ef) t

3, f(ft) = 8 (a tobbi élen a folyam értéke

0). (4 pont)
Az s, d cstucsok altal meghatarozott vagas kapacitasa az sa, sb, dc, de élek Gsszkapacitésa, azaz
szintén 15. (3 pont)
Tudjuk, hogy barmely folyam értéke legfeljebb akkora lehet, mint tetszéleges vagas kapaci-
tasa, (1 pont)
igy a 15 értéki vagas bizonyitja, hogy a megadott folyam maximaélis, (1 pont)
a 15 értéki folyam pedig bizonyitja, hogy a megadott vagas minimaélis. (1 pont)

Az utolsé 3 pont annak jar, aki (érdemben) indokolja, hogy a megadott folyam maximaélis
és a megadott vagas minimalis. (Példaul "a Ford-Fulkerson tétel miatt a folyam maximalis"
onmagaban nem érdemi indoklas.) A folyam maximalitasa mellett természetesen lehet gy is
érvelni, hogy a 15 értékii folyamhoz tartozé (helyesen felrajzolt) segédgrafban mar nincs javito
at.



