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2024. méajus 28.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ut-
mutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez
rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megol-
dasanak részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak
tekinthetok.

Az utmutatéban feltintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo
gondolat egy attekintheto, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta lefrdsa
azok alkalmazdsa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény
a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett
pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes
mértékben a javitd hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Ha egy megoldo
egy feladatra tobb, egymastol 1ényegesen kiilonbozo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az
egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyes-
sé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban
tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgo-
zatbol nem deriil ki, hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré
megoldéaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az
eldadéason szereplo tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Hany 3 fokt cstcsa lehet egy olyan hiisz cstcst fanak, aminek pontosan tiz 1 foki és pontosan
egy 10 foku cstcsa van?
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20 cstesu fanak a tanultak szerint 19 éle van, (1 pont)
igy a fokszdmainak Osszege 38. (1 pont)
Jeloljik a 10-t6l és 1-t61 eltérd foku csticsok halmazat U-val. U 9 cstcsot tartalmaz, (1 pont)
melyek fokszamosszege 38 —10-1—1-10 = 18. (1 pont)
Mivel a fak definici6 szerint 6sszefiiggdk, legalabb 2 csiicst faban nem lehet izolalt pont, vagyis
0 foku cstcs (1 pont)
(a ,legaldbb 2 csticsi” hidnyaért ne vonjunk le pontot),

ezért minden cstcs foka legaldbb 1. (1 pont)
Az U-beli csucsok foka igy legalabb 2 kell legyen, hiszen sem 1, sem 0 nem jon széba (az
utébbi megallapitds hidnyaért ne vonjunk le pontot). (2 pont)
gy U egyetlen cstcsénak foka sem lehet 3, ellenkezd esetben az U-beli csticsok 6sszfokszama
meghaladnd a 18-at. (2 pont)



A faban tehdt nem lehet 3 foku cstcs. (0 pont)

Aki egyaltalan nem foglalkozik az esetleges 0 foku csticsokkal (mintha nem is létezhetnének
ilyenek egyetlen grafban sem), az ezért 2 pontot veszitsen. Aki megemliti és hasznalja, de nem
bizonyitja, hogy minden fok legalabb 1, az pedig ezért 1 pontot veszitsen.

2. Legyenek egy graf csicsai az 1,2, ..., 100 szamok, két kiilonbozo cstcs pedig legyen pontosan
akkor szomszédos, ha koziiliikk a nagyobbik legalabb kétszer akkora, mint a kisebbik. Dontsiik
el, hogy van-e a grafnak Hamilton-kore.
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Ha toroljiik a grafbol az 50-nél kisebb szamokhoz tartozo cstcsokat, (2 pont)
akkor olyan grafot kapunk, melynek 1 darab 2 cstcst és 49 darab 1 csticsi komponense van.
(2 pont)
Csakugyan: a visszamaradd graf csiucsai az 50 és 100 kozti egészek, amik kozt egyetlen él
megy, éspedig az 50 és a 100 kozt. (2 pont)
Ez azért teljestil, mert barmely masik par esetében vagy a kisebbik szam lesz legalabb 51, vagy
a nagyobbik legfeljebb 99, igy a nagyobbik és a kisebbik hdnyadosa nem éri el a 2-t. (2 pont)
Mivel 49 pont torlése utan a graf 50 komponensre esett szét, a tanult allitds miatt nincs benne
Hamilton-kor. (2 pont)

Hamilton-it és (rossz) Hamilton-kér bemutatasaért nem jar pont, mint ahogy azért sem, ha
valaki azt mutatja meg, hogy egy konkrét Hamilton-iit nem zarhaté Hamilton-korré.

3. A G egyszeri grafnak 20 csicsa és 101 éle van. Lehetséges-e, hogy GG kromatikus szama
a) 2;
b) 37

a) G kromatikus szdma nem lehet 2. (0 pont)
Ugyanis ha a kromatikus szam 2 lenne, G cstcsait két osztdlyba lehetne sorolni gy, hogy
él csak az osztalyok kozt menjen (ezt persze meg lehet masképp is fogalmazni: G péaros graf

lenne). (2 pont)
Ha mindkét osztalyban 10 cstics van, akkor az élek szama legfeljebb 10 - 10 = 100 lehet, mert
a graf egyszer(i (az utébbi megallapitas hidnyaért ne vonjunk le pontot), (1 pont)

ha pedig a két osztaly mérete kiillonboz6, akkor a méretek kiilonbsége legalabb 2; ekkor a
nagyobbikbdl a kisebbikbe egy pontot attéve az elérhetd élek szama néne, igy ilyenkor 100-nal
kevesebb éliink lehetne csak. (2 pont)
Persze masképp is lehet az utobbi allitas mellett érvelni, pl. a szamtani és a mértani kozép
kozti egyenlotlenséggel vagy az esetek felsorolasaval. Hianyos, de érdemi bizonyitési kisérletért
(pl. ,Akkor lesz a legtobb él, ha a két osztalyban a csiicsok egyenletesen vannak elosztva.”)
1 pontot adjunk, aki csak kijelenti, hogy nem lehet 100-nal tobb él, annak az utobbi 2 pont
természetesen nem jar.

b) A kromatikus szam lehet 3. (0 pont)
Legyen H az a péaros graf, melyben mindkét osztaly 10 csticsu és barmely két kiilonbozo
osztalybeli cstucsot Osszekotiink egy-egy éllel. Legyen most G az a graf, melyet H-bol ugy

kapunk, hogy két azonos osztdlyba tartozd cstcsot 0sszekotiink. (1 pont)
A kapott grafnak 101 éle lesz, megmutatjuk, hogy a kromatikus szama 3. (0 pont)
Az a) rész miatt a kromatikus szdm legaldbb 3 (de persze mashogy is lehet érvelni, pl.
mutathatunk hdromszoget a grafban). (2 pont)

3 szinnel pedig konnyl G-t megszinezni: szinezzilk H egyik osztalydnak csicsait az 1, masik



osztalydnak cstcsait a 2 szinnel, majd az extra él egyik végpontjat szinezziik at 3-asra, ekkor
csakugyan nem megy ¢l azonos szin csucsok kozt. (2 pont)

Aki rossz példat ad meg, vagyis olyat amelyre valamelyik tulajdonsig (cstcsszam, élszam,
kromatikus szam, egyszeriiség) nem teljesiil, az a rossz példa tulajdonsdgainak bizonyitasara
persze nem kaphat pontot.

4. Egy péros graf két pontosztalya A = {ay,as,...,a9} és B = {by,ba,...,bs}. Az a; és b;
csucsok kozt pontosan akkor van él, ha a jobbra lathaté matrix 4. sordnak j. eleme 1 (ahol
1 <i<9és1 < j <8). Adjunk meg egy maximélis parositast és egy minimélis lefogd
ponthalmazt a grafban.

11101001
00010011
11001101
01100101
10010011
10000011
00010011
10010000
10010011

* ko ok ok Xk

ay,as, ay, by, by, by, by egy 7 elemil lefogé ponthalmaz a paros grafban, (2 pont)
mert a matrixban szerepld Osszes 1-es az érintett sorok vagy oszlopok valamelyikében talalhato
(vagyis minden élnek legalabb az egyik végpontja a felsoroltak kézott van). (1 pont)

Az (ay,bs), (ag,bs), (as, b2), (as,bs), (as, br), (ag, bs), (as, by) élhalmaz egy 7 elemil parositas, hi-
szen semelyik két élnek nincs kozos végpontja (az utébbi megallapitds hidnyaért ne vonjunk le

pontot). (1 pont)
A megadott lefogd ponthalmaz, illetve parositas bizonyitja, hogy 7(G) < 7, illetve v(G) > 7,
(242 pont)
ahonnan a v(G) < 7(Q) osszefiiggés szerint v(G) = 7(G) = 7 és igy a megadott parosités
maximalis, a megadott lefogd ponthalmaz pedig minimélis. (2 pont)

A v(G) < 7(G) 4llitas helyett lehet (bar sziikségtelen) Konig tételére is hivatkozni, (péros
gratban v(G) = 7(G)). A v(G) =7 és 7(G) = 7 éllitasok indoklasaért adhaté pontok viszont
csak annak jarnak, aki meggy6zden és vilagosan indokolja, hogy a megadott parositas maxi-
malis, illetve a megadott lefogd ponthalmaz minimélis. (Ures frazisok, mint példaul ,Kénig
tétele miatt” nem érnek pontot.) Megjegyezziik, hogy a maximalis parositast és a minimalis le-
fogd ponthalmazt természetesen érdemes az eldadason tanult javitoutas algoritmussal keresni;
azonban (ahogy az a fentiekbél latszik) egy teljes értéki megoldashoz nem feltétlentl sziikséges
ennek a lépéseit dokumentdlni. A parositas maximalitdsanak és a lefogé ponthalmaz minimali-
tasdnak az indokldsat viszont alapozhatjuk az algoritmusra is: ha (meggyéz6en) megmutatjuk,
hogy az adott parositasra nézve nincs javitout, akkor a tanultak szerint az maximalis; ha pedig
ebben az esetben X az A-beli, a parositas altal lefedetlen csicsokbdl alterndld uton elérheté
B-beliekbdl és az alterndlé tton el nem érheté A-beliekbdl all, akkor az a tanultak szerint
minimalis méretii lefogd ponthalmaz.

5. Egy tizenhat cstcsi egyszerti grafban minden cstics foka 3, a fiiggetlen élek maximélis szama
pedig 7. Hatarozzuk meg a graf élkromatikus szamat.
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Mivel a graf egyszerti, hasznalhatjuk Vizing tételét: x.(G) < A(G) + 1, igy az élkromatikus
szam legfeljebb 4. (2 pont)
Aki nem emliti az egyszertiséget, az ezért 1 pontot veszitsen.

Barmely élszinezésben az azonos szinti élek parositast alkotnak, (1 pont)
igy a feladat szovege szerint legfeljebb 7 élbél allhatnak. (2 pont)
3 szinnel tehat legfeljebb 21 élet tudunk jél kiszinezni, (2 pont)
a grafnak viszont 152 = 24 ¢le van. (1 pont)
Igy legalabb 4 szinre van szitkség a graf élszinezéséhez, (1 pont)
a keresett élkromatikus szdm tehat 4. (1 pont)

A x.(G) > 3 allitasért nem jar pont. Aki viszont a 4 szinnel szinezhetéség megéllapitasa utan
erOfeszitéseket tesz annak belatasara, hogy 4 szin kell is, az kaphat 1 pontot akkor is, ha ezek
az erOfeszitések nem jarnak sikerrel.

6%*. Egy 102 cstucsi G egyszerli grafnak minden komponense 3 vagy 4 cstcsi. A grafot egy
lépésben atalakithatjuk tgy, hogy eloszor elhagyunk 3 tetszoleges élet, majd hozzavesziink 1
tetszéleges élet (mikozben a csicshalmaz nem véltozik). Mutassuk meg, hogy akarhanyszor is
hajtjuk végre ezt a lépést G-bdl kiindulva, soha nem kapunk 6sszefiiggd grafot.

* ko ok ok Xk

Allapitsuk meg elészor, hogy legfeljebb hany éle lehet a grafnak. Mivel 3 csticsi komponensben
legfeljebb 3 él lehet, ami a komponens csticsszdmaval azonos, 4 csicsi komponensben pedig
legfeljebb 6 él, ami 2-vel tobb, mint a komponens cstcsszama, a leheté legtobb élet akkor
kapjuk, ha a lehetd legtobb 4 csticsi komponensiink van. A 4 csicsi komponensek szama
ekkor 24, a 3 csticstt komponensek szama 2, az éleké pedig 24-6+2-3 = 150. (Itt kihasznéltuk,

hogy a graf egyszerti, de e megallapitas hidnyaért ne vonjunk le pontot.) (2 pont)
A komponensek szdma nyilvan ugyanekkor lesz minimalis, vagyis ha a leheté legtobb a 4
cstcst komponens, ilyenkor — mint lattuk — 26 komponensiink lesz. (1 pont)
A graf osszefiiggové tételéhez legalabb 25 élet kellene tehat bevenniink, (1 pont)
mert egy él bevétele legfeljebb eggyel csokkenti a komponensek szamat (az elhagyéds pedig
nyilvan nem tud csokkenteni). (1 pont)
Legaldbb 25 lépésre lenne tehat sziikség, aminek a soran haromszor annyi élet hagyunk el,
mint amennyit bevesziink, igy az élek szama legaldbb 50-nel csokkenne. (3 pont)

Mivel a grafnak legfeljebb 150 éle volt eredetileg, ekkor legfeljebb 100 éle lehetne, igy azonban
nem lehet Osszefliggd, hiszen a tanultak szerint 102 csticsu Osszefiiggd grafnak legalabb 101 éle
kell legyen. (2 pont)

Bar nem volt réla szd, hogy egy 1épés végrehajtasa kozben is vizsgalni kellene az 6sszefliggdsé-
get, érdemes megallapitani, hogy mivel el6szor hagyunk el éleket és aztan vesziink be egyet, a
25. 1épés végrehajtasa kozben sem lehet a graf osszefiiggo.



