Bevezetés a szamitaselméletbe II.
zarthelyi feladatok
a koronavirus jarvany idején zajlé tavoktatashoz
pontozasi utmutatod
2021. aprilis 30.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatoé célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. A zarthelyiben
egyes feladatoknak tobb (lényegesen nem eltérd) verzidja is megjelent. Az utmutaté minden
feladat egy verzidjdhoz leirja (legalabb) egy megoldas fébb gondolatait és kozli az ezekhez
rendelt részpontszamokat. Az itmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban felttiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodo
gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa
azok alkalmazdsa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény
a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatéban feltiintetett
pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes
mértékben a javitd hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerep-
hez juthat és amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat
hibatlan megoldasa volna kaphatd. Ha egy megoldd egy feladatra tobb, egymastél lényegesen
kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt
megoldés vagy megoldésrészlet helyes vagy helyessé kiegészithetd, akkor a legtobb részpontot
éro megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(lényeges) hibéat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket
tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha
ez a pontszam 0).

Az itmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az itmutatéban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, bizonyitas nélkiil hivatkozni
azonban csak az eléadason szerepl6 tételekre és allitasokra lehet.

1. Birnenkopf 1r 1j jelsz6t szeretne késziteni maganak, mert a régit (herrbirnenkopf) elloptak.
A jelszéval kapcsolatban a kovetkezo elvarasai vannak:

a) csak betilikbdl dlljon (a szdmokat nem szereti), az angol abc 26 betiije johet sz6ba,

b) egyetlen betii sem jelenhet meg egynél tobbszor,

c¢) pontosan 12 betii kell szerepeljen, mégpedig 7 kisbetii és 5 nagybetil, de ugyanaz a betii
csak az egyik alakjaban szerepelhet.
Hény jelszobdl valaszthat Birnenkopf ur? (A végeredmény szamszeri értékét nem kell megadni;
azonban a megoldasbol ki kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszadmolni olyan szamologép-
pel, amely csak a négy alapmiiveletet ismeri.)
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Els6 megoldas. Hozzuk létre eloszor a jelszonak azt a verziojat, ahol a kis- és nagybetiik még
nem jatszanak szerepet. (1 pont)
Mivel minden betii csak egyszer szerepelhet, ezt a tanultak szerint 26 - 25-24 - ... - 15-féleképp



tehetjik meg. (3 pont)

Vélasszuk ki most, hogy hova keriil kis-, illetve nagybetii: (1 pont)
a 12 helybdl 5-re keriil nagybetii, a valasztasi lehet6ségek szama tehat (152> (hiszen a nagybetiik
helyének kivalasztésaval a kisbetiik helyzete is adotta valik). (3 pont)
Mivel a jelszé minden kezdeti verzidjat ennyiféleképp tudjuk végleges jelszdva alakitani,

(1 pont)
a keresett szdam 26 -25-24-...-15- (152) = 26'25'24'"5'.}5;22'11'10'9'8- (1 pont)

Masodik (nem tul kiillonb6z6) megoldas. Vélasszuk ki elészor, hogy melyik kisbetiik és milyen

sorrendben szerepeljenek a jelszéban. Ezt a tanultak szerint 26 - 25 - ... - 20-féleképp tehetjiik
meg,. (1 pont)
Jojjenek most a nagybetiik. Itt a kivalasztott kisbetiik nagy valtozatai nem hasznalhatok,

(1 pont)
igy ezeket 19 - 18 - 17 - 16 - 15-féleképp valaszthatjuk ki. (1 pont)
A valasztasi lehetOségek szama e két szam szorzata lesz, hiszen barmely kisbetiisorozathoz
barmely nagybetiisorozatot valaszthatjuk. (1 pont)

Mar csak azt kell eldonteniink, hogy hova keriiljon kis-, illetve nagybetii, innen a megoldas
azonos az elézdvel.

Harmadik megoldas. Vélasszuk ki el6szor, hogy melyik kis-, illetve nagybetiik szerepeljenek a

jelszoban. Ezt (276), illetve (159) moédon tudjuk megtenni, (2 pont)
hiszen a betiik kiillonb6zok és a mar kivalasztott kisbetiik nagy megfelel6it nem valaszthatjuk.

(2 pont)
Az eddigi valasztéasi lehetGségek szama e két szam szorzata lesz, hiszen barmely kisbetiihal-
mazhoz barmely nagybetithalmazt valaszthatjuk. (1 pont)
Mar csak annyi dolgunk van, hogy a kapott betiliket sorbarakjuk, (1 pont)
ez a tanultak szerint 12!-féleképp lehetséges. (1 pont)
A jelszavak széma tehat (%) - () - 12!, hiszen a kordbbi vélasztési lehetdségek mindegyikét
12! médon tudjuk sorbarendezni. (1 pont)
Ezt a négy alapmivelettel felfrva; 26:2024--151211109:8 (2 pont)

Bar a feladat szovege a négy alapmiivelet hasznalatat engedélyezi, ne vonjunk le pontot a
faktorialis jelolés hasznalataért. Ha azonban valaki nem szamolja ki a binomialis egytitthatok
értékeit, a vonatkozo pontokat ne kapja meg.

2. Egy szabalyos 11-szognek behtizzuk az 6sszes legrovidebb atlojat. Hatarozzuk meg a kapott
(11 cstiesu, 22 éli) graf kromatikus szamat.

X % % % %
A gréafot konnyt 4 szinnel megszinezni, j6 szinezésért adjunk 3 pontot.

Megmutatjuk, hogy 3 szin nem elég. Sorszamozzuk a 11-sz0g csticsait tetszdleges csticsnal
kezdve az dramutato jarasa szerint. Tegyiik fel indirekten, hogy létezik a grafnak jé 3-szinezése.

(1 pont)
Ekkor az els6 harom csiics harom kiillonb6z6 szint kapna, (mondjuk az elsé az 1-et, a méasodik
a 2-t, a harmadik a 3-at). (1 pont)
Ekkor a negyedik cstcs ismét 1-es szinii kéne legyen, (1 pont)
hiszen van 2-es és 3-as szinti szomszédja is. (1 pont)

Az 6todik csics igy 2-es szinii kéne legyen, hiszen van 1l-es és 3-as szinl szomszédja is. A
gondolatmenetet folytatva az deriil ki, hogy a tizedik cstics 1-es szint kell legyen, (1 pont)
ez azonban nem lehetséges, hiszen szomszédja az els6 cstcs (is). (1 pont)
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A kromatikus szam igy 4, mivel a ldtottak szerint legaldbb és legfeljebb is 4. (1 pont)

Ugyeljiink r4, hogy a fentihez latszélag nagyon hasonlé megoldasok lehetnek teljesen rosszak
is, pl. ha a megoldd azért szinez igy, mert a moh¢ algoritmust kéveti (akar kimondva, akar
kimondatlanul). Ez pl. abbdl latszik jol, hogy nem abbdl indul ki (indirekten), hogy csak 3
szint lehet hasznalni.

3. Adjunk meg egy maximalis parositast és egy minimalis lefogdé ponthalmazt az alabbi grafban.

Az aldbbi dbran a vastagitott élek 6 élil parositést, (2 pont)
a nagyobb méretii csiicsok pedig 6 elemii lefogd ponthalmazt alkotnak. (3 pont)
Megmutatjuk, hogy a megadott parositds maximalis, a megadott lefogd ponthalmaz pedig
minimalis. Az el6addsrol tudjuk, hogy barmely G grifra v(G) < 7(G) teljestl. (1 pont)
A 6 éli parositas igazolja, hogy v(G) > 6, (1 pont)
a 6 cstcsu lefogd ponthalmaz pedig igazolja, hogy 7(G) < 6. (1 pont)

gy 6 < v(G) < 7(G) < 6, ami csak gy teljesiilhet, ha mindeniitt egyenlSség 4ll. (1 pont)
v(G) = 6 igazolja a parositasunk maximalitdsat, 7(G) = 6 pedig a lefogd ponthalmazunk
minimalitdsat. (1 pont)

4. Egy G = (A, B, F) péros grafot teljes pdros grifnak neveziink, ha A minden csicsa Ossze
van kotve B minden cstcsaval (egy éllel). Hany kiilonboz6 101 csticsu teljes paros graf 1étezik,
melynek van Euler-sétaja? (Két grafot akkor tekintiink kiilonbézének, ha nem izomorfak.)

* ok ok ok Xk

Jeloljuk K, -vel azt a teljes paros grafot, melynek kisebbik (nem nagyobbik) osztalydban a, a
masik osztalydaban b csics szerepel. Megmutatjuk, hogy a 101 csticsu teljes paros grafok koziil
Ko 101 és K> g9 rendelkezik Euler-sétaval, a tobbiek pedig nem. (Ne vonjunk le pontot a Ky 101

hidnyaért.) (1 pont)
K,101-nek nincs éle, igy az iires élhalmaz Euler-sétaja lesz. (0 pont)
Minden mas K, Osszefiiggd, hiszen barmely két (z és y) csics kozt van t. (1 pont)
Valéban, ha = € A és y € B, akkor él fut x és y kozott, ha pedig z,y € A vagy z,y € B, akkor
van kozos szomszédjuk. (2 pont)
Ilyenkor tehat a tanult tétel szerint elég a fokszamok paritasat vizsgalni. Az a és b szamok
koziil pontosan egy paratlan, hiszen az 6sszegiik paratlan. (2 pont)
Ha a paratlan, akkor K, ;-ben b darab péaratlan foku csucs lesz, ha pedig b paratlan, akkor a
darab. (1 pont)

Euler tétele szerint egy 6sszefliggd grafban akkor és csak akkor van Fuler-séta, ha a paratlan
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foku csticsok szama legfeljebb 2. (1 pont)
Ez esetiinkben pontosan a = 2 mellett teljesiil, hiszen ha a ennél nagyobb paros szam lenne,

akkor ketténél tobb paratlan foku cstcs lenne A-ban, (1 pont)
mig ha a 2-nél nagyobb paratlan szam lenne, akkor B-ben lenne ketténél tobb paratlan foku
csUcs. (1 pont)

A 0 pontos megallapitasért adhatunk 1 pontot olyan megolddknak, akik ezzel nem lépik tul a
10 pontot.

5. Adjunk meg az alabbi halézatban egy maximalis folyamot s-bdl t-be és egy minimalis s — ¢
vagast.

Az alabbi dbrdn egy 14 értéki folyam lathato. (2 pont)
Szigortan véve indokolni kéne, hogy az &bran csakugyan folyam lathaté (vagyis kéne irni
arrél, hogy miért teljesiilnek a folyamhoz sziikséges feltételek), s6t azt is, hogy 14 az értéke,
de ezek hidanyaért ne vonjunk le pontot. Ha a dolgozatban folyamként megadott abra nem
folyamot abrazol, akkor el kell donteni, hogy elirasrol vagy elvi hibarél van-e sz6. Ha meggy6z6
bizonyiték van ra, hogy elirds tortént, akkor kevés (pl. 1) pontot vonjunk le, ellenkezé esetben
viszont egyaltalan nem jar pont erre a részre.

Az {s,a,b,c} vigas kapacitasa 14, (2 pont)
mivel a vagasbol kimutaté éleknek ennyi az 6sszkapacitasa. (1 pont)
Az el6adason tanultak szerint egyetlen vagas kapacitasa sem lehet kisebb, mint egy tetszéleges
folyam értéke, (3 pont)

igy barmely vagas kapacitasa legalabb 14 kell legyen, tehét {s, a, b, ¢} minimalis vagas (1 pont)
és barmely folyam értéke legfeljebb 14, tehat az dbran megadott folyam maximalis. (1 pont)

Az utolsé 5 pont annak jar, aki érdemben indokolja, hogy a megadott folyam maximélis és
a megadott vagas minimélis. Ez persze torténhet mashogy is, mint a fenti megolddsban (pl.
a javitoutas algoritmus futtatasaval, hivatkozva arra, hogy az tudottan maximalis folyamot
talal, illetzve annak a lefrdsaval, hogy az utolsé segédgrafban mely pontok érhetdk el s-bol),
de tires frazisok, mint pl. ,a Ford-Fulkerson tétel miatt” nem érnek pontot. Aki a javitéutas
algoritmust futtatja, annak természetesen nem kell belatnia, hogy folyamot kapott és azt sem,
hogy annak értéke 14, hiszen ezek kovetkeznek az eléadason tanultakbol.




6*. Egy 100 x 100-as sakktablan kijeloliink 30 mezdt tigy, hogy Osszefliggd teriiletet alkossanak,
vagyis barmely kijel6lt mez6bdl el lehessen jutni barmelyik mésikba gy, hogy oldalszomszédos
kijelolt mezbkre léphetiink at (akarhdnyszor). Mutassuk meg, hogy ekkor a kijel6lt mezdkon
mindig el lehet helyezni 8 darab 1 x 2-es dominét atfedés nélkiil tgy, hogy minden dominé a
sakktabla két szomszédos mezdjét fedi le.
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Legyenek egy GG graf csucsai a kijelolt mezok, két csticsot kossiink 0ssze, ha a mezok él mentén

szomszédosak. A feltétel szerint ekkor G Osszefliggd, (1 pont)
tehat a tanultak szerint legaldbb 29 éle van. (1 pont)
G paros graf, mivel a sakktabla mezoinek fekete-fehér szinezése GG egy jo 2-szinezését adja.

(2 pont)

Vegyiik észre, hogy a 2 mezét fedd 1 x 2-es domindk épp G éleinek felelnek meg, (1 pont)
a domindk atfedés nélkiili elhelyezése pedig olyan éleknek, melyeknek nincs kozos cstcsa,

vagyis olyanoknak, melyek pérositast alkotnak. (1 pont)
A feladat tehdt nem més, mint annak igazoldsa, hogy v(G) > 8. Mivel G péaros graf,
v(G) = 7(G), tehat elég azt belatnunk, hogy 7(G) > 8. (1 pont)
Vildgos, hogy G-ben minden cstics foka legfeljebb 4 (hiszen minden mez6nek csak 4 szomszédja
lehet él mentén), (1 pont)
igy egy legfeljebb 7 csticst ponthalmaz csak 28 élet tud lefogni. (1 pont)
Mivel G-nek 29 éle van, csakugyan minden lefogd ponthalmaza legalabb 8 elemi; épp ezt
kellett igazolnunk. (1 pont)



