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Altaldnos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsdnak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az ittmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa;
a leirt 1épések egy maximdlis pontszamot éré megoldéas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
fgy példaul az anyagban szerepl6 ismeretek, definicidk, tételek puszta leirasa azok alkalmazéasa nélkil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez
jut). Annak mérlegelése, hogy az ttmutatéban feltiintetett pontszém a fentiek figyelembevételével a
megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Ha egy megoldd egy feladatra
tobb, egymastol 1ényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtébb
részpontot éro megoldaskezdeményt értékeljiikk. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes
és (1ényeges) hibat tartalmazd is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot ér6 megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam
0).

Az ttmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatoban leirttdl
eltér6 jo megoldas természetesen maximalis pontot ér.

1. Adjunk meg egy minimalis lefogé ponthalmazt az alabbi grafban.
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Els6 megoldas. A {b,d, f,h} halmaz egy 4 elemi lefogé ponthalmaz (mivel a maradék csicsok kozt

nem megy él). (3 pont)
Az ab,cd, ef, gh élek 4 éli parositést alkotnak, (2 pont)
vagyis a v < 7 egyenl6tlenség szerint (mely minden grafban teljesiil) (2 pont)
a grafnak nem létezik 4 csicsunal kisebb lefogd ponthalmaza, (2 pont)
igy {b,d, f, h} minimalis lefog6 ponthalmaz. (1 pont)

Masodik megoldas. A {b,d, f, h} halmaz egy 4 elemii lefogé ponthalmaz (mivel a maradék cstcsok

kozt nem megy él). (3 pont)
A grafnak 15 éle van és a maximalis fokszama 4, igy minden lefogé ponthalmaz legalabb 4 csicsot
kell, hogy tartalmazzon, (3 pont)
hiszen egy legfeljebb 3 elemi cstcshalmazra legfeljebb 12 él illeszkedne. (3 pont)



{b,d, f,h} tehdt minimdlis lefog6 ponthalmaz lesz. (1 pont)

Harmadik megoldas. A {b,d, f, h}, illetve {a, ¢, e, g, i} halmazokon beliill nem megy él és egytitt lefedik

a graf csucsait, G tehat paros graf. (2 pont)
Az ab,cd, ef, gh élek 4 éli parositast alkotnak, (2 pont)
igy v(G) > 4. (1 pont)
Mivel a grafnak 9 csicsa van, v(G) = 4 is teljestil, hiszen 5 éli parositashoz 10 csics lenne sziikséges.

(1 pont)
Mivel G péros graf, Kénig tétele szerint 7(G) = v(G) = 4. (2 pont)
A péros graf egyik osztalyat alkotd {b,d, f,h} lefogd ponthalmaz igy minimalis lesz. (2 pont)

2. A G gréafrél annyit tudunk, hogy a Ky g teljes paros grafbol kaptuk 8 él torlésével. Hatarozzuk meg
G élkromatikus szamat.
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Elsé megoldas. A Kg9 grafban 18 darab 9 foku cstcs van, (
igy 8 él torlése utan még lesz olyan cstcs (legalabb 2 is), melynek foka 9 marad, (
hiszen csak a 8 él legfeljebb 16 végpontjanak valtozik (csokken) a fokszéma. (2 pont
A maximalis fokszam a G grafban igy 9, (
tehat G élkromatikus szama is 9, (
mert Kénig (élszinezésre vonatkozd) tétele szerint barmely paros graf élkromatikus szama azonos a
maximdlis fokdval. (Szigorian véve be kéne latni, hogy G péaros graf, de ennek hidnyaért ne vonjunk
le pontot.) (3 pont)

Masodik (nem tilsdgosan kiilonbo6z6) megoldéas. A Kgg graf élszinezhetd 9 szinnel, mivel Konig (élszi-
nezésre vonatkozo) tétele szerint barmely paros graf élkromatikus szama azonos a maximalis fokdval,

ez pedig a Kg9-ben 9. (3 pont)
gy természetesen G is élszinezhet6 9 szinnel. (1 pont)
Ennél kevesebb szin viszont nem elég, mert a maximélis fokszam alsé becslés az élkromatikus szamra,

(
és a Koo graf 18 darab 9 foku csticsabol ( )
8 él torlése utan még marad 9 fok, (2 pont)
hiszen csak a 8 él legfeljebb 16 végpontjanak valtozik (csokken) a fokszéma. ( )

3. Mutassuk meg, hogy nem létezik olyan n > 5 cstcsu fa, melyben pontosan két fokszam fordul eld,
mégpedig mindketté §-szor (n paros).
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Tegyiik fel indirekten, hogy létezik ilyen fa. (1 pont)
Az els6 pont akkor is jar, ha valaki expliciten nem mondja ki, hogy igy indul el, de az érdemi megoldasi
kisérlete ezen alapul.
A két fokszam koziil az egyik az 1 kell legyen, mert minden (legalabb 2 csticsti — ennek hidnyaért ne
vonjunk le pontot) fanak van 1 foku cstcsa. (2 pont
Legyen a masik x, ekkor a graf fokszamaosszege § + 5. (
A fanak tehat %2 (z + 1) éle van. (
Masrészt tudjuk, hogy barmely n csicst fa élszdma n — 1, igy 5 (z +1) =n — 1. (1 pont
(
(

ami n > 5 miatt lehetetlen, ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Persze az n(x + 1) = 4n — 4 egyenl6ségbél szamos mas médon is ellentmonddsra juthatunk, pl. n-nel
valé osztast kovetoen kidertl, hogy x legfeljebb 2 lehet, mivel azonban 0 és 1 nem jon szoba, z = 2
kell legyen, erre viszont n = 4 addédik, ami ellentmondas.
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4. Egy graf cstcsai egy 6 elemii halmaz 3 elemi részhalmazai, két kiillonbozé cstcsot akkor kotiink
Ossze, ha a megfelel6 halmazoknak legfeljebb 1 kézos eleme van. Van-e Euler-korséta a graftban?

T SR S

Az Euler-korséta létezésének sziikséges és elégséges feltétele hogy a grafban minden fokszam péaros

legyen (1 pont)
és a graf osszefliggd legyen (precizebben: legfeljebb egy olyan komponense legyen, amelyben van él, de
persze ennek hidnyaért ne vonjunk le pontot). (1 pont)
Legyen a 6 elemil halmaz H = {a,b,c,d, e, f}, a graf egy tetszoleges cstcsa (mondjuk) v = {a, b, c}.
H azon részhalmazainak szama, melyeknek v-vel pontosan 1 k6zos elemiik van 9. (1 pont)
Ez azért igaz, mert ilyen halmazhoz az {a, b, ¢} halmazbdl 1 elemet kell valasztanunk, amit haromfé-
leképp tehetiink meg, (1 pont)
majd ezt a {d, e, f} halmazbdl 2 elemmel kell kiegészitentink, ami az els6 vélasztastol fiiggetlentil

(1 pont)
haromféleképp tehetdé meg. (1 pont)

Olyan, v-t6l kiilonb6z6 hdromelemii halmaz, melynek egyetlen kézos eleme sincs v-vel pontosan 1 van
(éspedig {d,e, f}), a v cstcs foka igy 10, és persze ugyanez igaz a graf 6sszes tobbi cstcsara is.

(1 pont)
Az Osszefliggiséget kell még vizsgalnunk. A grafnak (g) = 20 csucsa van, (1 pont)
igy Osszefliggd, mert minden komponensében legaldbb 11 csticsnak kell lennie, igy két vagy tobb
komponense nem lehet. (2 pont)

5. Egy 10 csticsu paros grathoz hozzavesziink két élet. El6fordulhat-e (a graf és a hozzévenni kivént
élek alkalmas valasztasaval), hogy a kapott graf kromatikus szama 47

b SR S

Ha a grafot (pl.) a K5 ;-nek valasztjuk, akkor ha az éleket kiilonb6z6 osztélyokon beliilre vessziik fel,
akkor keletkezni fog egy K, részgraf, a kapott graf kromatikus szama tehat legalabb 4 lesz. (5 pont)

A kromatikus szam ugyanakkor ennél nagyobb nem lehet. (1 pont)
Az eredeti graf ugyanis 2-szinezhet6 volt (mondjuk az 1,2 szineket hasznaljuk), (2 pont)
az Ujonnan felvett élek egy-egy végpontjat 3-ra, illetve 4-re szinezve pedig az 0j graf jo szinezését
kapjuk. (2 pont)

Természetesen nincs feltétlen sziikség a K 5-re, barmely olyan paros graf megfelel, amiben van 4 hosszui
kor.

6*. Bejarhaté-e egy 3 x 5-0s sakktdbla 16val gy, hogy minden mezén éppen egyszer tartézkodik a 167
(A 16 a tablan dgy ugrik, hogy két mez6t halad egy irdnyba (vizszintesen vagy fliggblegesen) és egy
mez6t az elsé irdnyra merélegesen.)
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Tekintstik azt a grafot, melyben a csticsok a sakktdbla mez6i és két cstics kozt akkor vezet él, ha
elérhet6k egymasbdl 161épésben. Errél a grafrol kell eldonteniink, hogy van-e Hamilton-titja. (1 pont)
Jeloljiik a sorokat az 1,2,3 szamokkal, az oszlopokat az a,b,c,d,e betiikkel. Ekkor a bl,b3,c2,d1,d3

mezOket elhagyva (3 pont)
hét komponens keletkezik, (2 pont)
éspedig az al,a3,b2,d2,el,e3 izoldlt pontok és az a2,cl,c3,e2 cstcsokbdl allo kor (elég barhogy, akar
egy rajzzal aldatdmasztani, hogy 7 komponens keletkezik). (3 pont)
Az 6ran (ezuttal Hamilton-it létezésére) tanult sziikséges feltétel tehat nem teljesiil, igy a grafban
nincs Hamilton-it, vagyis a b) feladat bejardsa sem megvaldsithato. (1 pont)



