Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Potzarthelyi feladatok, masodik zh pétlasa — pontozasi utmutato
2017. majus 8.

Altalanos alapelvek.

A pontozési utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az atmutatoénak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirdsa;
a leirt lépések egy maximélis pontszamot éré megoldés vazlatanak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az dtmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs j6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszdma szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Egy 99 csuicsu egyszeri gratban két csics foka 3, a tobbi cstics foka 4. Mutassuk meg, hogy a grafnak
van paratlan kore.
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Egy grafnak akkor és csak akkor van paratlan kore, ha a graf nem paros, azt kell tehat megmutatnunk,
hogy a széban forgd graf nem péros. (1 pont)
Tegyiik fel ezért indirekten, hogy a graf paros. (1 pont)
Ekkor definicié szerint a cstucsai szétoszthatok egy A és egy B osztalyra ugy, hogy élek csak A és B

kozott mennek. (1 pont)
A graf élszama ekkor nyilvan azonos az A-beli és a B-beli csiicsok fokszamdosszegével, (2 pont)
ez a két Osszeg tehat egymassal is azonos. (1 pont)
A két 3 foka csticsnak emiatt kiilon osztélyba kell keriilnie, (1 pont)
ellenkez§ esetben abban az osztalyban, amelybe nem jut 3 fokd csics a fokosszeg 4-gyel oszthatd
lenne, mig a méasikban nem. (1 pont)
Mivel a 4 foku cstcsok szdma pératlan, nem keriilhet mindkét osztalyba ugyanannyi bel6liik, vagyis a
két osztaly fokosszege (noha modulo 4 azonosak) nem lehet azonos. (1 pont)
Ezzel ellentmondasra jutottunk, ami igazolja, hogy a graf nem lehet paros. (1 pont)

2. Egy 8 csucsu teljes gratbol toroljiik két pontdiszjunkt 3 csicsa kor éleit. Hatarozzuk meg a kapott
graf kromatikus szamaét.
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Legyenek a két 3 csticst kor cstcsai a, b, ¢, illetve d, e, f, a graf maradék két csicsa g és h. Ekkor az

ab, be, ac, lletve de, ef, df élek egyike sem szerepel G-ben, (1 pont)
igy jo szinezést kapunk, ha az a,b, ¢ csicsokat 1-esre, a d, e, f csicsokat 2-esre, g-t 3-asra, h-t pedig
4-esre szinezziik. (3 pont)
A graf kromatikus szama tehat legfeljebb 4. (1 pont)
Az a,d, g, h csucsok egy 4 elemi klikket alkotnak a grafban, (3 pont)
ahonnan kovetkezik, hogy a kromatikus szam legalabb 4. (1 pont)



A két becslésbdl adodik, hogy a kromatikus szam pontosan 4. (1 pont)

3. Az 5 csucsu teljes graf egy élét megduplazzuk (vagyis az élet két parhuzamos éllel helyettesitjiik).
Hatarozzuk meg a kapott graf élkromatikus szamaét.
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Az 5 cstcst teljes grafban minden fok 4, ( )
és a graf egyszerd is, ( )
igy a Vizing-tétel szerint 5-élszinezhets. ( )
A behuzott plusz élet nyilvan szinezhetjiik egy hatodik szinnel, ( )
igy a kérdéses graf élkromatikus szama legfeljebb 6. (1 pont)
A grafnak 11 éle van, ( )
a maximaélis parositds mérete pedig 2. ( )
Ez utobbi azért érdekes, mert barmely élszinezés egy osztalya parositas, ( )
ezért 5 szin nem elég az élszinezéshez, hiszen 5 szinnel legfeljebb 10 élet szinezhetiink meg. ( )
Az élkromatikus szam gy pontosan 6. ( )

4. Dontsiik el, hogy az alabbi graf intervallumgraf-e.

A graf intervallumgraf, ennek igazolasara meg kell adni egy alkalmas intervallumrendszert (elég egy jo
rajz). Ha csak (jo) rajz szerepel, az ugyanakkor nem 10 pont, hanem csak 8. A maradék 2 pont annak
jar, aki vilagossa teszi, hogy érti, mit bizonyit a rajz, pl. azzal a moddszerrel ahogy megtaldlta vagy
mondjuk azzal, hogy leirja: sikeriilt a pontoknak tigy megfeleltetni intervallumokat, hogy a szomszédos
pontoknak megfelel6k nem diszjunktak, a nem szomszédosak meg diszjunktak.

A sikertelen probalkozasokért is jarhatnak részpontok, akkor is, ha valaki azt probalja igazolni, hogy
a graf nem intervallumgraf. Kiilonosen értékelendék a nem trividlis triikkok: két (vagy meég inkabb
hérom) nem Gsszekotott ponthoz tartozo intervallumok felvétele. Aki csak szinezés segitségével probal
a nem valasz mellett érvelni, az max 2 (de inkdbb csak 1) pontot kapjon, aki ugyanezzel érvelne az
igen valasz mellett, az persze 0-t.

5. Adjunk meg egy minimaélis lefog6 ponthalmazt az alabbi grafban.

A {b,c, g, h} halmaz egy 4 elemii lefog6 ponthalmaz a grafban, (3 pont)
mert minden élnek legalabb az egyik végpontjat tartalmazza. (1 pont)
Az ac, fh,ig,db élhalmaz egy 4 elemii parositas, (2 pont)



hiszen semelyik két élnek nincs kozos végpontja. (1 pont)
A megadott lefog6 ponthalmaz, illetve parositds bizonyitja, hogy 7(G) < 4, illetve v(G) > 4,
ahonnan a v(G) < 7(G) Gsszefiiggés szerint v(G) = 7(G) = 4 és igy a megadott lefogd ponthalmaz
minimalis. (3 pont)

Azt, hogy 7(G) > 4, persze masképp is bizonyithatjuk. Pl. a grafnak 16 éle van és minden cstcs foka
legfeljebb 5, vagy megmutathatjuk azt is, hogy a(G) < 5 és hasznalhatjuk az els6 Gallai-tételt. A
bizonyitas maga minden esetben 6 pontot ér, ha valaki csak az a(G) + 7(G) = 9 egyenlGséget irja fel,
az ebbdl 1-et kapjon.

6*. 2035-ben a VIK-es golyabalon 601 lany és 601 fit vesz részt, mindenkinek legalabb 300 ellenkezd
nemi ismerdse van (az ismeretségek kolesonosek). Biztosan Ossze lehet-e allitani 601 olyan fia-lany
part, ahol a parok tagjai ismer6sok?
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Legyen L a lanyok, F' a fiik halmaza és legyen G az a péaros graf, melynek L és F' az osztélyai, két
csucs kozott pedig akkor vezessen él, ha a megfelel§ fia és lany ismeri egymast. A feladat annak

eldontésével ekvivalens, hogy ebben a paros grafban van-e teljes parositas. (1 pont)
A Hall-tétel (vagy a Frobenius-tétel) szerint ez akkor és csak akkor lesz igy, ha minden X C L esetén
IN(X)| = |X]. (1 pont)
301 elemt X esetén azonban elképzelhetd, hogy |N(X)| < | X|. (2 pont)
Osszuk L-et egy Ly és egy Lo halmazra, F-et egy Fy és egy Fy halmazra tgy, hogy |L,| = |Fi| = 300,
|Lo| = | Fy| = 301 és persze Ly U Ly = L, Fy U Fy = F teljesiiljon. (2 pont)
Legyenek tovabba ismerdsei az Osszes Li-beli lanynak az Osszes Fy-beli fitk és legyenek ismerGsei az
Osszes Lo-beli lanynak az 6sszes Fi-beli fitk. (2 pont)
Ekkor mindenkinek legalabb 300 ellenkez6 nemt ismerdse van (egész pontosan vagy 300 vagy
301), (1 pont)
de 300 = |N(Ls)| < |L2| = 301 miatt a grafnak nincs teljes parositasa. (1 pont)

Ha valaki nem taldlja meg a jo példat, de megéllapitja, hogy 300-nél kisebb méretii X halmazt nem
érdemes keresni, az ezért kaphat 1 pontot.



