Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Poétzarthelyi feladatok, els6 zh poétlasa — pontozasi atmutato
2017. majus 8.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az atmutatoénak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirdsa;
a leirt lépések egy maximélis pontszamot éré megoldés vazlatanak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az dtmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs j6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszdma szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Kukutyinban a rendszamok hat karakterbdl dllnak, minden karakter az angol dbécé 26 bettijének
valamelyike vagy egy 0 és 9 kozti szamjegy. Az Y betii legfeljebb egyszer szerepelhet a rendszamban,
ezen kiviil méas kikotés nincs. Hanyféle rendszam adhato meg Kukutyinban? (A végeredmény szamszeri
értékét nem kell megadni, azonban a megoldashol ki kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni
egy olyan szdmologéppel, amely csak a négy alapmiiveletet ismeri.)

* ko ok ok Xk

Ha az Y egyszer szerepel a rendszamban, akkor a helyét hatféleképp valaszthatjuk ki, (1 pont)
a maradék 5 helyre pedig helyenként 35-féleképp valaszthatunk, (1 pont)
vagyis az b5 helyre dsszesen 35°-féleképp (ismétléses variacio). (1 pont)
Olyan rendszam tehat, melyben az Y egyszer szerepel, ésszesen 6 - 35°-féle van, (1 pont)
hiszen az Y 6 lehetséges helyének mindegyikéhez 35° rendszam tartozik (és ezek persze mind kiilonbo-
z6k). (1 pont)
Ha az Y nem szerepel a rendszamban, akkor minden karakter 35-féle lehet, (1 pont)
ilyen rendszam tehat 35° van (ismétléses variacio). (1 pont)
A legfeljebb egy Y-t tartalmazo rendszamok szama ezek alapjan 6 - 35° + 355, (2 pont)
hiszen a feltétel szerint az Y vagy egyszer vagy nullaszor szerepelhet a rendszamban (és a két lehetGség
koziil persze csak az egyik teljesiilhet). (1 pont)

2. Egy 100 cstcsu 0sszefiiggs, egyszert grafnak 100 éle van. Mutassuk meg, hogy ekkor van a grafban
3 paronként kiilonbozs feszitéfa. (Két feszitéfa akkor kiilonb6zd, ha nem pontosan ugyanazon élek
alkotjak.)

N S R S

Ha a 100 csucsu graf fa lenne, akkor 99 éle lenne, a grafunk tehat nem fa, (1 pont)
igy kell legyen kore, (2 pont)
mivel osszefiiggd. (1 pont)
Ha ebbdl a korbsl elhagyunk egy élet, akkor (az eladason tanultak szerint) a graf oOsszefiiggd
marad, (1 pont)

és tobb kore méar nem lehet, hiszen ekkor még el tudnink hagyni bel6le élet gy, hogy Osszefiiggd



maradjon, de ekkor 98 éli Osszefiiggs grafot kapnank, ami — az el6adason tanultak szerint — nem

lehetséges. (1 pont)
A kapott graf tehat az eredeti graf feszit6faja. (1 pont)
Az eredeti graf minden kore legalabb harom élbél all (mivel a graf egyszert), (2 pont)
vagyis az elhagyando6 élet legalabb haromféleképp valaszthatjuk, s igy legalabb harom kiilonb6z6
feszit6fat kaphatunk. (1 pont)

3. Dontstik el, hogy az alabbi graf sikbarajzolhato-e.
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Els6 megoldas. Megadjuk a graf egy olyan részgrafjat, ami topologikusan izomort a Kjs graf-

fal. (1 pont)
A b,d, f csicsok alkotjak a K53 egyik osztalyat, az a, e, g csticsok a masikat, (3 pont)
ezen kiviil a részgrafban szerepel még a h és az ¢ pont. A részgraf élei a megadott osztalyok kozt mend
élek, a gf él kivételével, ami nincs a grafban, helyette a gh, hi, i f éleket vessziik be. (2 pont)
Ez a részgraf csakugyan topologikusan izomorf Kj3-mal, hiszen a két osztaly kozotti élek a gf él
kivételével szerepelnek a grafban, a gf ¢l pedig két ponttal felosztva szerepel. (2 pont)
Mivel a grafnak van Kjs-mal topologikusan izomorf részgrafja, a Kuratowski-tétel (konnyi irdnya)
szerint nem sikbarajzolhato. (2 pont)

Ha valaki a fenti gondolatmenet egyes elemeit (akar egy meggy6z6 rajzzal) prezentalja, akkor megkap-
hatja a vonatkoz6 pontokat. A Kuratowski-tételt nem muszaj névvel emliteni, de az, hogy min alapul
a kovetkeztetés, kell hogy szerepeljen. Ha valaki azt mutatja meg, hogy a grafnak nincs Kjs-tel topo-
logikusan izomort részgrafja, de a K 3-mal topologikusan izomorf részgrafot nem talalja meg, akkor a
megallapitasért kapjon 2 pontot.

Masodik megoldas. A graf egyszerii és nincs benne haromszog, (3 pont)
hiszen paros graf: a b, d, f, h csticsok alkotjak az egyik osztéalyt, a tébbi cstics a masikat. (3 pont)
Ha tehat sikbarajzolhato lenne, akkor az el6adéson tanultak szerint legfeljebb 2n — 4 = 14 éle lehetne
(ahol n a csucsok szama), (3 pont)
ami ellentmondas, hiszen a grafnak 15 éle van. (1 pont)

4. Egy 20 csticsu egyszerii grafban minden cstics foka 6. Mutassuk meg, hogy a grafthoz hozza lehet
venni pontosan egy élet ugy, hogy a kapott graf egyszerid maradjon és legyen Euler-sétaja.
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Egy grafnak akkor és csak akkor van Euler-sétaja, ha Osszefiiggd (egész pontosan legfeljebb egy
komponensében van él, de az apré pontatlansagért ne vonjunk le pontot) (1 pont)
és legfeljebb két cstcs foka paratlan. (1 pont)
Barhogy is vesziink hozza a grafunkhoz egy élet, legfeljebb két paratlan foka csics keletkezik (s6t, ha
figyeliink az egyszertiségre, akkor pontosan kettd), (1 pont)
a kérdés tehat az, hogy az él hozzavételével garantalhato-e, hogy a graf Osszefiiggs legyen. (1 pont)
A grafnak nem lehet 3 vagy tobb komponense, (1 pont)
mivel minden komponensében legalabb 7 cstcs van, (1 pont)
hiszen egy legfeljebb 6 csticsu komponensben — a graf egyszertisége miatt — nem lehetne minden fok



6. (1 pont)
A graf tehat vagy Osszefiiggs, vagy két komponense van. Az els§ esetben az eddigiek szerint egy
tetszéleges nem behtzott él bevételével elérhets, hogy a graf egyszerti maradjon és legyen Euler-

sétéaja. (1 pont)
A masodik esetben pedig a két komponens egy-egy csiicsa kozé kell élet behtiznunk, (1 pont)
ekkor a kapott graf mar Gsszefiiggd lesz és nyilvan egyszert marad. (1 pont)

5. Dontstik el, hogy az alabbi grafnak van-e Hamilton-kore, illetve Hamilton-itja.

Jo Hamilton-it 2 pont.

A 6 foku és a két 5 fokn csicsot elhagyva a graf 4 komponensre esik szét, igy a tanultak szerint nincs
Hamilton-kore. (8 pont)

6*. Egy husz cstcsu, egyszert grafban minden fok legalabb 9. Mutassuk meg, hogy a grafhoz hozzéa
lehet venni egy élet tgy, hogy a kapott grafnak legyen Hamilton-utja.
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Vegyiink hozzéa a grafhoz két uj csicsot, (1 pont)
melyeket kossiink Ossze az Gsszes régi csicesal. (2 pont)
A kapott grafnak 22 csiicsa van és minden foka legalabb 11. (2 pont)
Mivel a graf egyszerti is, (1 pont)
A Dirac-tétel szerint van egy C' Hamilton-kore. (1 pont)
A két djonnan hozzavett csicsot elhagyva C két utra esik szét, melyek az eredeti graf 6sszes csicsat
tartalmazzak. (2 pont)
A két at egy-egy végpontja kozé egy élet felvéve Hamilton-utat kapunk. (1 pont)



