Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2017. aprilis 20.

Altalanos alapelvek.

A pontozési utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az atmutatoénak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirdsa;
a leirt lépések egy maximélis pontszamot éré megoldés vazlatanak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az dtmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszdma szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Egy egyszerii grafban pontosan egy paratlan kor van. Hatarozzuk meg a graf kromatikus szamat.
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Mivel a grafban (nevezziik G-nek) van paratlan kor, nem lehet paros graf, (1 pont)
a kromatikus szama tehat legalabb 3. (1 pont)
Hagyjunk el a paratlan korbdl egy e élet és nevezziik a kapott grafot H-nak. (1 pont)
H-ban mar nincs paratlan kor, ezért paros graf, (1 pont)
vagyis a kromatikus szama legfeljebb 2. (1 pont)
Tekintsiik H-nak egy jo 2-szinezését és tegyiik vissza az e élet, majd szinezziik 4t e egyik végpontjat
egy harmadik, 0j szinre. (3 pont)
Igy G-nek egy jo szinezését kapjuk, vagyis G kromatikus szama legfeljebb 3. (1 pont)
A kapott két becslésbél adodik, hogy G kromatikus szama pontosan 3. (1 pont)

2. Egy 8 cstcsu teljes grafbol toroljiik egy 6 csticsu kor éleit. Hatarozzuk meg a kapott graf kromatikus
sZamart.
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Legyenek a 6 csticsu kor csticsai sorban a, b, ¢, d, e, f, a graf maradék két cstucsa g és h. Ekkor az ab,

cd, ef élek egyike sem szerepel G-ben, (1 pont)
igy jo szinezést kapunk, ha az a és b csticsokat l-esre, a ¢ és d csiicsokat 2-esre, az e és f csticsokat
3-asra, g-t 4-esre, h-t pedig 5-Osre szinezziik. (3 pont)
A graf kromatikus szama tehat legfeljebb 5. (1 pont)
Az a,c, e, g, h csicsok egy 5 cstiesu klikket alkotnak a grafban, (3 pont)
ahonnan kovetkezik, hogy a kromatikus szam legalabb 5. (1 pont)
A két becslésbdl adodik, hogy a kromatikus szam pontosan 5. (1 pont)
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3. Egy paros grafban a két pontosztaly legyen A = {ay,aq,...,as} 1 01 00011
és B = {by,ba,...,bg}. Minden 1 < i < 8és1 < j < 8 esetén 01 111000
a; akkor legyen szomszédos bj-vel, ha a jobbra lathat6 méatrix - 10000011
edik soranak és j-edik oszlopénak keresztezddésében 4ll6 elem 1-es. 00 1000O0T1
Adjunk meg a grafban egy maximalis parositast és egy miniméalis 01111100
lefogd csticshalmazt. 10100011

10100010
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A matrix alapjan konnyen ellendrizhetd, hogy ay, as, ag, by, bs, by, bs egy (7 elemt) lefogd ponthalmaz

a paros grafban, (3 pont)
mert a nem érintett sorok és oszlopok keresztez6désében minden elem 0. (1 pont)
Az (ay,by), (az,b1), (as, be), (a4, b7), (as, bs), (ag, bs), (ar, b3) élhalmaz egy (7 elemii) parositas, (2 pont)
hiszen semelyik két élnek nincs kozos végpontja. (1 pont)
A megadott lefogd ponthalmaz, illetve parositas bizonyitja, hogy 7(G) < 7, illetve v(G) > 7, ahonnan
a v(G) < 7(Q) osszefiigges szerint v(G) = 7(G) = 7 és igy a megadott parositds maximalis, a
megadott lefogd ponthalmaz pedig minimaélis. (3 pont)

Megjegyzés. A maximalis parositast és a minimélis lefogd ponthalmazt természetesen érdemes az eld-
adason tanult algoritmussal keresni; azonban (ahogy az a fentiekbdl is latszik) egy teljes értékd meg-
oldashoz nem feltétleniil sziikséges (bar az esetleges hibak miatt mégis célszert) ennek a lépéseit
dokumentalni.

A maésodik és a negyedik részpontszamnal persze mashogy is indokolhatunk, st aki (a dolgozatban)
meggydzen demonstralja, hogy érti, hogy miért lefogd a ponthalmaz, illetve fiiggetlen az élhalmaz, az
megkaphatja a pontokat.

4. A VIK-es golyabalon 12 lany és 198 fit vesz részt. A szervezdk igy 12 (fia-lany) part szeretnének
Osszedllitani a nyitotanchoz tgy, hogy mindenki ismeréssel tdncoljon. Minden lany legalabb 11 fiat
ismer, a fiak koziil viszont mindenki legfeljebb 11 lanyt ismer (az ismeretségek kolesonosek). Biztosan
Ossze tudjak-e allitani a szervezdk a 12 part?
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Legyen L a lanyok, F' a fiik halmaza és legyen GG az a péaros graf, melynek L és F' az osztélyai, két
csucs kozott pedig akkor vezessen él, ha a megfelel§ fia és lany ismeri egymast. A feladat annak

eldontésével ekvivalens, hogy ebben a péaros grafban van-e L-et fed§ parositas. (1 pont)
A Hall-tétel szerint ehhez elég azt belatni, hogy minden X C L esetén |N(X)| > | X]. (1 pont)
Ha 1 < |X| < 11, akkor ez teljesiil, hiszen minden L-beli cstics foka legalabb 11, igy N(X) mérete
is legalabb 11 (a feltétel persze | X| = 0 esetén is teljesiil; e megéallapitas hianyaért ne vonjunk le
pontot). (2 pont)
Az | X| =12, vagyis X = L esetet kell még ellendrizniink. (1 pont)
Vilagos, hogy |N(L)| > 11, ahhoz tehat, hogy a Hall-feltétel ne teljesiiljon, az kéne, hogy |N(L)| = 11
legyen. (1 pont)
Ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha L-ben minden cstcs foka pontosan 11 és mind a 12 L-beli cstics
ugyanazzal a 11 F-belivel van 6sszekotve. (2 pont)
Ekkor azonban ezen 11 F-beli csiics foka 12 lenne, ami a megadott feltétel szerint lehetetlen, tehat
van L-et fed§ parositas. (2 pont)

5. Adjunk meg az alabbi hal6zatban egy maximalis folyamot és egy minimalis s-t vagast.



Tekintsiik a kévetkez§ f folyamot: f(sa) =
13, f(ct) = 15, f(dc) = 2, f(de) = 8, f(eb) )
Az f folyam értéke 30. ( )
Tekintsiik most az s, a, b, d, e csiucsok altal meghatarozott vagast. ( )
Ennek kapacitasa az af,dc,be, ef élek 6sszkapacitésa, azaz szintén 30. (1 pont)
( )
( )
( )

16, f(se) = 4, f(sd) = 10, f(ab) = 8, f(af) = 8, f(bc) =
5. f(ef) =T, /(1) = 15. (3 pont

Tudjuk, hogy barmely folyam értéke legfeljebb akkora lehet, mint tetszéleges vagas kapacitasa,
igy a 30 értékd vagas bizonyitja, hogy a megadott folyam maximalis,
a 30 értéki folyam pedig bizonyitja, hogy a megadott vagas minimaélis.

A vagas kapacitasanak kiszamitasaért akkor jar a pont, ha kideriil, hogy mely élek milyen adatait kellett
osszeadni ahhoz, hogy kijojjon a 30-as érték. Az utolsé 3 pont annak jar, aki (érdemben) indokolja, hogy
a megadott folyam maximalis és a megadott vigas miniméalis. (Példaul ,a Ford-Fulkerson tétel miatt
a folyam maximalis” 6nmagaban nem érdemi indoklas.) A folyam maximalitasa mellett természetesen
lehet tgy is érvelni, hogy a 30 értéki folyamhoz tartozo (helyesen felrajzolt) segédgrafban mar nincs
javito ut. A javitoutas algoritmus helyes alkalmazasaért akkor is komoly részpontszamok adhatok, ha
a végeredmény nem helyes (persze gy6z6djiink meg rola, hogy nem elvi hibarél van sz6). Nem jar
érdemi pontszam ugyanakkor taldlomra vett folyamok és/vagy vagasok keresgéléséért, ha ez nem vezet
eredményre.

6*. Egy 10 csucsu egyszerti grafnak 40 éle van. Hatarozzuk meg a legnagyobb olyan k szamot, melyre
a graf biztosan k-szorosan pontdsszefiiggd.
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A 10 cstuesu teljes grafnak 45 éle van, igy a mi grafunkat (hivjuk G-nek) a teljes grafbol 5 él
elhagyasaval kapjuk. (1 pont)
A Ky grafban barmely két u, v cstcs kozott van 9 (belssleg) pontdiszjunkt tt: (1 pont)
az uv élen kiviil a maradék 8 csics barmelyikén keresztiil vezet egy két éli tt u és v kozott. (2 pont)
Az 5 él elhagyésa ebbdl a 9 atbol legfeljebb 5-6t érint (hiszen persze semelyik kettének nincs kozos

éle), (2 pont)
vagyis G-ben barmely két cstcs kozt vezet 4 pontdiszjunkt ut, (1 pont)
igy G Menger vonatkozo tétele szerint 4-szeresen pontosszefiiggs (ehhez még az is kell, hogy legyen
legalabb 5 cstcsa, ami persze teljesiil; e megallapitas hidnyaért ne vonjunk le pontot). (1 pont)

Mivel az 5 elhagyott él csatlakozhat ugyanahhoz a csticshoz, elképzelhets, hogy G-nek van 4 foka
csucsa, ekkor G 5-szOrosen mar nem lehet pontosszefiiggs (hiszen a 4 foku csucs szomszédait elhagyva
G szétesik), (1 pont)
igy a keresett maximum 4. (1 pont)

A 4-Osszefiiggség mellett érvelhetiink a kovetkezSképp is: ha G nem 4-Osszefiiggs, akkor el tudunk

hagyni 3 pontot gy, hogy G szétessen. (1 pont)
A 3 elhagyott pontra legfeljebb 24 él illeszkedik (legfeljebb 3 él megy koztiik, és legfeljebb 3 - 7 bel6liik
a masik 7 csucsba), (2 pont)
igy a maradék (nem Osszefiiggs) grafnak legalabb 16 éle van. (1 pont)



Ebbdl ellentmondéasra fogunk jutni, mert egy 7 cstest, 16 éli egyszeri graf mindig 6sszefiiggs: (1 pont)
nyilvan feltehetjiik, hogy csak két komponense van, amelyek 1 és 6, 2 és 5, vagy 3 és 4 csticstiak: egyik
esetben sem kaphatunk 15-nél tobb élet (az els6 esetben 15, a mésodikban 11, a harmadikban 9 él
lehet legfeljebb a maradék grafban). (3 pont)



