Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2017. mércius 16.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az utmutatoénak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes leirdsa;
a leirt lépések egy maximélis pontszamot éré megoldés vazlatdnak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa neélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az dtmutatoban szerepls
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs j6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Kukutyinban a rendszamok hat karakterbdl adllnak, minden karakter az angol 4bécé 26 bettijének
valamelyike vagy egy 0 és 9 kozti szdmjegy. Harom karakternek betiinek, hdromnak pedig szamnak kell
lennie, ezen kiviil az egyetlen kikotés, hogy ha harom bet all egymas mellett, akkor azok nem lehetnek
egyformak (jo rendszam példaul 37AAG1, de nem jo ABCDS85 és 35HHH2). Hanyféle rendszéam adhato
meg Kukutyinban? (A végeredmény szamszerid értékét nem kell megadni, azonban a megoldasbol
ki kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszdmolni egy olyan szamologéppel, amely csak a négy
alapmiiveletet ismeri.)
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Dontsiik el el6szor, hogy melyik helyre keriil szam és melyikre betd. Ez (g) = % = 20 moddon
lehetséges, hiszen a hat hely koziil valasztjuk azt a harmat, ahova (mondjuk) beti keriil. (2 pont)
Ebbdl a 20 elrendezésbdl 4 olyan, melyben a harom betd egymas mellett all (1,2,3,; 2,3,4; 3,4,5; 4,5,6
helyek). (1 pont)

A maradék 16 elrendezés esetén tovabbi kikétés nincs, vagyis minden bettit 26-, minden szamot 10-
féleképp valaszthatunk. Az eladéson tanultak szerint, vagy a jozan esziinket hasznélva ez Gsszesen
16 - 263 - 10° lehetGséget jelent. (2 pont)
A 4 kellemetlenebb elrendezés esetén nem lehet a harom bet azonos, a betiik tehat (263 — 26)-
feleképp valaszthatok, hiszen az Osszes lehetSségek szama 26%, a harom egyforma betiit pedig 26-

féeleképp valaszthatjuk. (1 pont)
A szamok ekkor is 103-féleképp véalaszthatok, (1 pont)
ebben az esetben tehat dsszességében 4 - (26 — 26) - 10° a lehetéségek szama. (1 pont)
Ahhoz, hogy a végeredményt megkapjuk, a két esetben (van, illetve nincs egymés mellett harom betii)

kapott lehetGségek szamat Ossze kell adni, hiszen a két eset koziil pontosan az egyik kovetkezik be.
(1 pont)
A végeredmény tehat 16 - 263 - 103 + 4 - (26 — 26) - 103, (1 pont)

Aki a binomiélis egyiitthat6 kiszamitasarol semmit nem ir, attél vonjunk le 1 pontot, nem kell viszont
levonni a kobreemelés részleteinek (pl. 10 = 10 - 10 - 10) elhagyaséért.

2. Egy 100 cstcsu Osszefiiggs, egyszert grafnak 102 éle van. Mutassuk meg, hogy ekkor van a grafban
3 paronkent kiilonb6z6 kor. (Két kor akkor kiilonb6z6, ha nem pontosan ugyanazon élek alkotjak.)
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Mivel a graf osszefiiggs, van feszit6faja, legyen egy ilyen F. (2 pont)
F 100 cstcsu fa, tehat 99 éle van. (1 pont)
Legyenek a graf F-ben nem szerepld élei eq, eq, e3. (2 pont)
Ekkor az F-hez e;-t hozzavéve Osszefiiggs, 100 éld grafot kapunk, melyben a tanultak szerint kell
legyen kor. (2 pont)
Mivel e; nem éle F-nek, az F' + e; graf korében nem szerepel e;, ha i # j, igy az F'+e1, F'+e9, F'+e3
grafokban kapott korok kiilonbozsk, amivel a feladatot megoldottuk. (3 pont)

3. Egy 100 csicsu G Osszefiiggd graf éleit az 1 és 2 sulyokkal silyoztuk tgy, hogy az 1 silyu élek
részgrafja (vagyis az a graf, melynek csticsai azonosak G csticsaival, de csak G 1 sulyt éleit tartalmazza)
7 komponensbdl all. Hatarozzuk meg G egy minimélis 6sszstlyu feszitéfajanak silyat.
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Els6 megoldas. A Kruskal-algoritmus minimalis Osszsulya feszit6fat talal, ezt fogjuk hasznalni. Az
algoritmus mindig az egyik legkisebb sulyu olyan élet veszi be a faba, ami a mar bevettekkel nem
alkot kort. Ezért a G esetében addig fog 1 silya éleket bevenni, amig létezik két olyan csics, amik

aktudlisan kiilonb6z6 komponensben vannak és 1 stlyt ¢l koti ossze Gket. (2 pont)
Amig a bevett 1 sulyu élek 7-nél tobb komponenst alkotnak, lesz ilyen él, (2 pont)

vagyis az algoritmus az 1 sulyu élek altal alkotott részgraf komponenseinek egy-egy (1 sulya élekbél
allo) feszitofajat talalja meg a futds azon szakaszaban, amikor 1 sulyu éleket vesz be (azt is meg lehet

mondani, hogy ez hany 1épést jelent: 93-at, de ezt ezen a ponton nem muszaj tudni). (3 pont)
A tovabbiakban az algoritmus 2 sulyt éleket fog bevenni, mégpedig 6 darabot (hiszen annyi kell
ahhoz, hogy az aktualisan 7 komponensbdl allo erdbdl fa legyen). (2 pont)
A feszitGtanak 99 éle van, amibdl 6 db silya 2, a tobbié 1, igy az osszsuly 105. (1 pont)

Masodik megoldas. A feszitdfa (is) csak 1 és 2 sulyu élekbdl allhat, 2 silya élbsl pedig legalabb 6

darabra van sziikség, hiszen az Gsszes 1-es élet felhasznalva is 7 komponenst kapunk, (3 pont)
tehat barmely feszitéfa silya legalabb 100 — 1 + 6 = 105. (1 pont)
Maésrészt 6 darab 2 sulya éllel tudunk feszitéfat gyartani. (1 pont)
Vegyiik el6szor az 1 sulyu élek komponenseinek egy-egy feszit6fajat. (2 pont)
Mivel az eredeti graf Osszefiiggs, az el6adason tanultak szerint ezt a 7 komponenst erdét ki tudjuk
egésziteni fava és ehhez 6 élre lesz sziikség. (1 pont)
Az igy kapott fa 99 éli és legfeljebb (igazabdl pontosan) 6 darab 2 stlyt élet tartalmaz, tehat a silya
legfeljebb 105. (1 pont)
Ezek alapjan a minimalis 6sszulyu feszitéfa silya pontosan 105. (1 pont)

4. Dontsiik el, hogy az alabbi graf sikbarajzolhato-e.

A graf nem sikbarajzolhatdé, mert van olyan részgrafja, ami topologikusan izomorf a K33 graffal. Az
a,c, f csticsok alkotjak a K33 3 egyik osztalyat, a b, e, g csticsok a masikat. Az a és g kozti Osszekottetés
a h csicson keresztiil, a ¢ és e cstucsok kozti Gsszekottetés a d csucson keresztiil valosul meg (a tobbi
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osszekottetés kozvetlen). (10 pont)

Ha valaki tudja, hogy mit kéne keresni, de (probalkozéasok ellenére) nem talalja, akkor (mindségtél
fiiggGen) 1-3 pontot kapjon. Aki megallapitja, hogy K5-6t nem érdemes keresni, az plusz 2 pontot
kaphat. Aki azt figyeli meg, hogy a h csticsot elvéve és az ag élet a grafba berakva olyan grafot kapunk,
ami pontosan akkor sikbarajzolhat6, ha az eredeti is az volt, szintén kaphat 2 plusz pontot. Ennek
a valamivel gyengébb verziojaért, miszerint a h csics biztosan nem lesz a K33 cstcsai kozt, szintén
jarhat 1 plusz pont.

5. Dontstiik el, hogy az alabbi grafnak van-e Hamilton-kore, illetve Hamilton-iitja.

b SR S SR

Hamilton-tutja van a grafnak, egy ilyen megadasaért 2 pont jér.
Hamilton-kor viszont nincs, mert a 4 darab 5 foka cstcsot elhagyva a graf 5 komponensre esik szét,
vagyis a graf nem teljesiti az elGadason tanult sziikséges feltételt. (8 pont)

Mashogy is meg lehet indokolni, hogy a grafnak nincs Hamilton-kore, természetesen az is 8 pontot
ér (ha jo). Aki tudja, hogy mit kéne keresni, de (probalkozasok ellenére) nem talalja, az (mindségtél
fiiggGen) 1-3 pontot kapjon.

6*. Egy 20 cstucsu egyszerii grafban minden csics foka 8. Mutassuk meg, hogy a grafhoz hozza lehet
venni pontosan 20 élet gy, hogy a kapott graf egyszerti maradjon és legyen Euler-korsétaja.
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A graf komplementerében minden csucs foka 11. (1 pont)
A komplementerre igy teljesiil a Dirac-tétel feltétele, vagyis hogy minden cstcs foka legalabb a cstucsok
szamanak fele. (
Mivel a komplementer egyszerd graf is, (
igy a Dirac-tétel szerint van Hamilton-kore. (
E kornek egyetlen éle sem szerepel az eredeti grafban, (
vagyis ezeket a grafthoz véve egyszert grafot kapunk, (1 pont
melyben minden cstics foka kettGvel nagyobb az eredetinél, azaz 10. (
A kapott grafban minden fok paros és a graf Gsszefiiggs (
(hiszen tartalmaz Hamilton-kort, amit épp most raktunk bele), (
igy a tanult tétel szerint van Euler-korsétaja. (



